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Aksjomatyzacja czterowarto$ciowej logiki modalne;
Fukasiewicza

AXIOMATISATION OF LUKASIEWICZ’S FOUR-VALUED LOGIC

Summary

The main subject of this article is the axiomatisation of Jan Lukasiewicz’s L-modal logic,
a strict, regular, four-value modal logic whose matrix is a Cartesian product of two different
two-value propositional matrices. L-modal logic was developed on the basis of philosophical
discussions and logic research conducted in the Lviv-Warsaw school of logic, which focused
on future contingents and temporal modalities. This article should deliver an overview of
L-modal logic axiomatic systems and highlight differences and similarities between different
axiomatic systems. To achieve this, it will describe properties of axiomatic systems, such as
independence, simplicity, and the number of symbols used. These properties will then be
used to analyse and compare selected axiomatisations. The analysis will be developed across
(a) the original Lukasiewcz axiomatic system, which includes the prothotetic § connective,
(b) Lemmon’s axiomatic system, (c) Kripke’s axiomatic system, (d) Dywan’s axiomatic system,
(e) Tkaczyk’s axiomatic system, with the jumping necessity theorem, (f) and axiomatic systems
with a ternary connective.
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Wstep

Jan Lukasiewicz byt znawca nie tylko wspolczesnej logiki matematycznej, ale takze
tilozofii i historii logiki'. W szczegdélnosci warto zwrdci¢ uwage na zainteresowa-
nie Lukasiewicza myslg Arystotelesa i stoikow, ktdra czesto stawala si¢ bodzcem

1 Por.]. Lukasiewicz, System logiki modalnej, w: J. Stupecki (red.), Z zagadnier logiki i filozofii -
pisma wybrane, Warszawa 1961.
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wyznaczajacym kierunek jego badan. Donioste prace Lukasiewicza z zakresu logiki
wielowartosciowej i modalnej wyrastaly z przeprowadzonych w starozytnosci
analiz dotyczacych poje¢ modalnych, ze szczegolnym uwzglednieniem rozwazan
Arystotelesa nad warto$cig logiczna zdan opisujacych przyszle zdarzenia przygodne.
To, ze Lukasiewicz inspirowal si¢ pracami Stagiryty i innych starozytnych filozoféw,
nie oznacza jednak, ze zawsze zgadzal sie z ich pogladami. Problematyka poje¢
modalnych wielokrotnie znajdowala si¢ w centrum badan Lukasiewicza. Byt on
przeswiadczony, ze wlasnie ta problematyka moze wyznaczy¢ kierunek rozwoju
logiki. Przeswiadczenie to bylo silnie ugruntowane w przekonaniach filozoficznych
Pukasiewicza, ktore to stawialy go w szeregach indeterministéw. Lukasiewicz byt
zdania, Ze wolnos¢ jest czyms, co realnie przystuguje ludziom. Sadzit on zarazem,
ze jest to nie do pogodzenia z klasycznym rachunkiem zdan. Tym samym byt
przekonany, ze w logice klasycznej tkwi btad, na ktéry lekarstwo miaty stanowic¢
modalne funktory koniecznosci i mozliwoéci. Warto przy tym podkresli¢, ze w rozu-
mieniu Lukasiewicza byly to funktory ekstensjonalne. Konsekwencjami takiego
ujecia bylo wiele problemoéw, ktdre pojawily sie¢ na gruncie proponowanych przez
niego systemow. Pierwsza proba stworzenia przez Lukasiewicza logiki modalnej
byta jednoczesnie, wraz z prowadzonymi niezaleznie badaniami Clarence’a Irvinga
Lewisa, jedng z pierwszych prob konstrukgji logiki modalnej oraz logik wielowar-
tosciowych. Efektem tych badan byla logika tréjwartosciowa, logika n-wartosciowa
i logika nieskonczenie wielowartosciowa, przedstawione m.in. w artykule Uwagi
filozoficzne o wielowartosciowych systemach rachunku zdan®. Trudnosci, ktére napo-
tkaly pierwsze prace Lukasiewicza w tej dziedzinie, doprowadzily do podjecia przez
niego kolejnej proby ujecia analizy poje¢ modalnych w system wielowartosciowy
oparty na nowych zalozeniach. Byl to czterowartosciowy system £-modalny. Rezul-
taty te zostaly przedstawione w artykule System logiki modalnej’. Wyniki zawarte
w tym artykule nie sg prostg kontynuacjg prac Lukasiewicza z lat dwudziestych
itrzydziestych. Niniejszy artykul jest proba systematycznej prezentacji zawartosci
i aksjomatyzacji logiki L-modalnej, a takze uzupelnienia dotychczasowych prac
na ten temat o pewne nowe wyniki.

1. Jezyk systemu L-modalnego

System L-modalny moze by¢ charakteryzowany w jezyku przedmiotowym, do
ktérego naleza: (a) zmienne zdaniowe: p, g, 1, ktore s wyrazeniami atomicznymi;

2 Por.idem, Uwagi filozoficzne o wielowartosciowych systemach rachunku zda#, w: J. Stupecki (red.),
Z zagadnien logiki i filozofii...
3 Por. idem, System logiki modalnej...
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(b) funktory jednoargumentowe: negacji -, afirmacji afm, tautologii tlg, antylogii
alg, mozliwosci ¢ oraz koniecznosci O (c) funktory dwuargumentowe: koniunkgji A,
alternatywy V, implikacji > oraz réwnowaznosci =; (d) funktor tréjargumentowy ©;
(e) jednoargumentowa zmienna funktorowa 6; (f) nawiasy. Funktory koniecznosci
i mozliwosci nazywa si¢ funktorami modalnymi. Argumentami wszystkich funk-
torow sg wylacznie wyrazenia. Wyrazenia zlozone sa zbudowane z funktoréw, ich
argumentow i nawiaséw w zwykly sposob, z tym ze funktory jednoargumentowe
i tréjargumentowe maja notacje prefiksowa, a dwuargumentowe infiksowg, zatem:
— wszystkie zmienne zdaniowe naleza do zbioru poprawnie zbudowanych wyrazen;
— jezeliwyrazenie A nalezy do zbioru poprawnie zbudowanych wyrazen, to wyra-
zenia "= A7, TOAT, Tafm(A) 7, Talg(A) 7, "tlg(A) " oraz "OA™ réwniez do niego
naleza;
- jezeli wyrazenia A oraz B nalezga do zbioru poprawnie zbudowanych wyrazen,
to wyrazenia"AVB,"AAB7,"A > B"i"A = B réwniez do niego naleza;
— jezeliwyrazenia A, B oraz C naleza do zbioru poprawnie zbudowanych wyrazen,
to wyrazenie " (O(4A, B, C) " réwniez do niego nalezy.
Przy braku nawiasow najkrotszy zasieg maja funktory jednoargumentowe, a nastep-
nie kolejno funktory: A, V, =, =, (O. Nieco uwagi chcialbym jeszcze poswigci¢
symbolowi 6, ktory jest uznawany za zmienny funktor od argument6éw zdaniowych.
Zmienne funktory zostaly wprowadzone wraz ze zmiennymi kwantyfikatorami
przez Stanistawa Lesniewskiego w jego prototetyce. Sam Lukasiewicz zmienne
funktory wraz z ich znaczeniem omawia w pracy O zmiennych funktorach od
argumentéw zdaniowych*. Symbol ten ma wigc by¢ zmienng przebiegajaca zbior
funktordw, przy czym zaznaczone jest, ze moga to by¢ funktory wieloargumentowe,
pod warunkiem, ze wszystkie argumenty przyjmowane przez nie stanowi ta sama,
pojedyncza zmienna.

2. Podstawowa logika modalna

Jak wspomnialem we wstepie, dla systemu L-modalnego wazne sa inspiracje
tilozoficzne. Lukasiewicz poszukuje nie jakichkolwiek praw zawierajacych spoj-
niki modalne, ale tych, ktére mozna uzna¢ za merytorycznie trafne w kontek-
$cie przyjetych przez niego zatozen. Podstawowa logika modalna obejmuje te
twierdzenia, ktére zdaniem Lukasiewicza sa badz oczywiscie prawdziwe, badz
szeroko akceptowane w klasycznych tekstach filozoficznych. Twierdzenia podsta-
wowej logiki modalnej dzielg si¢ na zaakceptowane, ktére poprzedza symbol +,
i odrzucone, ktére poprzedza symbol 4. Chociaz Lukasiewicz wyraznie tego

4 Por. ibidem.
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nie mowi, z kontekstu wynika, ze symbol -4 poprzedza wyrazenia, ktdre nie sa
tautologiami, czyli takie, ktére maja co najmniej jedno falszywe podstawienie,
a nie takie, ktdre majg wylacznie falszywe podstawienia. Lukasiewicz zmierza
bowiem zawsze do tego, by w miare mozliwosci wszystkie wyrazenia zostaty
podzielone na te, ktdre poprzedza symbol -, i te, ktdre poprzedza symbol .
Taki podzial, jesli si¢ go osiggnie, moze stanowi¢ zardwno wynik pelnosci systemu,
jak i jego rozstrzygalnosci.

Zdaniem Lukasiewicza kazdy system, ktory pretenduje do miana merytorycznie
trafnej logiki modalnej, musi respektowac twierdzenia podstawowej logiki modalnej:
»System nazywam logika modalng wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera podstawowga
logike modalng jako swa czg¢§¢™. Znaczy to, ze w systemie takim dowodliwe musi
by¢ kazde twierdzenie zaakceptowane na gruncie podstawowej logiki modalnej,
a zarazem nie mozne by¢ w nim dowodliwe zadne twierdzenie odrzucone na
gruncie podstawowej logiki modalnej. Mozna wiec powiedzie¢, ze podstawowa
logika modalna ma wyznacza¢ granice merytorycznie trafnej logiki modalnej
przez powigzanie twierdzen tej logiki z poczuciem oczywistosci i analizami filo-
zoficznymi: ,,System logiczny nazywa si¢ zwykle «logika modalng», jesli wystepuja
w nim wyrazenia modalne takie, jak «<mozliwe» lub «konieczne». Zamiast tej raczej
niewyraznej charakterystyki sprobuje poda¢ doktadng definicje logiki modal-
nej wedlug tradycji zapoczatkowanej przez Arystotelesa™. Podstawowa logika
modalna opiera si¢ na o$miu zalozeniach, ktore zostang teraz oméwione. Pierwsze
trzy twierdzenia dotyczg wlasnosci funktora mozliwosci:

Fp—Op (1)
0p—=p )
—40p 3)

Twierdzenie (1) wyraza przekonanie, ze kazdy zachodzacy stan rzeczy jest moz-
liwy, innymi stowy, kazde zdanie, ktore jest prawdziwe, jest tym bardziej mozliwe.
Twierdzenie (1) stanowi odpowiednik scholastycznej zasady: ab esse ad posse valet
consequentia formalis. Twierdzenie (2) wyraza przekonanie, ze nie kazdy mozliwy
stan rzeczy zachodzi, innymi stowy, nie kazde zdanie mozliwe jest prawdziwe.
Twierdzenie (2) stanowi odpowiednik scholastycznej zasady: a posse ad esse non
valet consequentia formalis. Twierdzenie (2) wynika z indeterministycznego pogladu
na $wiat, mianowicie z przekonania o istnieniu przygodnych stanéw rzeczy.

5 Zob. idem, Uwagi filozoficzne o wielowartosciowych systemach rachunku zdat..., s. 276.
6  Zob.idem, System logiki modalnej..., Warszawa 1961, s. 275.
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W starozytnej filozofii goracym obronca tego przekonania byt Arystoteles, ktorego
indeterministyczne poglady stanowily gltéwne zrédlo dla badan Lukasiewicza
w zakresie logik wielowartosciowych. Twierdzenie (3) glosi, ze nie kazdy stan
rzeczy, opisywalny za pomoca zdania, jest mozliwy, czyli istniejg zdania, ktére
opisujg niemozliwe stany rzeczy. Komentujac to twierdzenie, Lukasiewicz stwierdza,
ze odrdznia ono funktor mozliwosci od funktora tautologii tlg. W klasycznym
rachunku zdan zdanie zbudowane za pomoca funktora tautologii jest prawdziwe
niezaleznie od wartosci logicznej argumentu tego funktora. Utozsamienie funk-
tora modalnego z funktorem tautologii powoduje zanik rozréznien modalnych
(collapsing), co prowadzi do tego, ze logika modalna, z takim utozsamieniem, jest
logika zawartg w klasycznym rachunku zdan.

Kolejne trzy twierdzenia, w pewnym sensie dualne wzgledem poprzedniej tréjki,
dotycza wlasnosci funktora koniecznosci:

FOp—p 4)
4p—0oOp (5)
— —oOp 6)

Twierdzenie (4) oznacza, ze kazdy konieczny stan rzeczy zachodzi, innymi stowy
kazde zdanie konieczne jest prawdziwe. Twierdzenie (4) stanowi odpowiednik
scholastycznej zasady: a neccesse ad esse valet consequentia formalis. Twierdze-
nie (5) glosi, ze nie kazdy zachodzacy stan rzeczy jest konieczny. Inaczej nie kazde
zdanie prawdziwe jest konieczne. Twierdzenie (5) stanowi odpowiednik scho-
lastycznej zasady: ad esse a neccesse non valet consequentia formalis. Twierdze-
nie (5), podobnie jak twierdzenie (2), wynika z indeterministycznego pogladu
na $wiat. Na gruncie regularnych logik modalnych twierdzenia te s3 nawet sobie
réwnowazne. Twierdzenie (6) glosi, Ze istnieje co najmniej jeden konieczny stan
rzeczy, a dokladniej, Ze nie kazdy stan rzeczy jest niekonieczny. Innymi stowy ist-
nieja zdania koniecznie prawdziwe. Lukasiewicz podkresla, ze twierdzenie (6) ma
zabezpieczy¢ funktor koniecznosci przed utozsamieniem z funktorem antylogii.
Podobnie jak utozsamienie funktora mozliwosci z funktorem tautologii, réwniez
utozsamienie funktora mozliwosci z funktorem antylogii prowadziloby do zaniku
rozréznien modalnych i do budowy logiki modalnej zawartej w klasycznym
rachunku zdan.

Trzeba zaznaczy¢, ze méwiac o twierdzeniach (4) i (5), Lukasiewicz cytuje
inne scholastyczne zasady niz te, ktdre wyzej podatem. Mianowicie (4) utozsamia
ze scholastyczng zasada: ab oportere ad esse valet consequentia, a twierdzenie (5)
z zasadg: ab esse ad oportere non valet consequentia. Nie jest to utozsamienie catkiem
doktadne, poniewaz rzeczownik odczasownikowy ,,oportere” sugeruje konieczno$¢
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deontycznag, czyli powinnos¢. Przy takim rozumieniu funktora konieczno$ci
twierdzenie (4) powinno byloby zosta¢ odrzucone. Akceptacja twierdzenia (1) i twier-
dzenia (4) sugeruja aletyczny sens funktoréw modalnych, zwigzany z takimi poje-
ciami, jak konieczno$¢ logiczna, koniecznos¢ fizyczna, koniecznos¢ metafizyczna.
Wydaje sig, ze ten sens funktora koniecznosci jest oddany lepiej za pomocg wyrazu
»hecesse” niz ,,oportere”.

Ostatnie dwa twierdzenia, na ktérych opiera si¢ podstawowa logika modalna,
opisuja zaleznos¢ miedzy funktorami koniecznosci i mozliwosci:

|—<>p = —0-p, (7)
FOp = —O—p. (8)

Zgodnie z pierwszym z tych twierdzen, stan rzeczy opisywany przez pewne zda-
nie jest mozliwy wtedy i tylko wtedy, gdy stan rzeczy opisywany przez negacje
tego zdania nie jest konieczny. Zgodnie z drugim stwierdzeniem stan rzeczy opi-
sywany przez pewne zdanie jest konieczny wtedy i tylko wtedy, gdy stan rzeczy
opisywany przez negacje tego zdania nie jest mozliwy. W odniesieniu do tych
dwoch twierdzen Lukasiewicz stwierdza tylko, ze ,,53 to oczywiste zwigzki miedzy
mozliwoscig a konieczno$cig”. Warto dodac, ze akceptacja tych dwoch twierdzen
przesadza o tym, ze mamy do czynienia z funktorem mozliwosci jednostronne;.
Przy takim rozumieniu funktora mozliwoéci kazde zdanie konieczne i kazde zdanie
prawdziwe jest tym bardziej mozliwe. W filozofii starozytnej i sredniowiecznej
rozwazano rowniez mozliwo$¢ dwustronng, ktéra utozsamia sie z przygodnoscia.
Przy takim rozumieniu mozliwosci zdania dzielg si¢ na konieczne, mozliwe i nie-
mozliwe. W systemach $cistej implikacji Lewis réwniez postuzyl sie funktorem
mozliwosci jednostronnej, ktdry stal sie standardowy dla caltej dwudziestowiecz-
nej logiki modalnej. Lukasiewicz zwraca uwage na to, ze wszystkie przytoczone
stwierdzenia podstawowej logiki modalnej, z wyjatkiem (3) i (6), mozna znalez¢
w pracach dawniejszych logikow, tj. logikow starozytnych i Sredniowiecznych.
Ponizej zamieszczam algebre spojnikéw modalnych odpowiadajaca powyzszym
wymogom podstawowego systemu modalnego. Algebra zostata opisana za pomoca
kraty przedstawionej na ponizszym schemacie. Strzatka wyznacza relacje porzad-
kujaca. Ilekro¢ strzatka prowadzi od wyrazenia A do wyrazenia B, znaczy to, ze na
gruncie podstawowej logiki modalnej oraz kazdej logiki modalnej w rozumieniu
Lukasiewicza: (a) zdanie B jest wyprowadzalne ze zdania A, (b) zdanie A nie jest
wyprowadzalne ze zdania B. Strzatka prowadzi wiec zawsze od wyrazenia moc-
niejszego do wyrazenia stabszego. Dla kazdej pary wyrazen kresem gérnym jest
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wyrazenie znajdujace si¢ wyzej w schemacie, natomiast kresem dolnym wyrazenie,
ktére znajduje si¢ nizej.

pVop

T (3)

op

T DiQ)
P

T “4)i(5)
tp

T 0

pA—p.

Automatyzujac podstawowa logike modalna jako terminy pierwotne, Lukasiewicz
przyjmuje funktory negacji, implikacji i mozliwosci. Aksjomatami sa wyrazenia:
(1)-(3) oraz wyrazenie:

|—<>p = <>—|—|p. )

Wyrazenie (9) jest rOwnowazne z wyrazeniem (7) na gruncie podstawowej logiki
modalne;j.

Funktor koniecznosci jest terminem wtdrnym, a funkcje definicji petni wyrazenie (8).
Regulami pierwotnymi sg regula podstawiania dla wyrazen uznanych:

FA

FeA, (10)
regufa podstawiania dla wyrazen odrzuconych:

HeA

4 A, (11)
regula modus ponens dla wyrazen uznanych:

FA—-B

+ B, (12)
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reguta modus ponens dla wyrazen odrzuconych:
FA-B
<4 B (13)
A

W powyzszych regufach eA oznacza dowolne podstawienie zdania A. Cho¢ Luka-
siewicz wprost tego nie méwi, przebieg przeprowadzonych przez niego dowoddéw
wskazuje na to, Ze aksjomatami podstawowej logiki modalnej s3 ponadto pod-
stawienia twierdzen klasycznego rachunku zdan. Lukasiewicz podaje dowdd
niezaleznosci aksjomatow: (1)-(3) i (9).

Podstawowg logike modalng mozna zaksjomatyzowac¢ alternatywnie ze spoj-
nikiem koniecznosci jako terminem pierwotnym zamiast spojnika mozliwosci.
Aksjomatami sa wowczas twierdzenia: (4)-(6) oraz twierdzenie:

FOp = O——p, (14)

ktdre na gruncie podstawowej logiki modalnej jest rwnowazne z twierdzeniem
(8). Funktor mozliwosci, ktdry jest wtedy terminem wtérnym, definiuje si¢ za
pomocg twierdzenia (7). Reguly procedury dowodowej pozostaja niezmienione.
Podstawowy system okresla minimalne wymogi, jakie musi spetnia¢ dowolny inny
system, aby by¢ uznanym za modalny. Taki system modalny zdaniem Lukasiewicza
pozwalal na wyrazanie wspomnianej juz modalnosci aletyczne;.

3. Prawa ekstensjonalnosci dla funktoréw modalnych

System logiki L-modalnej powstaje poprzez dotaczenie do podstawowej logiki
modalnej prawa ekstensjonalnosci dla funktoréw modalnych. Prawo ekstensjo-
nalnosci, kolejno dla funktora mozliwosci i koniecznosci, ma nastepujacg postac:

(p—q — ©Op— 909, (15)
(p—q) - (Op—0Og). (16)

Dla uzyskania systemu L-modalnego wystarczy do podstawowej logiki modalne;
doda¢ jedno z wymienionych praw, w zaleznosci od tego, ktory funktor jest termi-
nem pierwotnym. Drugie prawo ekstensjonalnosci jest wowczas wyprowadzalne
na podstawie praw klasycznego rachunku zdan i odpowiednio definicji funktora
koniecznosci lub mozliwosci’. Przyjecie praw ekstensjonalnosci dla funktorow
modalnych stanowi wyraz przekonania Lukasiewicza, ze funktory mozliwosci
i koniecznosci sg ekstensjonalne.

7 Por. idem, Uwagi filozoficzne o wielowartosciowych systemach rachunku zda...
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4. Matryca logiki L-modalnej

Matryca, jaka Lukasiewicz tworzy na potrzeby swojego nowego systemu logiki
modalnej, powstaje poprzez pomnozenie przez siebie dwdch matryc klasycznego
rachunku zdan®. Sg to matryce o tej samej zawartosci jak te, ktdre charakteryzujg
klasyczny rachunek zdan’. Wygladaja one nastepujaco:

M.Cl = <{1’ 0}) afma tlg’ ) A) V) _)) E’ {1}*)! (17)
M, = ({1, 0}, tlg, afm, =, A, V, =, =, {1}), (18)

gdzie symbole ,,tlg”, ,afm” oraz ,alg” oznaczaja kolejno jednoargumentowe funktory
klasycznego rachunku zdan, tj. funktor tautologii (verum), funktor afirmacji (asercje)
oraz funktor antylogii (falsum). Wraz z negacja funktory te stanowia wszystkie
cztery jednoargumentowe funktory definiowalne w klasycznym rachunku zdan.
Dziatania odpowiadajace tym funktorom obrazuje tab. 1.

Tabela 1. Jednoargumentowe operacje klasycznego rachunku zdan

tlg afm - alg
1 1 1 1 1 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0

Po pomnozeniu przez siebie dwdch matryc dwuwartosciowych klasycznego
rachunku zdan otrzymujemy w rezultacie matryce M, ktérej wartoéciami sg upo-
rzadkowane pary wartosci matrycy klasycznej: (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 0). Wartoscia
wyrozniong jest tutaj wartos¢ (1, 1). Wartos¢ (1, 1) pojmowana jest jako prawda,
warto$c¢ (0, 0) jako falsz, a wartosci (1, 0) oraz (0, 1) jako mozliwos$¢. W dalszej czesci
artykulu, dla skrétu, wartosci te beda zapisywane odpowiednio jako: 11, 10, 01, 00.

Matryce M",oraz M, r6znia si¢ miedzy sobg jedynie kolejnoscig operacji
afm i tlg. W konsekwencji ich pomnozenie po kartezjansku, ktdre nie jest opera-
cja przemienng, daje matryce, ktéra zachowuje klasyczno$¢ funktoréw negacji,
koniunkgji, alternatywy, implikacji i rOwnowaznosci, a ponadto zawiera operacje
charakteryzujgce funktory, tj. ,0*” oraz ,,0*”. Operacje te r6znig sie tylko kolejnoscia
wspolrzednych: operacja charakteryzujaca ,,0*” stanowi produkt afirmacji przez
tautologie, a operacja charakteryzujgca ,,0°” stanowi produkt tautologii przez afir-
magcje. Przypomnijmy, ze produkt kartezjanski nie jest dzialaniem przemiennym.
Operacje matrycy M, , przedstawia tab. 2.

8  Por. idem, O zmiennych funktorach od argumentow zdaniowych, w: J. Stupecki (red.), Z zagad-
nieti logiki i filozofii...
9 Por. M. Tkaczyk, Futura Contingentia, Lublin 2015.
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Tabela 2. Operacje czterowartosciowej logiki modalnej Lukasiewicza

<>t <>a D- De -
11 11 11 11 11 10 11 01 11 00
10 11 10 10 10 10 10 00 10 01
01 01 01 11 01 00 01 01 01 10
00 01 00 10 00 00 00 00 00 11

- 1 1 0 0 \Y 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 1 0 0 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 0 1 0 1 0

0 1 1 1 1 0 1 1 0 0

1 1 0 1 0 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 0 1 1 0 0

0 1 0 1 1 0 1 0 1 0

A 1 1 0 0 = 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 1 0 0 1 1 1 0 0

1 1 0 1 0 1 1 0 1 0

1 1 1 0 0 1 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 1 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

Osobliwoscig matrycy M, jest istnienie dwoch wartosci interpretowanych jako
mozliwos¢. Dzieki temu Lukasiewicz moze uzywa¢ dwdch funktoréw mozliwosci:
»07 oraz .07, zwanych mozliwo$ciami blizniaczymi. Jezeli dwa wyrazenia zawierajg
tylko jeden funktor mozliwosci, a ponadto réznia si¢ tylko tym, ze w miejscu wysta-
pienia jednego funktora mozliwosci w pierwszym wyrazeniu, w drugim wyrazeniu
wystepuje drugi funktor mozliwosci, to badz obydwa wyrazenia sg tautologiami,
badz zadne. Taka wymienialno$¢ funktoréw mozliwosci nie zachodzi dla wyrazen,
w ktorych wystepuja oba te funktory. Podobnie o bliznietach méwi sie, ze mozna je
rozroznié, gdy stoja obok siebie, ale sg nierozrdéznialne, kiedy wystepuja oddzielnie.

Wprowadzenie dwdch funktoréw mozliwosci stuzy rozwiazaniu problemu
Gonsetha przy zachowaniu prawa ekstensjonalnosci'.

10 Por. ibidem.
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5. Interpretacja logiki E-modalnej w klasycznym rachunku zdan

Josep Maria Font i Petr Hajek" wskazali na $cisla zalezno$¢ miedzy tautologiami
logiki modalnej a tautologiami klasycznego rachunku zdan: Wyrazenie, ktore
nie zawiera funktorow modalnych, jest tautologig logiki L-modalnej wtedy i tylko
wtedy, gdy jest ono tautologiq klasycznego rachunku zdan.

Nalezy teraz zauwazy¢, ze operacje charakteryzujace funktory modalne mat-
rycy M, moga by¢ dane jako superpozycje operacji charakteryzujacych w tej
matrycy funktory klasycznego rachunku zdan. Niech u, v €{1, 0}. Operacje cha-
rakteryzujace funktory modalne dane s3 wowczas nastepujacymi wzorami:

O(uv) = 10 A uv = u0, (19)
Ouv) =01 Vuv =10 - uv = ul. (20)

Font i Hajek okreslaja translacje ¢* dowolnego wyrazenia ¢ jezyka L-modalnego.
Niech L bedzie ustalong zmienng zdaniowg, ktdra nie wystepuje w zadnym wyra-
zeniu systemu L-modalnego. Wéwczas

P =p (21)

dla dowolnej zmiennej zdaniowej p z jezyka systemu £-modalnego. W odniesieniu
do spojnikéw klasycznego rachunku zdan obowiazuja zaleznosci:

(@)=, (22)
@AY= AV, (23)
pvy)y=9"Vy, 24)
(p-v) =9 >y, (25)
p=y)=9"=v, (26)

dla dowolnych wyrazen ¢, v jezyka systemu L-modalnego. W odniesieniu do
spojnikéw modalnych obowiazuja nastepujace zaleznosci:

@g)" =LA, (27)
Q@) =L - (28)
dla dowolnego wyrazenia ¢ jezyka systemu £-modalnego oraz - jak pamietamy - dla L

bedacego jedng wybrang i ustalong zmienng zdaniowa, niewystepujaca w zadnym
wyrazeniu jezyka systemu L-modalnego.

11 Por. ].M. Font, P. Héjek, On Lukasiewicz’s Four-Valued Modal Logic, ,Studia Logica: An Inter-
national Journal for Symbolic Logic” 70 (2002) 2, s. 157-182.
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Zauwazmy, ze dla dowolnego wyrazenia ¢ jezyka systemu L-modalnego ¢* jest
wyrazeniem klasycznego rachunku zdan. Font i Hajek udowodnili nastepujace
twierdzenie: wyrazenie ¢ jest tautologig matrycy M, wtedy i tylko wtedy, gdy
wyrazenie ¢* jest wyrazeniem klasycznego rachunku zdan (matrycy klasycznej).
Jest oczywiste, ze powyzsze twierdzenie daje zarazem metode rozstrzygania dla
wyrazen system £-modalnego.

6. Semantyka relacyjna logiki £-modalnej

Semantyke relacyjng logiki L.-modalnej opracowal Edward John Lemmon. Jest to
semantyka dla logiki regularnej. Struktura modelowa F jest to uklad:

F=(W,QR) (29)

w ktérym W jest to dowolny zbidr, a ponadto W/=0, QEW, REW x W.

Zbior W rozumiemy jako zbiér swiatéw mozliwych. Zbior Q jest to zbior dziw-
nych §wiatéw mozliwych (queer), w ktérych kazde zdanie jest mozliwe, ale Zadne
nie jest konieczne. Z kolei R jest to relacja dostepnosci miedzy swiatami mozliwymi,
przy czym zamiast xRy mozna pisac y € R(x).

Model M nad struktura F jest to uktad

M=(W,QR, V) (30)

w ktorym W, Q, R skladaja si¢ na strukture modelowg F, a V jest funkcjg prze-
ksztalcajacg zbior wyrazen systemu L-modalnego w zbiér go(W). Dla dowolnego
x € W stwierdzenie x € V(¢) znaczy, ze wyrazenie ¢ jest prawdziwe w $wiecie
mozliwym x. Dla funktoréw klasycznego rachunku zdan funkcja V spetnia stan-
dardowe warunki:

X €V (np) wtwx €V (), (31)
XxEV(pAy)wtwx € V (p) orazx € V (y), (32)
XxEV(pVy)wtwx € V(p) lubx €V (y), (33)
XEV(p-y)wtwx & V(p) lubx € V(y), (34)

xXEV=y)wtwx € V(@ NV lubxe& V(p) U V(y. (35
Dla funktoréw modalnych obowiazujg warunki typowe dla logik regularnych:

x € V(Op) wtw jezelix € QiVy € R(x), y € V (¢), (36)
x €V (Op) wtw jezelix € Qlub Iy € R(x), y € V (). 37)
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Oczywiscie o specyfice semantyki decyduja warunki nakladane na relacje dostep-
nosci R:

xRy > x =y, (38)
x & Q - xRx. 39)

Przytoczone warunki Lemmona znacza, ze Zaden $wiat nie widzi $wiatow réznych
od siebie, a kazdy $wiat, ktory nie jest dziwny, widzi siebie.

Wyrazenie jest prawdziwe w modelu wtedy i tylko wtedy, gdy jest mozliwe
w kazdym $wiecie mozliwym tego modelu. Wyrazenie jest prawdziwe w struk-
turze modelowej wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwe w kazdym modelu nad
ta struktura. Wyrazenie jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwe
w kazdej strukturze modelowej. Udowodniono, zZe wyrazenie jezyka systemu
L-modalnego jest prawdziwe w powyzszym sensie wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ono tautologia matrycy M,,.

7. Aksjomatyzacje logiki £-modalnej

Aksjomatyka Lukasiewicza. Aksjomatyka przyjeta przez Lukasiewicza w pracy
System logiki modalnej sklada si¢ z dwdch nastepujacych aksjomatéw wraz z regula
modus ponens oraz regula podstawiania:

Fop — (6-p — 89, (40)
- p - Op. @1

Jednoczesnie w skiad tej aksjomatyki wchodzg kolejne dwa wyrazenia odrzucone
wraz z regula odwroconego podstawiania oraz odwrocong regula modus ponens.

4 0p = p), (42)
—0p. 43)

Uzywamy symbolu mozliwo$¢, poniewaz te same aksjomaty dotycza funktoréow ,,07,
jaki 0.

Na szczegdlng uwage zastuguje tutaj aksjomat (40). Wyrazenie to, zaczerp-
niete z protetyki Le$niewskiego, zostalo uzyte przez Lukasiewicza juz w tekscie
z 1930 roku do wykazania, iz formalizacja trzeciego twierdzenia o zdaniach
modalnych, w rozszerzonym rachunku zdan, prowadzi do paradoksalnych, zdaniem
Lukasiewicza, wnioskéw. Carew Arthur Meredith udowodnil mozliwo$¢ zaksjo-
matyzowania klasycznego rachunku zdan ze zmiennymi funktorami za pomoca
jedynie wyrazenia (40). Kluczowe jest jednak zalozenie Lukasiewicza, ze zmienna
funktorowa & odnosi si¢ rowniez do funktoréw modalnych. W praktyce oznacza to,
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ze Lukasiewicz przy tworzeniu systemu L-modalnego uznal funktory modalne
za funktory prawdziwosciowe. Jest to sprzeczne z wynikami jego wczesniejszej
pracy Uwagi filozoficzne o wielowartosciowych systemach rachunku zdan, w ktorej
argumentowal, iz funktory modalne nie s3 funktorami prawdziwosciowymi.

Wida¢ tutaj, ze Lukasiewicz w praktyce postuguje si¢ wymiennie dwoma
pojeciami ekstensjonalnosci (prawdziwosciowosci). Przy jednym rozumieniu
ekstensjonalno$¢ sprowadza sie do mozliwosci scharakteryzowania za pomoca
matrycy logicznej. Przy takim rozumieniu ekstensjonalnosci Lukasiewicz przyjal
wspomniane wyzej prawa ekstensjonalnosci dla funktoréw modalnych. Drugie
rozumienie ekstensjonalnosci réwna sie¢ posiadaniu charakterystyki w matrycy
dwuwartosciowej. Przy takim rozumieniu zasadne jest przyjecie aksjomatu Meredi-
tha. Wydaje sig, ze ten blad jest odpowiedzialny za wszystkie nietypowe wlasnosci
systemu L-modalnego.

Aksjomatyka Lemmona. Aksjomatyka, ktéra uznawana jest za standardowa
dla logiki czterowarto$ciowej, to ta opublikowana w 1966 r. przez Edwarda Johna
Lemmona. Jest ona oparta, wbrew temu, co oryginalnie robit Lukasiewicz, jedynie
na zdaniach, ktore sg uznawane za prawdziwe, i nie zawiera aksjomatéw wyraza-
jacych twierdzenia odrzucone. Lemmon przyjmuje trzy aksjomaty specyficzne:

o(p -» 9)—~(@p - Og), (44)
ap — g, (45)
0op = (g~ 09). (46)

Za reguly inferencyjnie przyjmuje si¢ regule podstawiania oraz modus ponens,
natomiast spojnik mozliwosci definiuje si¢ w nastepujacy sposob:

r<>(P-| =defl‘_|D_|(P'll (47)

W 2011 r. Marcin Tkaczyk zauwazyt ponadto, ze aksjomat pierwszy, ktéry w niniej-
szym tekicie jest oznaczony numerem (44), mozna wyprowadzi¢ z pozostatych
dwdch aksjomatow specyficznych znajdujacych si¢ pod numerami (45) i (46).

Aksjomatyka Kripkego. Kolejng aksjomatyka jest przedstawiona 1963 r. przez
Saula Kripkego, ktora sklada si¢ z dwdch ponizszych aksjomatéw specyficznych
oraz reguly modus ponens:

op = p, (48)
(p—q) - ([@p~—og). (49)

Funktor mozliwosci definiuje sie jak w definicji (47).
Aksjomatyka Tkaczyka. Mozliwe jest tez opisanie alternatywnej aksjomatyki,
ktdra bedzie zawierata tylko jeden aksjomat specyficzny, takg propozycje wysunat
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Marcin Tkaczyk. Aksjomat, jaki zaproponowal, nazywany jest aksjomatem ska-
czacej koniecznosci:

OpAg—pAOq. (50)

Jak zwykle funktor mozliwosci definiowany jest za pomoca definicji (47).

Aksjomatyka Dywana. Podobng propozycje ujecia systemu logiki czterowar-
tosciowej przy uzyciu tylko jednego aksjomatu specyficznego wysunal Zdzistaw
Dywan. Zaproponowatl on nastepujacy aksjomat:

op = (g =0gq). (51)

Roéwniez tutaj (47) definiuje funktor mozliwosci.

Aksjomatyka z uzyciem funktora tréjargumentowego. Istnieje mozliwo$cé
utworzenia aksjomatyki logiki L.-modalnej za pomoca funktora tréjargumentowego.
Wspomniany funktor tréjargumentowy bedziemy oznaczaé za pomoca © i scha-
rakteryzujemy go za pomoca tab. 3. Zbiér poprawnie zbudowanych wyrazen rozsze-
rzymy o wyrazenie powstale przy uzyciu tego funktora tak, ze jesli ¢, w i y naleza
do tego zbioru, to wyrazenie o postaci (O(¢, w, ) réwniez do niego nalezy. Funktor
ten jest definiowalny na gruncie klasycznego rachunku zdan za pomocg formuly:

O 0, W) =¢ > (w=p. (52)

Zapomocy funktora © i funktora negacji mozna zdefiniowa¢ wszystkie funktory
klasycznego rachunku zdan. W szczegélnosci:

tig(p) =" O(p, p, p), (53)
p—q=""O{. 9 p) (54)
P=q=""O(p: g, tig(p)), (55)
pPAq=*"=p=p—q, (56)
pVq =*"-p = q. (57)

Przyjmujemy wigc, ze terminami pierwotnymi sa: 0, -,©. Przyjmujemy tylko
jeden aksjomat specyficzny:

O(p, Op, Og). (58)
Zamiast reguly modus ponens przyjmujemy nastepujaca regule:

O v» 9)

4 (59)

v,

a takze regule podstawiania i regule (47) definiujaca funktor mozliwosci.
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Tabela 3. Charakterystyka funktora tréjwartosciowego ©

O] Iz

S
€

O =

o

—_ o = = O e (O e O e O e O e e e e (OO e OO e e e [

—_ o e e e O = O OO O e b [ OO O e OO

O = = e (O e O b e e e e O O[O e OO O (=0
—H = O HF HHEHH OFHFFH OHFH(HF RO HO(HMH OO OO | 0O

OO H OO HME OO HOOM HMHE OO OO M OO = O O - -

Zaproponowana tutaj aksjomatyka jest adekwatna. Aby to udowodni¢, wystarczy
zauwazyc, ze z aksjomatu (58) jest w oczywisty sposob wyprowadzalny aksjomat
Dywana (51), a z naszej reguly (59) wyprowadzalna jest w oczywisty sposob regula
modus ponens.
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8. Poréwnanie aksjomatyk

Biorac pod uwage sposdb budowy, trzeba zauwazy¢, ze aksjomatyka Lukasiewicza
jako jedyna skonstruowana jest przy uzyciu zaréwno wyrazen uznanych, jak
i wyrazen odrzuconych. Jak udowodnit Tkaczyk, aksjomatyka Lemmona nie ma
cechy niezaleznosci'?. Pozostale aksjomatyki, ktore omowilismy, te ceche posiadaja.

Ostatnig cechg aksjomatyk, na ktdrg chce zwréci¢ uwage przy ich analizie, jest
kwestia ich dtugosci. Dtugo$¢ aksjomatu moze by¢ rozumiana na dwa sposoby.
Pierwszy z nich zaklada, ze kazdy funktor uzyty przy konstrukeji aksjomatu
liczony jest bezposrednio jako pojedynczy znak. Drugi sposéb wprowadza przy
analizie dlugosci aksjomatéw podzial na funktory pierwotne oraz wtdrne. Funktory
pierwotne liczone s3 jako pojedynczy znak. W przypadku uzycia funktoréw wtoér-
nych traktowane sg one jako skréty wyrazen zlozonych z funktoréw pierwotnych.
Oznacza to, Ze ocena liczby znakéw odbywa si¢ dopiero po przeformulowaniu
wyrazenia zawierajacego funktory wtérne na wyrazenie skladajace sie jedynie
z funktoréw pierwotnych.

Wiekszo$¢ wspomnianych wyzej aksjomatyk nie uzywata jedynie funkto-
réw pierwotnych dla implikacyjno-negacyjnego systemu rachunku zdan, jakim
postugiwal sie Lukasiewicz, ale réwniez funktoréw wtornych. Poniewaz twoércy
wspomnianych aksjomatyk nie wskazuja wyraznie, ktére funktory klasycznego
rachunku zdan sa pierwotne, przyjmiemy za Lukasiewiczem, ze sg to funktory:
negacji, implikacji i konieczno$ci. Po zapisaniu za pomocg tych funktoréw aksjo-
matu Tkaczyka (50), aksjomatu Dywana (51) i naszego aksjomatu (58), przyjmuja
one kolejno nastepujacy ksztatt:

_'(_'O_'P - —|q) - —|(—|<>—|q - —|p), (60)
=0=p =2((20g = @) (g 2 ~09g)), (61)
(207g = ((p = 207g) = ~(=p = Op)). (62)

Jak wida¢, przy takiej formie zapisu aksjomat Tkaczyka skiada si¢ z 17 znakow,
aksjomat Dywana z 20 znakow i nasz aksjomat rowniez z 20 znakow. Aksjomat
Tkaczyka okazuje si¢ w tym ukladzie najkrotszy. Jesli jednak funktory wtérne wolno
liczy¢ za jeden, tak jak funktory pierwotne, to aksjomat (50) skfada sie z 9 znakow,
aksjomat (51) z 7 znakow, a nasz aksjomat (58) z 6 znakéw. Najkrotszy w takim
ukladzie okazuje si¢ nasz aksjomat (58).

12 Por. M. Tkaczyk, On Axiomatization of Lukasiewicz’s Four-Valued Modal Logic..., s. 215-232.
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AKSJOMATYZACJA CZTEROWARTOSCIOWE] LOGIKI MODALNE]
LUKASIEWICZA

Streszczenie

Przedmiotem artykutu jest aksjomatyzacja logiki L-modalnej Jana Lukasiewicza. Logika ta
jest §ciéle regularng, czterowartosciowa logika modalng, ktdrej matryca jest produktem dwoch
réznych matryc klasycznego rachunku zdan. Logika L.-modalna wyrasta wprost z dyskus;ji filo-
zoficznych i badan logicznych prowadzonych w szkole Iwowsko-warszawskiej, ktore to dotyczyly
zmiennosci wartosci logicznych w czasie, warto$ci logicznych zdan opisujacych przyszte zdarze-
nia przygodne oraz modalnosci temporalnych. Artykul ten ma dostarczy¢ przegladu aksjomatyk
tejze logiki, a nastepnie wskaza¢ na zachodzace pomiedzy nimi podobienstwa i réznice. W tym
celu skupie sie najpierw na omowieniu cech takich, jak niezaleznos¢, prostota i liczba uzytych
symboli, a nastepnie dokonam za ich pomoca analizy oraz poréwnania wybranych aksjomatyk.
Analiza sama w sobie bedzie dotyczy¢ nastepujacych aksjomatyk: (a) oryginalnej aksjo-
matyki Lukasiewicza, zawierajacej zmienng funktorowa &; (b) aksjomatyki Lemmona;
(c) aksjomatyki Kripkego; (d) aksjomatyki Dywana; (e) aksjomatyki Tkaczyka z tzw. aksjomatem
skaczgcej koniecznosci; oraz (f) aksjomatyki zawierajacej funktor tréjwartosciowy.

Stowa kluczowe: logika modalna, Lukasiewicz, aksjomatyzacje
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