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Atraktory cykliczne i quasi-okresowe w modelu Kaldora
z oczekiwaniami

Wprowadzenie

odel Kaldora jest jednym z pierwszych, obok modelu Michata Kalec-

kiego, nieliniowym modelem opisujacym wahania produktu krajowego.
Analizowane sg wersje z czasem cigglym i dyskretnym. W opracowaniu bedzie
skonstruowana wersja modelu Kaldora z czasem dyskretnym uwzglgdniajaca
oczekiwania co do wielkosci produktu krajowego, ktore beda wykorzystane do
konstrukeji funkcji opisujacej zagregowany strumien konsumpcji. W literatu-
rze dotyczacej modelu Kaldora funkcja konsumpcji przybiera ksztatt litery S
(sigmoid curve) i jest modelowana przy pomocy funkcji arcus tangens. Modele
z tak sformalizowanym opisem strumienia konsumpcji byly badane m.in. przez
Hermana', Lorenza? i Dohtaniego®. Wspomniani autorzy glownie skupiali sie
na zjawisku chaosu deterministycznego wystepujacego w tych wersjach modelu
Kaldora.

' R. Herrmann, Stability and chaos in a Kaldor-type mode, ,,DP 22”, Department of Economics
University of Gottingen, 1985.

2 HW. Lorenz, Multiple attractors, Complex Basin Boundaries, and Transient Motion in De-
terministic Economic Systems, w: Dynamic economic models and optimal control, ed. G. Feich-
tinger, North-Holland, Amsterdam 1992; HW. Lorenz, Nonlinear dynamical economics and cha-
otic motion, Second Edition, Springer-Verlag, New York 1993.

3 A. Dohtani, T. Misawa, T. Inaba, M. Yokoo, T. Owase, Chaos, complex transients and noise:
Illustration with a Kaldor model, ,,Chaos Solitons & Fractals” 1996, nr 7, s. 2157-2174.
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Prostota deskryptywnego modelu Kaldora czyni go idealnym punktem wyj-
sciowym do zbadania wptywu oczekiwan na dynamike produktu krajowego bez
ingerencji w formalne zatozenia poczynione przez Kaldora. Oczekiwania formo-
wane przez podmioty gospodarcze nie sg czgscig zadnego procesu optymaliza-
cyjnego, co powoduje, ze skonstruowany model bedzie takze modelem deskryp-
tywnym. Drugim celem jest uwzglgdnienie elementéw mikroekonomicznych,
przy konstrukcji modelu cyklu koniunkturalnego. Oczekiwania formowane sa
na poziomie mikroekonomicznym przez podmioty gospodarcze (przedsigbior-
stwa) 1 uwzgledniaja elementy natury behawioralnej. Wybrany sposéb modelo-
wania oczekiwan pozwala uwzgledni¢ elementy ekonomii behawioralnej i eko-
nomii gléwnego nurtu w jednym modelu. Kazdy z typéw oczekiwan w sposob
liniowy zalezy od wielkos$ci produkcji w okresie poprzednim. Taka konstrukcja
oczekiwan dobrze odzwierciedla zatozenia cze$ciowej racjonalno$ci podmiotow
gospodarczych, ktore ze wzglgdu na niewystarczajacg informacje i mozliwosci
analityczne nie s3 w stanie podejmowac optymalnych decyzji. W zastepstwie
stosujg proste heurystyki, ktore sprawdzity si¢ w przesztosci.

Do zbudowania i analizy nieliniowego modelu Kaldora z oczekiwaniami
beda uzyte narzedzia ekonomii matematycznej, w tym teoria nieliniowych ukta-
déw dynamicznych z czasem dyskretnym i teoria bifurkacji. Realizacji posta-
wionych celow podporzadkowana jest struktura artykulu. Cze$¢ pierwsza za-
wiera opis dyskretnej wersji modelu Kaldora. Czes$¢ druga opisuje mechanizm
powstawania oczekiwan na poziomie mikroekonomicznym i sposob ich agrega-
cji. Model Kaldora z oczekiwaniami przedstawiony jest w czgsci trzeciej. Czes¢
czwarta poswigcona jest analizie numerycznej zaproponowanego modelu, ze
szczeg6lnym uwzglednieniem atraktorow cyklicznych i quasi-okresowych. Kon-
kluzje zawarte sa w czesci piate;j.

1. Model Kaldora

Rozwazana bedzie Y dyskretna wersja nieliniowego modelu Kaldora:

Y, Yt+0{(1t—(Yt—Ct)),0(>0

t+1 =

1
{K,+1=1,+(1—5)1<,,0<5<1 ’ @

w ktorym zmienne Y, oraz K, oznaczaja odpowiednio poziom produktu krajo-
wego i catkowity zasob kapitatu w chwili 7. Dodatkowo zatozono, ze inwestycje
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I, 1 konsumpcja C, sa funkcjami zaleznymi zarowno od produktu krajowego
1 catkowitego zasobu kapitatu. Pierwsze rdwnanie uktadu (1)

AY, =Y, Y, =a(l,-(Y,-C,))

opisujace dynamike produktu krajowego odzwierciedla zalozenie, ze zmiana
poziomu produkcji krajowej jest wprost proporcjonalna do réznicy migdzy inwe-
stycjami ex ante a oszczgdno$ciami S, =Y, — C, . Wspodfczynnik proporcjonalno-
sci a mierzy szybko$¢ reakcji przedsigbiorstw na nieréwnowage miedzy inwe-
stycjami i oszczedno$ciami. Warto$ci wspolczynnika o nalezace do przedziatu
(0,1) odzwierciedlajg ostrozng (zachowawcza) reakcje przedsiebiorcoéw, podczas
gdy wartos$ci parametru o wigksze od jednosci oznaczajg gwattowne reakcje.

Drugie réwnanie uktadu (1) opisuje dynamike catkowitego zasobu kapitatu
w modelowanej gospodarce

AK, =K, —-K, =1, _5Kt_

Zmiana poziomu catkowitego zasobu kapitalu zwigkszana jest dzigki in-
westycjom ex ante I, 1 pomniejszana przez deprecjacje oK, , gdzie o jest stalg
stopa deprecjacji kapitatu.

Uktad dynamiczny (1) jest podstawa do tworzenia nowych wersji modelu
Kaldora. By je uzyskaé, niezbedne jest zdefiniowanie (podanie postaci funk-
cyjnej) funkcji inwestycji /, oraz funkcji oszczednosci S, (a doktadniej funkcji
konsumpcji) zgodnie z oryginalnymi zatozeniami Kaldora:

— relacji pomigdzy krancowa sktonnoscig do inwestycji i krancowg sklonnoscia
do oszczedzania

ol, S oS, @
oY, 0Y,

dla tzw. normalnego poziomu produktu krajowego oraz
ol, < oS, @)
oY, oY,

dla bardzo niskiego i wysokiego poziomu produktu krajowego;
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— negatywnej relacji miedzy inwestycjami a catkowitym zasobem kapitatu lub
rownowaznie pozytywnej relacji migdzy oszczednosciami a catkowitym za-
sobem kapitatu

o,

%, >0. (b)
oK,

b K

Spetnienie zalozenia (a) prowadzi do zastosowania funkcji inwestycji 7,
w postaci funkcji, ktorej wykres przypomina literg S, lub rownowaznie funkcji
oszczgdnos$ci o wykresie, ktory ma ksztatt odwroconej litery S.

W literaturze przedmiotu najcze¢sciej strumien konsumpcji jest modelowa-
ny przy pomocy funkcji arcus tangens:

C, =c +£clarctg(& (Y, -y )j , 2
/4 2¢,
gdzie Y" oznacza okreslony egzogenicznie poziom produktu krajowego w row-
nowadze (tzw. normalny poziom produktu krajowego), parametry c,,c;,c, sa
dodatnie.
Inwestycje [, sa liniowa funkcja produktu krajowego oraz calkowitego
zasobu kapitalu i opisane sg formula:

L =bK~K, )+ oK, 0<b<lI, 3)

gdzie K,d oznacza pozadany poziom catkowitego zasobu kapitatu w chwili

t, ktory jest liniowa funkcja biezacego poziomu produktu krajowego, czyli
d . . . .o . r :

K,” = kYt (k>0). Ostatecznie funkcja inwestycji moze by¢ zapisana wprost

jako liniowa funkcja produktu krajowego i catkowitego zasobu kapitatu:

I, =bkY, —(b-35)K,. ]

gdzie k>0 oraz 0 <06 <b< 1. Zalozenie, ze stopa deprecjacji J jest mniejsza
od parametru b, czyni zado$¢ zatozeniu Kaldora o negatywnej relacji inwestycji
i catkowitego zasobu kapitatu.

W dalszej czgSci pracy bedzie zaproponowany odmienny sposéb modelo-
wania strumienia konsumpcji. Zamiast przyjetej funkcji arcus tangens bedzie
zastosowane zupelnie inne podejscie. Uwzgledni ono podstawy mikroekono-
miczne zwigzane ze sposobem modelowania strumienia konsumpcji oraz ele-
menty behawioralne. W modelowaniu strumienia konsumpcji beda uwzgled-
nione oczekiwania co do wielkosci produktu krajowego, ktorych konstrukcja
zostanie przedstawiona w nast¢pnej czesci.
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2. Oczekiwania

Podobnie jak Simon* zalozono, ze uczestnicy rynku sa czg¢sciowo racjo-
nalni, tzn. ze wzgledu na niewystarczajaca informacj¢ i mozliwos$ci analityczne
nie s3 w stanie podejmowac optymalnych decyzji. W zastepstwie stosuja pro-
ste heurystyki, ktore sprawdzily si¢ w przesztosci. Zatozono, ze oczekiwania
podmiotéw rynkowych sa §rednig wazong dwodch typoéw oczekiwan. Pierwszy
typ to oczekiwanie ekstrapolacyjne, a drugi to odwrotne oczekiwania ekstrapo-
lacyjne. Badania ankietowe dotyczace zachowania podmiotow ekonomicznych
pokazuja, ze gracze rynkowi na ogot stosujg mieszanki tych dwoch typow ocze-
kiwan do przewidywania wartosci zmiennych ekonomicznych (Ito®). Podobne
schematy postgpowan byly obserwowane w eksperymentach dotyczacych wy-
ceny instrumentéw finansowych (Smith®, Sonnemans’). Zagregowane ocze-
kiwania poziomu produktu krajowego w okresie t powstajg na koniec okresu
poprzedniego, tj. okresu t-1 i sg §rednig wazong oczekiwan ekstrapolacyjnych
(E, [Y,]) i odwrotnych oczekiwan ekstrapolacyjnych( E; , [Yt]). Oczekiwania
powstaja w odniesieniu do okreslone egzogenicznie poziomu produktu krajowe-
go w rownowadze Y (tzw. normalnego poziomu produktu krajowego). Oczeki-
wania pierwszego typu wyrazaja si¢ rownoscia:

E'l)=Y, + (v, 1) 1> 0. )

Oczekiwania drugiego typu opisane s nastepujaca regula:

E]=Y, 4wy =Y, 0<p, <1 ©)

Zalozono, ze wicksze odchylenia produktu krajowego od poziomu Y po-
woduja zmniejszenie wagi zwigzanej z oczekiwaniami ekstrapolacyjnymi. Pod-
mioty rynkowe, sytuacje skrajne (duze odchylenia od réwnowagi ¥" ) odbieraja

jako niestabilne. Formalnie reguta opisujagca zmienno$¢ wagi dla oczekiwan eks-
trapolacyjnych przyjmuje postaé:

* H. Simon, A4 behavioral model of rational choice, ,Quarterly Journal of Economics” 1955,
nr9,s. 99-118.

5 T. Tto, Foreign exchange rate expectations: Micro survey data, ,,American Economic Re-
view” 1990, nr 80, s. 434—449.

¢ V. Smith, Papers in experimental economics, Cambridge University Press, Cambridge 1991.

7 J. Sonnemans, C. Hommes, J. Tuinstra, H. Van de Velden, The instability of heterogeneous

cobweb economy: a strategy experiment on expectation formation, ,,Journal of Economic Be-
haviour and Organization” 2004, nr 54, s. 453—481.
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w1 50, (7)

= - -
1+°(v,-yf
Ostatecznie rownanie opisujace zagregowane oczekiwania co do poziomu
produktu krajowego okresla zaleznosc:

E[Y,)=wE'[v]+(1-w )E’[Y,] 0<w,<1. ®)

3. Model Kaldora z oczekiwaniami

W konstruowanym modelu Kaldora z oczekiwaniami funkcja konsumpcji
przyjmuje postac:

C,=C,+cE[Y], 0<c<]1, C,>0, )

gdzie C, >0 oznacza konsumpcje autonomiczng, a 0 < ¢ </ oznacza krancowg
sktonno$¢ do konsumpcji.

Podstawiajac zalezno$¢ (4) 1 (9) do uktadu (1), otrzymano uktad rownan roz-
nicowych bedacy matematyczna reprezentacja modelu Kaldora z oczekiwaniami:

{Y,H = (1—a+abk)Y, + aC, +acE[Y,]— a(b— 6K, (10)

Kz+1 :b(kYz _Kt)+Kt

W kolejnym kroku egzogeniczny poziom produktu krajowego Y* oraz
odpowiadajgcy mu poziom catkowitego zasobu kapitatu K~ zostang wyrazone
przy pomocy parametréw modelu. Punkt staty (Y K ) uktadu dynamicznego
(10) spetnia warunki:

Rozwigzanie powyzszego uktadu réwnan pozwala uzalezni¢ egzogeniczng row-
nowage przy pomocy parametréw skonstruowanego modelu:

* Cy
Y= 1—c—ok
K = kY = KC, . (11)

l—c—0k
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W celu uproszczenia strony technicznej analizy badanego modelu wprowa-
dzano nowe zmienne:

=K —kY”*
[xf T (12)

y=Y-r
ktore opisujg odchylenia Sciezek czasowych produktu krajowego i catkowitego

zasobu kapitatu w stosunku do egzogenicznej rownowagi (Y K ) . Po wprowa-
dzeniu nowych zmiennych (12) model (10) przyjmuje postaé:

X1 = (l_b)xl +bhky,
acC, N (13)
yt+1 = (I—O(—l—Oébk)yt +O[((S—b)x[ +QCE[yt]_ l—cfgk

Powyzszy uklad rownan rézniczkowych jest nieliniowy 1 dodatkowo nie
istnieje jego analityczne rozwigzanie opisujace zachowanie si¢ zmiennych
(x,.y,) w kazdej chwili czasu t. Do analizy uktadu (13) zostang uzyte narzedzia
jakosciowej teorii nieliniowych rownan réznicowych. Niech H : R* — R* bedzie
odwzorowaniem oznaczajgcym prawa stron¢ uktadu (13):

<H@JO_[@—@x+b@

14
(1—OZ+O[bk)yr—I—Oé((s_b)xf_'_acE[yf] acC, ( )
Pierwszym elementem jako$ciowej analizy uktadu (13) jest wyznaczenie

T Tec—ok

potozenia rownowagi (rozwiazania stacjonarnego). Rownowaga modelu (13) jest
punktem stalym odwzorowania H. Punkty state (x* ) y*) odwzorowania H spet-
niaja warunek:

H(xy")=(x".y"),
ktory jest rtOwnowazny nastepujacemu uktadowi réwnan:

X' =(1-b)x" +bky’ (15)
V' =(l—a+abk)y +a(6—b)x"+acE[y']— =% .

Whiosek 1
Uktad dynamiczny (13) ma
a) jeden punkt staty (rownowage) F* = (0,0), jesli 0 <c <{7% lub 1-0k <0;

b) trzy punkty state: F*=(0,0) i dwa dodatkowe punkty stale F,' oraz F,

symetryczne wzglgdem F, jeSli /—ok >0 1 1755 <c <min{l,{=5} .
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Kolejnym etapem analizy jako$ciowej badanego modelu jest ustalenie wa-
runkow, jakie musza spetnia¢ zmienne egzogeniczne, by stany stacjonarne byty
lokalnie asymptotycznie stabilne. Stabilno$¢ stanu stacjonarnego uktadu (13)
zalezy od warto$ci wlasnych macierzy Jacobiego odwzorowania H, ktora przyj-
muje postac:

1-b bk

J(x,y)= |-
a(6—b) 1—a+bbk+ac=H

(16)

Analize lokalnej asymptotycznej stabilnosci punktéw statych (rozwigzan
stacjonarnych) uktadu (13) rozpoczeto od rownowagi trywialnej 7* =(0,0). Ma-
cierz Jacobiego odwzorowania H w punkcie F*:

1-b bk

7(0.0)= a(§—b) 1—a+8bk+ac(l+py)

Wartosci wiasne macierzy J(0,0) sa co do modutu mniejsze od jednosci
(wowczas punkt staly F* jest lokalnie asymptotycznie stabilny), jesli spelnione
sg nastepujace warunki®:

1427 (0,0)+det ./ (0,0) >0
1—trJ (0,0)+det J(0,0)> 0. (17)
1—detJ(0,0)> 0

Warunki (17) sg rownowazne nastgpujacym nieréwnosciom:

4-2a-+b(-2+atbkak (-2+b+a))

<) —
°' a(02)(1+ )
at+bka — k(b+a)6
c<f, =
ol (1 + M)
-a+b(-1+a+bka-k(-1+b+a)6)
c<f, =

a(b-1)(1+p,)

8 A. Medio, M. Lines, Economic Dynamics. A Primer, Cambridge University Press, Cam-
bridge 2001, s. 52.
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Wnhniosek 2
Réwnowaga F* =(0,0) uktadu (13) jest lokalnie asymptotycznie stabilna, gdy
krancowa sktonno$¢ do konsumpcji spelnia warunek: 0 <c¢ < min{], 49,,92,93} .

4. Dynamika globalna: bifurkacje i atraktory

Jedna z fundamentalnych cech nieliniowych réownan réznicowych jest
duza réznorodno$¢ mozliwych scenariuszy opisujacych dynamiczne wiasno$ci
rozwigzan. Rozwigzania moga zbiega¢ do rownowagi stacjonarnej, rozwigza-
nia okresowego lub zachowywac¢ sie chaotycznie. Rozwigzania chaotyczne sa
wrazliwe na mate zmiany warunku poczatkowego. Wlasnos$¢ ta istotnie ograni-
cza zakres prognozy badanej zmiennej ekonomicznej i uwypukla istotno$¢ ba-
dania dynamiki nieliniowych modeli ekonomicznych pod katem wystepowania
zjawiska chaosu deterministycznego. W dalszej czesci pracy zostang omowione
wybrane elementy dynamiki globalnej badanego modelu. Symulacje numerycz-
ne dtugookresowego zachowania hipotetycznego rynku beda przedstawione na
odpowiednich diagramach bifurkacyjnych przedstawiajacych istniejace atrak-
tory jako multifunkcje wybranego parametru modelu dla zadanego warunku
poczatkowego.

Zanim beda analizowane scenariusze utraty stabilnosci i lokalnych bi-
furkacji, zostana przytoczone podstawowe pojecia z teorii bifurkacji pomocne
w dalszej analizie. Dla jednoparametrowej rodziny dyskretnych uktadéw dyna-
micznych stabilne polozenie rownowagi traci stabilnos¢ w wyniku bifurkacji
typu pitchfork (bifurkacja widelcowa), gdy jedna z warto$ci wlasnych macierzy
linearyzacji przy zmianie parametru bifurkacyjnego, zmieniajac swojg wartosc,
przekracza 1. Pozostate warto$ci wlasne macierzy linearyzacji sg co do modu-
tu mniejsze od jednosci. W wyniku tej bifurkacji pojawiaja si¢ dwa dodatkowe
potozenia rownowagi. Drugi z mozliwych przebiegow bifurkacji widelcowe;j
polega na redukcji liczby rownowag. W wyniku bifurkacji Neimarka—Sackera
w uktadzie dynamicznym pojawiajg si¢ orbity okresowe lub quasi-okresowe,
wystepuje to, gdy macierz linearyzacji ma par¢ zespolonych sprz¢zonych war-
tosci wlasnych o jednostkowym module. Przekraczanie granicy obszaru wyzna-
czonego przez warunki (17) dla rownowagi F* =(0,0 )prowadzi do utraty sta-
bilnosci i wigze si¢ z wystepowaniem roznych typow bifurkacji.
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Naruszenie drugiej nierdwnosci w warunku (17) jest konieczne do zaistnienia
bifurkacji widelcowej. Wowczas jedna z wartos$ci wlasnych macierzy linearyzacji
jest rowna 1. Opisany scenariusz ma miejsce, gdy /—77J(0,0)+ DetJ(0,0)=0
oraz TrJ(0,0)e(0,2) i DetJ(0,0)e(—1,1) (pozostate warunki sg spelnione).
Naruszenie trzeciej nierownosci w warunku (17) jest konieczne do zaistnienia bi-
furkacji Neimarka—Sackera. Wowczas macierz linearyzacji ma par¢ zespolonych
sprzezonych warto$ci wlasnych, ktérych modut jest réwny jednosci. Opisany
scenariusz ma miejsce, gdy /— DetJ(0,0)=0 oraz pierwsze dwie nierdwnosci
sa spetnione, tj. 7rJ(0,0)e(-2,2)

Analiza zaproponowanego modelu bedzie przeprowadzona z uwzglednie-
niem dwoch kluczowych parametrow: krancowej sktonnosci do konsumpcji ¢
i parametru « okreslajacego szybkos¢ reakcji podmiotéow rynkowych na nie-
rownowage miedzy inwestycjami a oszczedno$ciami.
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Rysunek 1. Diagram bifurkacyjny dla parametru ¢

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Rysunek 2. Diagram bifurkacyjny i wykladnik Lapunowa dla parametru ¢

Zrodlo: obliczenia whasne.
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Rysunek 3. Diagram bifurkacyjny i wyktadnik Lapunowa dla parametru ¢

Zrodto: obliczenia whasne.

Rysunki 1, 2 oraz 3 przedstawiajg diagramy bifurkacyjne analizowanego
modelu ze wzgledu na krancowg sktonno$¢ do konsumpcji. Dla przyjetych pa-
rametréw symulacji numerycznej poczatkowo stabilna jest rtownowaga F (0,0).
Wzrost warto$ci krancowej sktonnosci do konsumpcji w kazdym przypadku pro-
wadzi do utraty stabilnosci przez rownowage trywialng. Mozliwe sa tylko dwa
scenariusze zmian wlasnoséci dynamicznych badanego modelu w wyniku prze-
kraczania przez parametr ¢ wartosci krytycznej (tzw. punktu bifurkacji). Prze-
kraczanie obszaru lokalnej asymptotycznej stabilnosci skutkuje wystgpieniem
bifurkacji widelcowej lub bifurkacji Neimarka—Suckera. Bifurkacja widelco-
wa zachodzi dla warto$ci parametru « mniejszych od jednosci. W jej wyniku
stabilna rbwnowaga trywialna staje si¢ niestabilna i pojawiaja si¢ dwie nowe
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rownowagi stacjonarne, ktoére polozone sa symetrycznie wzgledem rownowa-
gi trywialnej (rysunek 1). Parametr &£ nie ma wptywu na przebieg pierwszego
scenariusza, zarowno wartosci mniejsze od jednosci, jak i wigksze od jednosci
generuja t¢ sama sekwencj¢ zmian wlasnosci dynamicznych badanego modelu.

Drugi scenariusz utraty stabilnosci przez rownowage trywialng jest przed-
stawiony na rysunku 2. W tym scenariuszu w wyniku bifurkacji Neimarka—
Sackera w otoczeniu niestabilnej rownowagi F *(0,0) pojawia si¢ zamknigta
krzywa, ktora jest niezmiennicza ze wzgledu na odwzorowanie H. Wzdtuz tej
krzywej mozna obserwowac ruch okresowy lub quasi-okresowy, tzn. leza na niej
atraktory cykliczne i quasi-okresowe. Bifurkacja Neimarka—Sackera zachodzi
dla wartos$ci parametru & wigkszych od jedno$ci w potaczeniu z warto$ciami
parametru £ mniejszymi od jedno$ci (rysunek 2, a=1.4, k=0.9). Podobny
scenariusz zmian mozna takze zaobserwowac, gdy parametr « jest mniejszy od
jednosci, a parametr £ jest wiekszy od jednosci.

Wpltyw parametru ¢ na dlugookresowa dynamike badanego modelu
(a=1.1, k=1.1) przedstawiono na rysunku 3. Rosngca krancowa sktonnos¢
do konsumpcji destabilizuje rtownowage trywialng, prowadzac do pojawienia si¢
atraktorow quasi-okresowych. Dalszy wzrost parametru ¢ upraszcza dynamike
modelu, pojawiajg si¢ dwie asymptotycznie stabilne rOwnowagi stacjonarne. Ob-
serwujemy zjawisko dwustabilnosci.

Dtugookresowa dynamik¢ badanego modelu ze wzgledu na parametr «
przedstawiono na rysunku 4, warto$¢ parametru k przyjeta do symulacji nume-
rycznych wynosi 0.95. Przechodzimy od wspoétistniejacych réwnowag stacjonar-
nych do atraktorow quasi-okresowych (najwigkszy wyktadnik Lapunowa jest
rowny zero) i okresowych.

Jednowymiarowe diagramy bifurkacyjne badanego modelu wskazuja na
wystepowanie zjawiska wielostabilnosci: od wspotistniejacych, stacjonarnych
rownowag, przez wspolistniejagce rownowagi stacjonarne i atraktor cykliczny, po
wspotistniejace rownowagi stacjonarne wraz atraktorami cyklicznymi o réznym
okresie i amplitudzie.

Basen przyciagania atraktora zawiera wszystkie pozycje wyjsciowe gospo-
darki, ktore w dlugim okresie zbiegaja do danego atraktora. Analiza basenow
przyciagania pozwala odpowiedzie¢ na nastepujace pytanie: Dlaczego gospo-
darki o takich samych parametrach i niewiele roznigcych si¢ pozycjach wyjscio-
wych charakteryzuja si¢ cyklami o roznej dtugo$ci i amplitudzie?
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Rysunek 4. Diagram bifurkacyjny i wyktadnik Lapunowa dla parametru &

Zrodto: obliczenia whasne.

Rysunek 5. Wspotistniejace atraktory okresowe o okresie sze$¢, siedem i jeden wraz
z ich basenami przyciggania

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Rysunek 6. Wspotistniejace rownowagi stacjonarne wraz z ich basenami przyciggania

Zrodlo: obliczenia wlasne.

[,175

0.225

Rysunek 6. Wspotistniejacy atraktor okresowy o okresie osiem z dwoma rownowa-
gami stacjonarnymi i atraktorem quasi-okresowym wraz z ich basenami
przyciagania

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Rysunek 7. Wspotistniejacy atraktor okresowy o okresie sze§¢ z dwoma rownowa-
gami stacjonarnymi i atraktorem quasi-okresowym wraz z ich basenami
przyciagania

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Rysunek 8. Wspotistniejace atraktory okresowe o okresie szes¢, dwadzieécia i jeden
wraz z ich basenami przyciggania

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Wielostabilno§¢ atraktorow okresowych 1 quasi-okresowych oraz
rownowag stacjonarnych jest zjawiskiem dominujacym w badanym modelu.
Wart odnotowania jest brak atraktorow chaotycznych. Wspotistniejace atraktory
okresowe rdznig si¢ dtugoscia cyklu i jego amplitudg. Wspotistniejg takze cykle
o tej samej dlugosci roznigce si¢ amplituda zmian.
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Podsumowanie

W pracy zaproponowano wersj¢ modelu Kaldora, w ktorej uwzgledniono
heterogeniczne oczekiwania co do wielkos$ci produktu catkowitego w gospodar-
ce. Przewidywany poziom produktu krajowego jest mieszanka oczekiwan eks-
trapolacyjnych i odwrotnych oczekiwan ekstrapolacyjnych. Podejscie to stanowi
nawigzanie do mikroekonomicznych podstaw makroekonomii z jednej strony
i nawigzuje do ekonomii behawioralnej z drugiej strony. Dynamika skonstruowa-
nego nieliniowego modelu jest ztozona, wystepuja zaré6wno atraktory okresowe
o zroznicowanej dtugosci cyklu, jak i atraktory quasi-okresowe. Immamentng
cecha tak skonstruowanego modelu jest wspotistnienie atraktoréw cyklicznych
o zrdéznicowanym okresie, atraktoréw quasi-okresowych i rbwnowag stacjonar-
nych. Wyznaczono warto$ci parametrow, dla ktérych rownowaga stacjonarna
jest lokalnie asymptotycznie stabilna. Zbadano dynamike globalng modelu za
pomoca diagraméw bifurkacyjnych.
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Periodic and quasiperiodic attractors
in a Kaldor-like business cycle model with expectations

Summary

We investigate the dynamics of the proposed Kaldor-like business cycle model
with heterogeneous expectations. The possible long-term behaviour of the national in-
come has been described. W investigate, how the dynamics of the model depend on
parameters.

Keywords: business cycle, expectations, bifurcation, attractor
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