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Dopasowanie rozkladow teoretycznych
do empirycznych rozkladow stop zwrotu
wybranych indeksow gieldowych i spotek

Jan Purczynski*

Streszczenie: Cel — Celem publikacji jest zbadanie metody aproksymacji empirycznych rozktadow stop zwrotu
z akcji za pomoca rozktadu Gaussa i Laplace’a oraz propozycji modyfikacji ocen parametrow potozenia i skali
wyznaczonych w tym celu za pomoca metody najwigkszej wiarygodnosci (MNW).

Metoda badania — W publikacji wykonano aproksymacj¢ empirycznych rozktadéw stop zwrotu wybranych
indeksow i spotek na GPW w Warszawie z wykorzystaniem rozktadu Gaussa i rozktadu Laplace’a. Wychodzac
z parametréw rozktadu wyznaczonych MNW, zmieniano warto§¢ oszacowania parametru skali oraz parametru
potozenia. Jako kryterium przyjeto minimalng warto$¢ statystyki testow zgodnosci rozktadu: chi-kwadrat, Kot-
mogorowa oraz Kotmogorowa-Lillieforsa.

Wynik — Uzyskano lepsze dopasowanie rozktadow teoretycznych do danych empirycznych, niz w przypadku
oszacowan parametrow wyznaczonych MNW.

Oryginalnos¢/Wartosé — Proponowana metoda zwigksza liczbe przypadkow pozytywnego wyniku testu ¥ ’ przy
modelowaniu rozktadem normalnym empirycznych rozkladéw stop zwrotu indeksow gietdowych i spotek.

Stowa kluczowe: modelowanie empirycznych rozktadow stop zwrotu, minimalizacja wartosci statystyki testu
zgodnosci rozktadu

Wprowadzenie

W publikacji zostanie rozpatrzona aproksymacja empirycznych rozktadéow stop zwrotu

z wykorzystaniem rozktadu Gaussa i rozktadu Laplace’a. Pomimo ze znanych jest wiele

innych rozktadéw teoretycznych zapewniajacych lepsza aproksymacje, zdecydowano si¢ na

wymienione rozktady ze wzgledu na prostote obliczen oraz tatwo$¢ interpretacji wynikow.
W przypadku rozktadu normalnego opisanego gestoscia:

1 (x—p)
fin(x) = ——=—=exp| —~—5— ¢y
o227 207
metoda najwigkszej wiarygodnos$ci (MNW) prowadzi do oszacowan parametrow rozktadu
(Fisz, 1969, s. 460):
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Yx, i 67 =3y -%) ®)
gdzie: = =
M — parametr potozenia;

o — parametr skali (odchylenie standardowe);
N — liczba elementow probki.

Dla rozktadu Laplace’a fL(x,u, 1) = iexp(—i‘x—y‘) 3
oszacowania parametrow wyznaczone MNW wyrazajg si¢ wzorami (Kotz, Kozubowski,
Podgorski, 2001, s. 69):

L =mediana(x;) ; = NL @
S
gdzie:
A — parametr skali;
oraz N — jak we wzorze (2).

Celem publikacji jest odpowiedz na pytanie: przy jakich wartosciach parametrow potoze-
nia i skali brane pod uwage statystyczne testy zgodnosci nie odrzucaja hipotezy o zgodnosci
z rozkladem hipotetycznym przy zatozonym poziomie istotnosci. Ocena dopasowania
zostanie wykonana z wykorzystaniem testow zgodnosci: chi-kwadrat, Kotmogorowa oraz
Kotmogorowa-Lillieforsa. Biorgc pod uwage, ze obszary krytyczne testow sg prawostronne
— odrzucenie hipotezy zerowej nastepuje, jezeli warto§¢ empiryczna statystyki testu prze-
kroczy warto$¢ krytyczng. Zaklada sig, ze parametry sa wstepnie szacowane za pomoca
MNW wedtug wzoréw (2) oraz (4). W pracy zostanie sprawdzona wrazliwo$¢ wyniku testu
na zmiang warto$ci ocen parametrow.

1. Wybrane testy zgodnosci rozkladu

Statystyka testu zgodnosci rozktadu y? wyraza sie wzorem:

Chi= éi(n" i
=1 nt;

®)

gdzie L — liczba przedziatow klasowych.

Literatura (Krysicki, Bartos, Dyczka, Krélikowska, Wasilewski, 1995, s. 111; Fisz,
1969, s. 457) zaleca stosowanie przedziatow klasowych zapewniajacych jednakowa wartos¢
liczebnosci teoretycznej, co prowadzi do wigkszej mocy testu. W tym przypadku zachodzi:
nt; = % 1 wzor (5) przyjmuje postac:

J
Ll NY 6
Chl:ﬁjz‘ nj_f ()

Wariant ten bedzie okreslony jako przedzialy klasowe o nieréwnej rozpigtosci. W pracy
(Bednarz-Okrzynska, 2016, s. 64) wyprowadzono wzory opisujace granice przedziatlow dla
rozktadu Laplace’a.
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Wyniki testu y* zaprezentowano w postaci relatywnej wartosci statystyki:
Chi
H= @)
Hkr
gdzie Hkr — warto$¢ krytyczna dla poziomu istotnosci a = 0,05 oraz L-3 stopni swobody.
Wartos$¢ krytyczna testu Kotmogorowa na poziomie istotnosci o = 0,05 wyznacza si¢
ze wzoru (Domanski, Pruska, 2000, s. 171):

_ 1354
N

W pracy stosowana jest relatywna warto$¢ statystyki K:

Dkr

dla N=100 ®)

D
= )

Test Kotmogorowa odnosi si¢ do dystrybuanty teoretycznej F(x) o znanych parametrach.
Jezeli nie znamy parametrow, od ktorych zalezy dystrybuanta teoretyczna, i szacujemy je
na podstawie proby, to w takiej sytuacji wskazania testu Kotmogorowa nalezy traktowaé
zrezerwa (Domanski, Pruska, 2000, s. 171; Fisz, 1969, s. 463). Pomimo tego test Kotmogorowa
jest powszechnie stosowany i zostanie wykorzystany w niniejszej publikacji.

Test Kolmogorowa-Lillieforsa stosuje si¢ do weryfikacji hipotezy, ze cecha X typu cia-
glego ma dystrybuante rozktadu Gaussa. Test uwzglednia fakt, ze parametry dystrybuanty
zostaly oszacowane na podstawie probki. Konsekwencja tego sa mniejsze wartosci krytyczne
(Domanski, Pruska, 2000, s. 313):

0,886

JN

Dkr

dla N>100; a=0,05 (10)

niz wynikajace ze wzoru (9).

2. Wyniki obliczen dla indeksu gieldowego WIG20

Weryfikacje postawionej hipotezy wykonano dla dziennej stopy zwrotu indeksow gietdo-
wych WIG oraz WIG20, a takze wybranych spotek wchodzacych w sktad indeksu WIG20
za lata 2011-2013. Liczba obserwacji N = 747, liczba przedziatéw klasowych L = 28. Ponizej
zostang zamieszczone rysunki odnoszace si¢ do obliczen wykonanych dla indeksu gietdowe-
g0 WIG20. Ze wzoréw (2) (MNW) wyznaczono parametry rozktadu Gaussa:

L=%=-0,0001007 ; &=0,01263 a1

Na rysunku 1 przedstawiono wyniki testu chi-kwadrat dla przedziatlow klasowych
o nieréwnej rozpigtosci zapewniajacych jednakowe prawdopodobienstwo w przedziale.
Symbolem HG oznaczono warto$ci relatywnej statystyki testu chi-kwadrat dla rozktadu
Gaussa.
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HG,

Rysunek 1. Zalezno$¢ wartosci relatywnej statystyki HG testu chi-kwadrat od warto$ci parametru
skali o dla rozktadu Gaussa

Zrodto: opracowanie whasne.

Na rysunku 1 zaznaczono & = 0,01263, ktérej odpowiada warto$¢ relatywnej statystyki

HG = 1,842 (negatywny wynik testu). Zmieniajac wartos¢ parametru skali o, poszukiwano

minimum HG. Minimalng warto$¢ statystyki testu HG = 0,843 uzyskano dla off =0,01083.

Na rysunku 2 linig ciggla powtdrzono wynik z rysunku 1, natomiast linig kropkowang za-

znaczono rezultat minimalizacji ze wzgledu na parametr skali o oraz parametr potoZenia .

0.009 0.0095 0.01 0.0105 0.011 0.0115 0.012 0.0125 0.013 0.0135
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Rysunek 2. Zalezno$¢ wartoéci relatywnej statystyki HG testu chi-kwadrat od wartosci
parametru skali o dla rozkladu Gaussa. Linia ciaggta HG jak na rysunku 1. Linia kropkowana
HG’ odpowiada minimalizacji dwuparametrowej (zmiana parametru skali O oraz parametru
potozenia L)

Zrédto: opracowanie wlasne.

Dla oszacowan parametrow p#H = 0,00001007 oraz oH' =0,01077 (12)

uzyskano wartos¢ HG' = 0,741, podczas gdy dla parametrow wyznaczonych MNW (zalez-
nosc¢ (11)) wartos$¢ relatywnej statystyki wyniosta HG = 1,842.
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Rysunek 3. Poréwnanie aproksymacji liczebnoéci empirycznej n; (stupki) rozktadem normal-
nym. Linig ciggly nG; oznaczono liczebnos¢ odpowiadajaca MNW, linig kropkowana nG’;
zaznaczono liczebnos¢ dla N(uH,oH')

Zrodto: opracowanie whasne.

Rysunek 3 stanowi podsumowanie tego fragmentu obliczen. Za pomocg stupkow n;
przedstawiono liczebnos$¢ empiryczng dla przedziatow o jednakowej dtugosci. Linig ciagla
nG ; oznaczono liczebnos¢ teoretyczng odpowiadajagca MNW oraz linig kropkowang nG}
zaznaczono liczebno$¢ teoretyczna dla N (,uH ,O0H ’). Z rysunku 3 wynika lepsze dopasowanie
krzywej teoretycznej nG'; do danych empirycznych zaréwno w poblizu wartosci przecigtne;
(uwzglednia leptokurtoze), jak i na koncach przedziatu.

110
- . 1297
\\(T cHO 1527
110 —m—— T —
“\
N\
hn',, 100 N
\\
: A : 6.87
10 ——— — \%—E

]0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024 0.026

%p

Rysunek 4. Zalezno$¢ wartosci relatywnej statystyki An’ testu chi-kwadrat od wartosci
parametru skali o dla rozktadu Gaussa. Wyniki odnosza si¢ do przedzialow klasowych (L = 28)
o jednakowej dtugosci

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Rysunek 4 wykonano dla przedziatow klasowych (L = 28) o jednakowej dtugosci. Dla
oszacowania parametrow wedtug MNW (zaleznos¢ (11)) odczytano wartos¢ relatywnej sta-
tystyki hn'=1327. W wyniku minimalizacji (wzgledem o) uzyskano in'=6,87. Oznacza
to nieprzydatno$¢ przedziatow klasowych o jednakowej dtugosci do wyznaczania warto$ci
statystyki testu chi-kwadrat.
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Rysunek 5. Poréwnanie aproksymacji liczebnosci empirycznej n ; (stupki) rozktadem normal-
nym. Linig ciaglta nG ; oznaczono liczebnos¢ odpowiadajaca M{\IW, linig kropkowana nG}'
zaznaczono liczebno$¢ dla N ([1, oH 0)

Zroédto: opracowanie wiasne.

Na rysunku 5 przedstawiono efekt minimalizacji wartosci statystyki wyznaczonej
metodg przedziatow o jednakowej dtugosci. Za pomoca stupkow n j przedstawiono li-
czebnoéé empiryczng. Linig ciggly nG j oznaczono liczebno$¢ teoretyczng odpowiadajaca
MNW oraz linig kropkowang nG}-’ zaznaczono liczebno$¢ teoretyczng dla N (,[t, oH 0).

Z rysunku 5 wynika zdecydowane pogorszenie dopasowania krzywej teoretycznej nG}'
do danych empirycznych w poréwnaniu do krzywej nG 7 (MNW).

Na rysunku 6 przedstawiono zalezno$¢ wartosci relatywnej statystyki testu
Kolmogorowa-Lillieforsa dla rozktadu Gaussa od wartosci parametru skali o — linia ciagta
KLG. Dla parametrow wyznaczonych MNW odczytuje si¢ warto$¢ statystyki KLG = 1,751.
Minimalng warto$¢ statystyki (linia ciggla) KLG = 0,850 odczytuje si¢ dla warto$ci parame-
tru skali oK = 0,01069. Dalsza poprawg wynikow uzyskuje si¢, wykonujac minimalizacje
dwuparametrowa wartosci statystyki testu poprzez zmiang parametru skali o oraz parame-
tru potozenia y — linia kropkowana KLG'". Dla oK = 0,01059 relatywna statystyka testu
Kolmogorowa-Lillieforsa wynosi KLG' = 0,701.

Podsumowujac wyniki minimalizacji warto$ci relatywnych statystyk dla rozktadu
normalnego, nalezy zauwazy¢, ze minimalizacja tylko wzgledem parametru skali prowadzi
do nastepujacych wynikow off = 0,01083 oraz oK =0,01069. W wyniku minimalizacji dwu-
parametrowej uzyskano oH " = 0,01077 oraz oK = 0,01059. Oznacza to, ze obydwie metody
(test ;(2 , test Kolmogorowa-Lillieforsa) prowadza do jednakowych parametrow optymalnego
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rozktadu — réznice migdzy warto$ciami parametru skali nie przekraczaja 1,7%.
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p
Rysunek 6. Zalezno$¢ wartosci relatywne;j statystyki testu Kotmogorowa-Lillieforsa od wartos$ci

parametru skali 0 dla rozktadu Gaussa — linia ciggta KLG. Linia kropkowana KLG' odpowiada
minimalizacji dwuparametrowej (zmiana parametru skali o oraz parametru potozenia L{)

Zroédto: opracowanie wiasne.

Na rysunku 7 przedstawiono wyniki testu chi-kwadrat dla przedziatow klasowych o nie-
réwnej rozpigtosci w odniesieniu do rozktadu Laplace’a. Dla parametru skali A = 110,020
uzyskanego MNW odczytuje si¢ wartos¢ relatywnej statystyki testu ;(2 HL=1,047
(negatywny wynik testu). Minimalizacja wzglgdem parametru skali A (linia ciggta HL)
prowadzi do wynikow AH = 118,162 oraz HL = (),739. Jeszcze mniejsza wartosc statystyki
zapewnia minimalizacja dwuparametrowa (linia kropkowana HL') — dla parametru skali
AH'=117,722 warto$¢ statystyki wynosi HL' = 0,671.

Rysunek 7. Zalezno$¢ wartosci relatywnej statystyki HL testu chi-kwadrat od warto$ci parametru
skali A dla rozktadu Laplace’a — linia ciagla HL. Linia kropkowana HL' odpowiada minimalizacji
dwuparametrowej (zmiana parametru skali oraz parametru potozenia)

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 8. Poréwnanie aproksymacji liczebnosci empirycznej 7 j (stupki) rozkladem
Laplace’a. Linig ciggly nL j 0znaczono liczebnos¢ odpowiadajaca MNW, linia kropkowang
nL'j' zaznaczono liczebnosé dla AH' = 117,722

Zrodto: opracowanie whasne.

Na rysunku 8 dokonano poréwnanie aproksymacji liczebnosci empirycznej n j (stupki)

rozkladem Laplace’a: linia ciagta nL ; (MNW) oraz linia kropkowana nL’j' odpowiadajaca
wynikowi testu HL = 0,671.

1.2

hL

Rysunek 9. Zalezno$¢ wartosci relatywnej statystyki AL testu chi-kwadrat od wartosci
parametru skali A dlarozktadu Laplace’a. Wyniki odnosza sie do przedziatow klasowych (L =28)

o jednakowej dtugosci

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Na rysunku 9 przedstawiono zaleznos$¢ relatywnej statystyki ;7 testu chi-kwadrat od
warto$ci parametru skali A dla rozktadu Laplace’a. Wyniki odnosza si¢ do przedziatow
klasowych (L = 28) o jednakowej dtugosci. Tym razem nie obserwuje si¢ tak duzych
wartos$ci relatywne;j statystyki, jak na rysunku 4. Niemniej minimalna warto$¢ statystyki
hL = 0,965 jest wicksza niz warto$¢ statystyki HL = 0,739 (rys. 7) uzyskanej dla przedziatéw
klasowych o nieréwnej rozpigtosci. Ponadto minimalizacja wzgledem parametru potozenie
nie poprawia uzyskanego wyniku.

0'4102 104 106 108 110 112

Rysunek 10. Zalezno$¢ wartosci relatywnej statystyki testu Kolmogorowa od wartos$ci parametru
skali A dla rozktadu Laplace’a. Linia ciagla KL odpowiada minimalizacji wzgledem parametru
skali A. Linia kropkowana KL’ odpowiada minimalizacji dwuparametrowej (zmiana parametru
skali A oraz parametru polozenia ff)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Narysunku 10 przedstawiono wyniki minimalizacji wartosci statystyki testu Kotmogorowa
dlarozktadu Laplace’a: linia ciggta KL odpowiada minimalizacji wzgledem parametru skali A,
lini¢ przerywana KL'uzyskano w wyniku minimalizacji dwuparametrowej (zmiana parametru
skali A oraz parametru potozenia ). Warto$¢ statystyki KL = 0,694 odpowiadajaca oszaco-
waniom MNW zostata zweryfikowana do wielkosci KL = 0,481.

3. Wyniki obliczen dla indeksu gieldowego WIG oraz wybranych spélek

Analogiczne obliczenia jak w podrozdziale 2 wykonano dla stop zwrotu indeksu gietdowego
WIG oraz wybranych spotek. W tabeli 1 zawarto wyniki proponowanej metody uzyskane
dla indeksu WIG, WIG20 oraz czterech najwigkszych spotek indeksu WIG20: PEKAO,
PKNORLEN, PKOBP, PZU.
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Tabela 1

Wartosci relatywnych statystyk testu zgodnosci dla rozktadu Gaussa i rozktadu Laplace’a

. Metoda Rozktad Gaussa Rozktad Laplace’a
HG KG KLG HL KL
1 2 3 4 5 6 7
WIG A 2,018 1,418 2,166 0,866 0,500
B 1,112 0,617 0,944 0,597 0,495
C 1,092 0,563 0,860 0,544 0,492
WIG20 A 1,842 1,145 1,751 1,047 0,694
B 0,833 0,556 0,850 0,739 0,604
C 0,741 0,495 0,701 0,671 0,481
PEKAO A 1,555 0,991 1,514 1,237 0,919
B 0,970 0,555 0,848 1,135 0,705
C 0,813 0,524 0,801 1,125 0,693
PKNORLEN A 1,469 1,075 1,642 1,440 0,747
B 0,940 0,585 0,895 1,352 0,536
C 0,924 0,561 0,858 1,237 0,528
PKOBP A 1,179 0,857 1,310 1,708 0,717
B 0,663 0,543 0,830 1,266 0,557
C 0,661 0,431 0,659 1,258 0,550
PZU A 1,826 1,037 1,585 1,161 0,72
B 1,024 0,569 0,869 0,972 0,607
C 1,012 0,546 0,839 0,972 0,529

Zroédto: opracowanie wiasne.

W kolumnie 2 zastosowano oznaczenia nastepujacych metod: A — wynik MNW;
B — wynik minimalizacji wzgledem parametru skali; C — wynik minimalizacji wzglgdem
parametru skali i parametru potozenia.

Kolejne kolumny zawieraja wartosci relatywnej statystyki testow zgodnosci: HG — test
chi-kwadrat dla rozktadu Gaussa; KG — test Kotmogorowa dla rozktadu Gaussa; KLG — test
Kolmogorowa-Lillieforsa dla rozktadu Gaussa; HL — test chi-kwadrat dla rozktadu Laplace’a;
KL — test Kotmogorowa dla rozktadu Laplace’a.

Zwykta czcionka zaznaczono przypadki, kiedy MNW prowadzito do pozytywnego
wyniku testu — 27 przypadkow na 90 ogotem. Podkreslone wyniki odnosza si¢ do przypad-
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kow, kiedy dla wszystkich trzech metod uzyskano negatywny wynik testu (15 przypadkéow)
Zapomoca boldu oznaczono przypadki, kiedy negatywny wynik testu dla MNW zamienio-
no na pozytywny wynik testu: 48/90 = 53,3%.

Uwagi koncowe

W publikacji wykonano aproksymacje¢ empirycznych rozktadow stop zwrotu wybranych
indeksow i spotek na Gietdzie Papierow Wartosciowych w Warszawie z wykorzystaniem
rozktadu Gaussa i rozktadu Laplace’a. Wychodzac z parametréw rozktadu wyznaczonych
MNW, zmieniano warto$¢ oszacowania parametru skali oraz parametru potozenia. Jako
kryterium przyjeto minimalng wartos¢ statystyki testow zgodno$ci rozktadu: chi-kwadrat,
Kotmogorowa oraz Kolmogorowa-Lillieforsa. Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku rozktadu
Gaussa zarowno test ;(2, jak 1 test Kotmogorowa-Lillieforsa prowadza do tych samych
warto$ci optymalnych parametrow. Oznacza to, Ze testy te moga by¢ stosowane zamiennie.
Ta sama uwaga dotyczy rozktadu Laplace’a, przy czym zamiennie mozna stosowac test
chi-kwadrat oraz test Kotmogorowa.

Przeprowadzone obliczenia wykazaly, ze przy realizacji testu ;(2 nalezy stosowacé
przedziaty klasowe o nieréwnomiernej rozpigtosci zapewniajace jednakowe prawdopodo-
bienstwo dla przedziatu.

Z rysunku 3 wynika, ze rozktad Gaussa o parametrach wyznaczonych w procesie mini-
malizacji zapewnia lepsze dopasowanie do danych empirycznych niz rozktad o parametrach
wyznaczonych MNW.

Podsumowujac dane zawarte w tabeli 1 dotyczace rozktadu Gaussa, stwierdza sig, ze
MNW prowadzita do negatywnego wyniku testu ;(2 dla wszystkich szesciu przypadkow,
tzn. dwoch indeksow i czterech spotek. W wyniku zastosowanej metody uzyskano pozy-
tywny wynik dla jednego indeksu i trzech spotek. W przypadku rozktadu Laplace’a MNW
prowadzilo w pieciu przypadkach do negatywnego wyniku testu y°. Zaproponowana
metoda zamienila ten wynik na trzy pozytywne i trzy negatywne. Sumujac wyniki dla
obydwu rozktadow, stwierdza si¢, ze MNW prowadzito do pozytywnego wyniku testu ;(2
w 8,33% przypadkach, a zastosowana w publikacji metoda podniosta odsetek wynikow
pozytywnych do wartosci 58,33%.

Powracajac do postawionego we Wprowadzeniu celu publikacji, nalezy stwierdzi¢,
ze dokonujac modyfikacji oszacowania parametréw uzyskanych MNW, mozna poprawic¢
dopasowanie rozktadow teoretycznych do empirycznych rozktadoéw stop zwrotu indeksow
gietdowych i spotek.

Publikacja miata na celu zwrocenie uwagi na mozliwos¢ korekty oszacowan parametrow
rozktadu normalnego i rozktadu Laplace’a w celu uzyskania mniejszych wartosci statystyki
testow zgodnosci.
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FITTING THEORETICAL DISTRIBUTIONS TO EMPIRICAL DISTRIBUTIONS OF RETURN
ON SELECTED STOCK EXCHANGE INDICES AND COMPANIES

Abstract: Purpose — The aim of the paper is to examine the methods of approximation of empirical distribu-
tions of stock return rates using the Gaussian and Laplace distributions, and to propose modification of the
evaluation of location and scale parameters determined for that purpose by means of the Maximum Likelihood
Method (MLM).

Methodology — As a part of the research, the approximation of empirical distributions of return rates on selected
Warsaw Stock Exchange indices and companies was performed using the Gaussian and Laplace distributions.
Starting from the distribution parameters obtained through MLM, the value of estimation of scale and location
parameters was changed. As a criterion, the minimum value of goodness of fit test statistic was adopted for the
following distributions: chi-square, Kolmogorov and Kolmogorov-Lilliefors.

Findings — Much better fit of theoretical distributions to empirical data was obtained compared to estimations
of the parameters obtained through MLM. 5
Originality/Value — The proposed method increases the number of cases of a positive result of ¥~ test for
modeling empirical distributions of return rates on selected stock exchange indices and companies with the
normal distribution.

Keywords: modeling empirical distributions of return rates, minimizing value of goodness of fit test statistic
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