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Struktura portfeli efektywnych
w modelach Srednia-wariancja-skoSnos¢

Renata Dudzinska-Baryla, Donata Kopanska-Brodka, Ewa Michalska*

Streszczenie: Cel/ — Obserwowane w praktyce inwestycyjnej rozkltady stop zwrotu instrumentéw finansowych
s rozktadami asymetrycznymi, zatem modele uwzgledniajace tylko $rednig i wariancj¢ pomijaja istotne wias-
nosci tworzonych portfeli inwestycyjnych. Celem pracy jest analiza stopnia dywersyfikacji portfeli uwzgled-
niajacych dodatkowe kryterium maksymalizacji trzeciego momentu centralnego bedacego miara skosnosci.
Metodologia badania — W pracy analizowano podzbiory portfeli efektywnych, ktorych struktura jest taka sama.
Uwzgledniajac dodatkowo kryterium maksymalizacji trzeciego momentu centralnego, wyznaczono zbiory
portfeli optymalnych o tym samym stopniu dywersyfikacji. Omawiane podejscie zastosowano do analizy port-
feli spotek notowanych na Gieldzie Papierow Wartosciowych w Warszawie.

Wynik — Pokazano, ze uzupetnienie analizy portfeli efektywnych o sko$no$¢ w sposob znaczacy zmienia op-
tymalna strukturg portfeli. Im wigksza sita preferencji odnosnie do skosnosci, tym stopien zdywersyfikowania
portfeli jest mniejszy.

Oryginalnosé/Wartos¢ — W pracy zaproponowano trzykryterialny model wyboru optymalnego portfela akcji
uwzgledniajacy jednoczesna maksymalizacj¢ wartosci oczekiwanej i sko$nosci oraz minimalizacj¢ wariancji.
Parametryczna analiza stopnia dywersyfikacji pozwolila na badanie stabilno$ci struktury portfeli optymalnych
w zaleznos$ci od preferencji inwestora w odniesieniu do wartosci oczekiwanej stopy zwrotu oraz skosnosci
stopy zwrotu.

Stowa kluczowe: skosnos¢, dywersyfikacja, portfele efektywne

Wprowadzenie

W klasycznym podej$ciu Markowitza optymalizacja portfela akcji uwzglednia kryterium
srednia-wariancja przy zatozeniu, ze losowe stopy zwrotu akcji maja rozktad normalny.
Jednak jak potwierdzaja badania, rozktady stop zwrotu instrumentéw finansowych sg roz-
ktadami asymetrycznymi, zatem modele oparte tylko na §redniej i wariancji pomijajg istotne
wlasnos$ci tworzonych portfeli inwestycyjnych. Asymetria rozktadu losowych stop zwrotu
oraz znaczenie tego faktu dla decyzji inwestycyjnych sa przedmiotem rozwazan wielu prac,
np. Arditti (1975), Xiong i Idzorek (2011). Piasecki i Tomasik (2013, s. 87) wykazali, ze
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»~empiryczny rozktad stopy zwrotu zawsze najlepiej jest aproksymowac przez normalny
odwrotny rozktad gaussowski NIG (ang. Normal Inverse Gaussian Distribution)”. Co wiecej,
rozktad ten charakteryzuje dodatnia skosno$¢ (Nguyen, Chen, Gupta, 2003). Preferencje de-
cydenta dokonujacego wyboru w zbiorze losowych wariantéw o rozktadach asymetrycznych
mozna wyrazi¢ poprzez ocen¢ momentow wyzszych rzedéw rozktadu prawdopodobienstwa.
Decydenci preferuja te warianty, ktorym odpowiadajg wyzsze wartosci momentow rzgdu
nieparzystego (warto$¢ oczekiwana, sko$nos¢) oraz nizsze rzgdu parzystego (wariancja,
kurtoza). Maksymalizacja wartos$ci oczekiwanej jako miary dochodu oznacza, ze decydent
woli mie¢ wigcej niz mniej. Minimalizacja wariancji bedacej miara ryzyka odzwierciedla
jego awersje do ryzyka, za§ maksymalizacja sko$nos$ci jest wyrazem preferowania wigksze-
go prawdopodobienstwa wysokich dochodéw i ograniczania prawdopodobienstwa matych
wartosci.

Uwzglednienie miary sko$no$ci w postaci trzeciego momentu centralnego w modelach
wyboru portfeli optymalnych rozwazano juz od poczatku lat siedemdziesiagtych (Simonson,
1972; Kane, 1982; Barone-Adesi, 1985; Lai, 1991; Konno, Shirakawa, Yamazaki, 1993).
Jednak dopiero rozwoj narzedzi informatycznych usprawniajgcych obliczenia numeryczne
spowodowat wzrost ilo$ci publikacji, ktorych autorzy analizujg portfele otrzymane po
uwzglednieniu momentéw wyzszych rzgdow losowych stop zwrotu (Athayde, Flores, 2004;
Malevergne, Sornette, 2005; Guidolin, Timmermann, 2008; Li Qin, Kar, 2010; Kemalbay,
Ozkut, Franko, 2011; Proelss, Schweizer, 2014; Kim, Fabozzi, Cheridito, Fox, 2014;
Kopanska-Brodka, 2014; Dudzinska-Baryta, Kopanska-Brodka, Michalska, 2015).

Zasadnicze znaczenie w analizie decyzji inwestycyjnych ma zbior portfeli tworzacych
granic¢ efektywng. W sytuacji kiedy w modelu wyboru portfela akcji rozwazane sa tylko
dwa pierwsze momenty, a krotka sprzedaz jest zabroniona, granica efektywna jest krzywa
w przestrzeni dwuwymiarowej i mozna jg utworzy¢, wyznaczajac jedynie tzw. portfele
narozne (ang. corner portfolios). Portfele te dzielg lini¢ efektywna na podzbiory portfeli
o takiej samej strukturze, co znaczy, ze stopien zdywersyfikowania portfeli danego pod-
zbioru (mierzony liczba akcji w portfelu o dodatnim udziale) jest taki sam, a podziat ten
zalezy tylko od nieujemnych warto$ci pewnego parametru (Dudzinska, 2002). Stopien dy-
wersyfikacji portfeli efektywnych zalezy takze od tego, czy krotka sprzedaz jest dozwolona,
czy nie. W sytuacji gdy krotka sprzedaz jest dozwolona, portfele efektywne majg wyzszy
stopien dywersyfikacji niz portfele wyznaczone przy zabronionej krotkiej sprzedazy, szcze-
golnie w przypadku portfeli o wysokich pozadanych stopach zwrotu. Granica efektywna
wyznaczona na podstawie modelu wyboru portfela, w ktérym funkcja kryterium zalezy od
trzech pierwszych momentdw, jest powierzchnig w przestrzeni trojwymiarowej, dla ktorej
okreslenie portfeli naroznych nie ma sensu. Jednak pozostaje problem wyznaczenia takich
podzbioréw portfeli z tej powierzchni, dla ktérych stopien zdywersyfikowania jest taki sam.
Celem artykutu jest analiza stopnia dywersyfikacji portfeli uwzgledniajacych dodatkowe
kryterium maksymalizacji trzeciego momentu centralnego bgdacego miara skos$nosci.
W badaniach empirycznych wykorzystano notowania spotek indeksu WIG20 z pierwszego
kwartatu 2016. Wyniki empiryczne zamieszczone w cze$ci drugiej postuza do ilustracji
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problemu dywersyfikacji portfela w sytuacji, gdy uwzgledniane sg trzy parametry rozkladu
losowych stop zwrotu: §rednia, wariancja i sko§nos¢.

1. Modele wyboru portfeli efektywnych

Potencjalnymi sktadnikami rozwazanych portfeli sa akcje, ktorych losowe stopy zwrotu R;
(i=1,..., N) tworzg wektor R=[R, R, ..., Ry], przy czym zaktadamy, ze oczeki-
wane warto$ci B[R] <oo. Wektor udziatéw akcji w portfelu to x =[x, x, ..., x5] dla
X+X%+..+xy=1oraz x;20 dla /=1,..., N. Warunki nieujemnoéci udziatow oznaczaja,
ze nie jest dopuszczalna krotka sprzedaz sktadnikoéw portfela. Stopa zwrotu portfela akeji
jest zmienng losowa o rozktadzie generowanym przez rozktady losowych stép zwrotu
sktadnikow portfela i wynosi Rp = Rx+ Rx + ...+ RyXxy.

Oczekiwana warto$¢ losowej stopy zwrotu portfela (E(Rp) ) jest momentem zwyktym
rzedu pierwszego, natomiast wariancja portfela akcji (V) jest momentem centralnym rzgdu
drugiego losowej stopy zwrotu portfela. Jako miarg sko§nosci rozktadu losowej stopy zwrotu
portfela przyjmuje si¢ jej moment centralny rzgdu trzeciego. W zapisie macierzowym miarg
sko$no$¢ rozktadu losowej stopy zwrotu portfela wyraza zalezno$¢

Sp =E[R, —E(R)I’ =x-M; - (x" ®x"), (1)

gdzie symbol ® oznacza iloczyn Kroneckera. Elementami macierzy M; = E[(R —E(R))-
(R-ER)T®(R —E(R))T)](o wymiarach (Nx N?) sg trzecie momenty centralne i ko-
-skos$nosci losowych stop zwrotu akcji. Miara sko$nosci rozktadu losowej stopy zwrotu
portfela moze by¢ rowniez przedstawiona w postaci sumy

N N
Sp =ZZ
i=l j=1

gdzie s = E[(R~E(R)(R; ~E(R))(Re~E(R)]. dla i, j k=1,... N.

Rozwigzania modelu Markowitza optymalizujacego dwa pierwsze momenty losowej

N
S XX X 2
k=1

stopy zwrotu przedstawione w ptaszczyznie ryzyko-dochdd tworza zbidr portfeli efektyw-
nych, tzw. granice¢ efektywna'. Dwukryterialny problem polegajacy na maksymalizacji
wartosci oczekiwanej i minimalizacji wariancji sprowadzany jest do jednokryterialnego
zadania polegajacego na maksymalizacji liniowej funkcji uzytecznosci wzgledem dwoch
pierwszych momentow rozktadu stopy zwrotu z portfela postaci

u(E,V) = aE(R,) - bV, 3)

' Portfel efektywny to taki portfel, dla ktorego nie istnieje inny o takim samym ryzyku i wigkszym zysku

ani portfel o takim samym zysku i mniejszym ryzyku (Haugen, 1996).
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gdzie parametry @ i b przyjmujg wartosci nieujemne. Dla a i & dodatnich funkcja (3) jest
rosngca wzgledem warto$ci oczekiwanej i malejgca wzgledem wariancji. Jesli parametr b
jest dodatni, to funkcja

U(E,V) = = kE(RP) - VP (4)

u(E,V)
b
gdzie A =a/ b, rowniez jest rosnaca wzgledem wartosci oczekiwanej i malejaca wzgledem
wariancji. Ponadto rozwigzanie zadania polegajacego na maksymalizacji funkcji (4) jest
takie samo jak rozwigzanie problemu maksymalizacji funkcji (3). Zatem zbior portfeli efek-

tywnych mozna wyznaczy¢, rozwigzujac zadanie programowania kwadratowego postaci:

AE(Rp)—Vp —> max

N
le. =1 ®)
i=1

x; 20, i=1..N

zmieniajgc warto$ci parametru A w przedziale (0;+o0) . Jednak do okre$lenia calej granicy
efektywnej wystarczy zbior portfeli naroznych. Warunkiem koniecznym tego, zeby dwa
portfele z granicy efektywnej byty sasiednimi portfelami naroznymi, to jest, by ich sktad
roznit si¢ doktadnie jednym walorem dodanym lub odjetym. Metodologia wyznaczania
portfeli naroznych zostata szczegdétowo przedstawiona m.in. w pracach: Sharpe (2000),
Dudzinska (2002), Kopanska-Brodka (2004). Dysponujgc zbiorem portfeli naroznych,
mozna okresli¢ udziaty dowolnego portfela efektywnego jako wypuktej kombinacji liniowe;j
udziatéw dwoch sgsiednich portfeli naroznych.

Wyznaczajac granice efektywna z modelu (5), mozna okresli¢ takie przedzialy parame-
tru A, dla ktorych portfele efektywne beda miaty takg sama strukture. Jesli wige inwestor
zainteresowany bedzie tylko i wyltacznie portfelami, ktore zawieraja K instrumentow
finansowych, to wystarczy wskaza¢ odpowiedni fragment linii efektywnej pomiedzy dwoma
sasiadujacymi portfelami naroznymi, z ktorych jeden ztozony jest z K akcji, a drugi z K-1
akcji. Jesli natomiast preferencje inwestora dotyczace pierwszego lub drugiego momentu
beda wyrazone odpowiednimi przedziatami warto$ci dla tych momentdw, to na podstawie
struktury portfeli naroznych mozna okresli¢, jaki stopien zdywersyfikowania bedg mie¢ jego
portfele efektywne. Ilustracj¢ geometryczng takiej sytuacji przedstawiono na rysunku 1.
Portfele narozne z granicy efektywnej wyrdzniono punktami. Zalozmy, ze inwestor preferuje
portfele o oczekiwanej stopie zwrotu z przedziatu (u,,p,). Fragment linii efektywnej dla
tak okreslonych preferencji inwestora zawiera tylko jeden portfel narozny P (rys. 1a), zatem
portfele efektywne zgodne z jego preferencjami bgda zawieraé tyle instrumentow, ile zawiera
portfel P badz o jeden instrument wigcej lub jeden mniej. W sytuacji gdy preferowanym
portfelom odpowiada oczekiwana stopa zwrotu z przedziatu (us,1,), a przyporzadkowany
tym wartosciom fragment linii efektywnej znajduje si¢ pomigdzy portfelami naroznymi
P iP . (rys. 1b), wowczas stopien dywersyfikacji portfeli efektywnych zgodnych z takimi
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preferencjami inwestora bedzie taki jak dla portfela P lubP . Analogicznie mozna okresli¢
stopien dywersyfikacji portfeli efektywnych w przypadku, gdy inwestor zdefiniuje swoje
preferencje dotyczace poziomu ryzyka.

(b)

[ [
» »

Vr Vr

Rysunek 1. Portfele efektywne odpowiadajace preferencjom inwestora odno$nie do oczekiwanej
stopy zwrotu

Zrédto: opracowanie wiasne.

Zagadnienie poszukiwania portfeli maksymalizujacych warto$¢ oczekiwang i skosno$¢
oraz minimalizujacych wariancj¢ jest zadaniem optymalizacyjnym o trzech kryteriach.
Zatem w ogdlnym rozumieniu portfelem efektywnym jest portfel, ktorego jeden z parame-
trow nie moze by¢ polepszony bez pogorszenia wartosci co najmniej jednego z pozostatych
parametréw. Podobnie jak to miato miejsce w zadaniu dwukryterialnym wyrazanym funkcja
(4) maksymalizacje funkcji uzytecznos$ci liniowej wzgledem trzech pierwszych momentow
rozktadu postaci

uw(E, V,S)=aE(Rp)—bV, +cS, 6)
dla dodatnich a, b i ¢ mozna sprowadzi¢ do zadania na maksymalizacje¢ funkcji

U(E,V,S) = —“(E’bv’ 5)

=AE(Rp)—V, +7vS, (7

zaleznej od dwoch parametréw A i Y, gdzie A=a/b oraz y=c/b.
W tym przypadku model wyboru portfela efektywnego mozna przedstawi¢ w nast¢pu-
jacej postaci:

AE(Rp) =V, +9S, - max

S = ®)
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Jezeli przyjmiemy A =0, to rozwigzaniami modelu (8) beda portfele efektywne
w plaszczyznie ryzyko-skosnosé. Dla y =0 model (8) sprowadza si¢ do klasycznego
modelu Markowitza (5). Z kolei dla A=0 i y=0 rozwigzaniem modelu (8) jest globalny
portfel minimalnego ryzyka. Zatozenie dodatniej warto$ci parametru b jest rOwnoznaczne
z uwzglednianiem ryzyka w kazdym z rozwazanych wariantow modelu (8).

Dla A>0 i y>0 kryterium wyboru portfela w modelu (8) uwzglednia réwnocze$nie
wszystkie trzy momenty losowej stopy zwrotu portfela. W tej sytuacji granica efektywna
jest powierzchnia w przestrzeni tréjwymiarowej, jednak jej wyznaczenie stwarza duze
trudno$ci numeryczne, poniewaz polega na rozwigzywaniu zadan, ktore nie sa problemami
programowania wypuktego i1 nie mozna scharakteryzowac tej powierzchni za pomoca
portfeli naroznych. Pewna propozycje rozwigzania problemu wyboru portfela oraz geome-
trycznej interpretacji portfeli efektywnych w przestrzeni trojwymiarowej przedstawili Briec,
Kerstens i Van de Woestyne (2013).

2. Dywersyfikacja portfeli optymalnych z kryterium $rednia-wariancja-
-skosnosé¢

W badaniu nad optymalna struktura portfeli wyznaczanych na podstawie modelu (8) uwzgled-
niajacego trzy kolejne momenty rozktadu losowej stopy zwrotu portfela wykorzystano dane
dotyczace dziennych stop zwrotu z pierwszego kwartatu 2016 dla 13 akcji notowanych na
Gietdzie Papierow Wartosciowych w Warszawie, stanowigcych sktadniki indeksu WIG20
(w prezentowanych wynikach pominigto spotki, ktére miaty zerowe udziaty we wszystkich
portfelach naroznych wyznaczonych na podstawie modelu §rednia-wariancja). Obliczenia
wykonano w pakiecie SAS, wykorzystujac jeden z algorytméw solvera NLPC — metode
typu Newtona z liniowym przeszukiwaniem (ang. Newton-type method with line search)
oraz samodzielnie przygotowane programy.

W wykorzystanym modelu (8) warto$ci parametréw A i ¥ byty liczbami z przedziatow
odpowiednio (0; 140) oraz (0; 85) z doktadnoscig do 0,5. Przyjete ograniczenia gérne dla
parametrow A i Y wynikajg z tego, ze powyzej tych wartosci otrzymano tylko portfele
jednosktadnikowe.

W przypadku gdy inwestor bierze pod uwage dwie charakterystyki portfeli, tj. dochod
i ryzyko lub skos$no$¢ i ryzyko, wowczas model (8) staje si¢ modelem dwukryterialnym.
W szczegolnosci dla v =0 rozwigzaniami modelu (8) sg portfele efektywne ze wzgledu na
kryterium $rednia-wariancja, przedstawione na rysunku 2a. Na rysunku tym zaznaczono
takze 14 portfeli naroznych. Z kolei na rysunku 2b zilustrowano stopien dywersyfikacji
portfeli efektywnych. W portfelach tych ilos¢ sktadnikéw, wraz ze wzrostem wartosci pa-
rametru A, zmienia si¢ o jeden walor, co jest zgodne z charakterystykg portfeli naroznych
stanowigcych podzbior portfeli efektywnych.
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Rysunek 2. Warto$¢ oczekiwana i wariancja (a) oraz stopien dywersyfikacji (b) portfeli
efektywnych dla kryterium $rednia-wariancja

Zrodto: opracowanie wiasne.

Jezeli preferencje inwestora dotycza tylko ryzyka i skosnosci portfeli, to w modelu (8) nalezy
przyja¢ A = 0. Charakterystyki portfeli efektywnych wyznaczonych dla kryterium wariancja-
-sko$nos¢ przedstawiono na rysunku 3a. Dla tych portfeli wraz ze wzrostem skos$nosci ro$nie
réwnoczesnie poziom ryzyka mierzony wariancja. Portfel potoZony najnizej jest globalnym
portfelem minimalnego ryzyka i zostal wyznaczony dla y = 0. Wraz ze wzrostem wartosci
parametru Y ros$nie skosnos¢ portfeli, natomiast stopien ich zdywersyfikowania maleje (rys. 3b).

Rysunek 3. Skosno$¢ i wariancja (a) oraz stopien dywersyfikacji (b) portfeli efektywnych dla
kryterium wariancja-sko§nos¢

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Dla warto$ci parametru A wynoszacej 0 portfele jednosktadnikowe otrzymano przy
¥ =6,75, natomiast dla y =0 portfele jednosktadnikowe otrzymano dla A >138,84. Na
rysunku 4 przedstawiono granic¢ podziatu na portfele jednosktadnikowe i portfele zawie-
rajgce co najmniej dwa sktadniki, w zaleznosci od zadanych warto$ci parametrow A i y.

Portfele jednosktadnikowe

K=1

Portfele wielosktadnikowe
K>2

(o] 50 100 140
A

Rysunek 4. Portfele jednosktadnikowe i wielosktadnikowe dla A € <0;l40> iye <0;85>

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Do analizy stopnia zdywersyfikowania portfeli efektywnych wzgledem trzech pierw-
szych momentéw rozktadu mozna wykorzysta¢ map¢ stopnia zdywersyfikowania portfeli
w zalezno$ci od parametrow A i Y. Na rysunku 5 przedstawiono przyktadowo mape
ilosci sktadnikoéw w portfelach efektywnych dla ograniczonego zakresu parametrow A
iy (Ae <O;30> ivye <0;1,5>). Warto$ciom parametrow A i ¥ we wskazanych zakresach
odpowiadaja portfele o roznorodnej strukturze, zatem obszary zaznaczone jednym kolorem
odpowiadaja portfelom o zadanej strukturze, dla przyktadu obszar oznaczony kolorem
czarnym odpowiada portfelom o najwigkszym stopniu zdywersyfikowania (wigcej niz
10 waloréw). Dla wybranego stopnia zdywersyfikowania portfela inwestor moze odczytaé
zakres odpowiadajgcych mu warto$ci parametrow A i .

Korzystajac z przedstawionej na rysunku 5 mapy, inwestor moze takze dokonac analizy
zwiagzku sity preferencji odno$nie do stopy zysku portfela lub sko$nosci na stopien dywer-
syfikacji portfela. Sila preferencji inwestora dotyczaca stopy zysku portfela jest wyrazana
warto$ciami parametru A, natomiast warto$¢ parametru Y wyraza site preferencji dotyczaca
skos$nosci. Dla ustalonej wartosci Y wynoszacej np. 0,4 wraz ze wzrostem sity preferencji
w stosunku do stopy zysku portfela (wzrostem parametru A) stopien dywersyfikacji portfela
zmienia si¢ o jeden walor dodany lub odjety, podobnie jak miato to miejsce w przypadku
portfeli naroznych (rys. 6). Dla dowolnie zadanego poziomu g portfele bardziej zdywersyfi-
kowane odpowiadajg mniejszym warto$ciom A.
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0 10 A 20 30
C I C 0 i . .
2 3 45 67 89 1012

Rysunek 5. Mapa ilosci sktadnikéw w portfelach optymalnych dla A € <0;30> iye <0;1,5>

Zrodto: opracowanie wlasne.

Rysunek 6. Stopien dywersyfikacji portfeli optymalnych dla kryterium srednia-wariancja-
-skosnos¢ dla y = 0,4

Zrodto: opracowanie wlasne.

Podobne wnioski mozna wysnu¢ dla ustalonej warto$ci parametru A. Na rysunku 7
przedstawiono stopien dywersyfikacji portfeli dla A = 6. Stabej sile preferencji skosnosci
odpowiadaja portfele bardziej zdywersyfikowane (9 do 11 waloréw), a wraz ze wzrostem sity
preferencji trzeciego momentu stopien dywersyfikacji portfeli szybko maleje.
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Rysunek 7. Stopien dywersyfikacji portfeli optymalnych dla kryterium srednia-wariancja-
-skosnos¢ dla L =6

Zrédto: opracowanie wiasne.

Dla dowolnych zalozonych poziomoéw sity preferencji dotyczacej sredniej stopy zysku
portfela lub sko$no$ci (reprezentowanych warto$ciami parametréw A i y) mozliwe jest
wykonanie wykresoéw stopnia dywersyfikacji portfeli efektywnych.

Uwagi koncowe

W analizie portfelowej bazujacej wytacznie na rozktadach losowych stop zwrotu uwzglednia-
nie wyzszych momentow rozktadu jest konieczne. Analizg portfeli efektywnych ograniczona
do wartosci oczekiwanej i wariancji mozna stosowac tylko wowczas, gdy do wyznaczenia
funkcji rozktadu prawdopodobienstwa wystarczy znajomos¢ jedynie tych charakterystyk.
Dotyczy to tylko rozktadu normalnego i jednostajnego.

Potrzeba uwzglednienia sko$nosci w wyborze portfela optymalnego ma empiryczne
i teoretyczne uzasadnienie. W wiekszosci przypadkow rozktady stop zwrotu sg rozktadami
asymetrycznymi. Maksymalizacja skosnosci wyraza podstawowe preferencje decydenta
polegajace na zwickszeniu szans osiggania ponadprzecigtnych stop zwrotu. Jednak wyzna-
czanie linii efektywnej dla zadania optymalizacyjnego, w ktorym funkcja kryterium zalezy
od trzech momentow, jest trudne i rzadko wykonywane ze wzgledu na brak odpowiedniego
algorytmu.

Jednym z podstawowych elementéw procesu konstrukeji portfela inwestycyjnego jest
wyznaczenie jego struktury, a tym samym okres$lenie liczby tworzacych go walorow.
Powigzanie stopnia zdywersyfikowania portfeli efektywnych z odpowiednimi wartosciami
parametréw modelu (8) pozwala na wskazanie inwestorowi odpowiednich zadan wyboru
portfela optymalnego, ktére odpowiadajg jego preferencjom dotyczacym struktury.
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Uwzglednienie w analizie portfelowej trzeciego momentu centralnego rozktadu stop zwrotu
wplywa na stopien dywersyfikacji. Im wigksza sita preferencji odnosnie do sko$nosci, tym
stopien zdywersyfikowania portfeli jest mniejszy. Ponadto wraz ze wzrostem wartos$ci
parametrow A i Y ilo§¢ sktadnikow w portfelach zmienia sie o jeden walor.
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THE STRUCTURE OF EFICIENT PORTFOLIOS IN MEAN-VARIANCE-SKEWNESS MODELS

Abstract: Purpose — The distributions of rates of return observed in the investment practice are asymmetric, so
the models which take into account only the mean and variance lack important features of portfolios. The aim of
this paper is to analyse the degree of portfolio diversification, considering additional criterion of maximisation
of the third central moment as a measure of skewness.

Design/Methodology/approach — In this paper we analyse the subsets of efficient portfolios which have the
same structure. Using additional criterion of maximisation of the third central moment we determine the optimal
portfolios having the same degree of diversification. In our research we analyse portfolios of stocks listed on
Warsaw Stock Exchange.

Findings — We show that consideration of skewness in the efficient portfolio analysis changes the structure of
optimal portfolios significantly. The greater the strength of preferences for skewness the lower the degree of
portfolio diversification.

Originality/Value — We propose a three-criteria optimal portfolio selection model which maximises the expected
value and skewness and minimises the variance. Parametric analysis of the level of diversification allows us
to study the stability of the structure of optimal portfolios in relation to the investor preferences regarding the
expected return and skewness.

Keywords: skewness, diversification, efficient frontier
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