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Projekcja odwrdcona (inverse projection)
jako narzedzie wspomagajace poznanie przeszlo$ci demograficznej”

Inverse Projection as a Tool That Supports Understanding
Demographic Past

Abstrakt

W artykule postawiono dwa gléwne
cele. Po pierwsze, prezentacj¢ zatozen teo-
retycznych oraz techniki obliczen stoso-
wanych w projekcji odwrdconej (inverse
projection). Metoda, szerzej znana w an-
glojezycznej literaturze przedmiotu, zapro-
ponowana w latach 70. XX wieku przez
Ronalda D. Lee i rozwijana m.in. w kregu

Abstract

There are two aims in the article;
firstly, to present the theoretical assump-
tions and the calculation techniques
used in inverse projection. The method,
widely known in the Anglo-Saxon lit-
erature, created in the 1970s by Ronald
D. Lee and developed by members of the
so-called Cambridge Group has not been

" Przygotowanie opracowania sfinansowano w ramach programu Ministra Nauki i Szkolnic-

twa Wyzszego pod nazwa ,,Narodowy Program Rozwoju Humanistyki” w latach 2012-2017, pro-
jekt: Ludnosé¢ historycznego powiatu lubelskiego w latach 1582 (1594)—1900 w swietle rejestracji
metrykalnej.
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badaczy Cambridge Group nie doczekata
si¢ jeszcze petniejszego omowienia ani tez
zastosowania, na gruncie polskich badan
demograficznych. Drugi cel badan ma
wymiar praktyczny i polega na przepro-
wadzeniu symulacji potwierdzajacych ela-

yet comprehensively discussed or applied
by Polish demographers. The second
aim is practical and consists in carrying
out simulations confirming the flexibil-
ity while choosing the initial parameters
of the models of populations that are being

styczno$¢ w doborze parametrow poczat-  constructed.

kowych konstruowanych modeli populacji.

Problematyka badan demograficzno-historycznych oraz specyfika zrédet
stanowiacych ich podstawe determinuja wybor metod badawczych. W obszarze
badan nad ruchem naturalnym ludnosci powszechnie wykorzystuje si¢ metode
agregatywng oraz rekonstrukeji rodzin (nominatywna). Ta pierwsza postuguje si¢
zbiorczymi danymi o liczbie urodzen, matzenstw i zgonéw. Pozwala na uchwyce-
nie dynamiki zmian zachodzacych w ruchu naturalnym, okresleniu wahan sezo-
nowych i wyznaczeniu trendow, zazwyczaj w dtugich odcinkach czasu'. Otrzy-
mane dane nabierajg szczegolnej wartosci, jesli zostang skorelowane z wiedzg na
temat proceséw zachodzacych w gospodarce, zyciu politycznym i spotecznym.

Druga droga to wspomniana rekonstrukcja rodzin. W latach 50. XX wieku
udoskonalit ja i szczegotowo opisat, w pionierskim studium o normandzkiej pa-
rafii Crulai, Louis Henry. Technika postepowania polega na rekonstrukcji dzie-
jow demograficznych rodzin poprzez przyporzadkowanie parom malzenskim
wszystkich zdarzen demograficznych ich dotyczacych?. W efekcie pozwala to na
szczegblowy opis procesow demograficznych charakteryzujacych badana spo-
tecznos¢: rzeczywistego wieku matzonkow w momencie §lubu, dtugosci trwa-
nia zwigzkow matzenskich, wielkosci rodziny, ptodnosci kobiet i wielu innych.

! Wigcej o miernikach otrzymywanych na drodze analizy metoda agregatywna: Cezary
Kuklo, Demografia Rzeczypospolitej przedrozbiorowej (Warszawa: Wydawnictwo DiG, 2009),
156—174. Tam tez wskazowki metodologiczne i bogata literatura przedmiotu.

2 Etienne Gautier, Louis Henry, ,,Crulai. Démographie d’une paroisse normande au XVIle
et au XVIII siecles. Présentationd’uncahier de 'LLN.E.D”, Population 13 (1958), 2: 283-286; Mie-
czystaw Kedelski, Jan Paradysz, Demografia (Poznan: Wydawnictwo Akademii Ekonomiczne;j
w Poznaniu, 2006), 208—-209. Cenne uwagi o wczesniejszym wykorzystaniu metody nominatyw-
nej, takze na gruncie badan polskich: Kuklo, Demografia, 175. Ze wzgledu na wszechstronnos$¢
analiz stosunkowo najbardziej znana jest rekonstrukcja zmian demograficznych w wiejskiej pa-
rafii Bejsce: Edmund Piasecki, Ludnosé parafii bejskiej (woj. kieleckie) w swietle ksiqg metrykal-
nych z XVIII-XX w.: studium demograficzne (Warszawa: PWN, 1990). Zob. tez monumentalng
prace autoréw skupionych w ,,Cambridge Group for the History of Population and Social Struc-
ture”: Edward Anthony Wrigley, R.S. Davies, James E. Oeppen, Roger S. Schofield, English
Population History from Family Reconstitution 1580—1837 (Cambridge—New York: Cambridge
University Press, 1997).
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Otrzymanie tak szczegdtowych charakterystyk badanej populacji okupione jest
jednak zawsze mozolnym procesem rekonstrukeji, ktory wymaga znacznych na-
ktadow pracy i czasu®. Istotny wydaje sie fakt, ze efekty tych badan nie zawsze
spetniaja wymogi reprezentatywnosci‘.

W praktyce mozliwosci metodyczne zmuszaja badacza do wyboru jednej
z wyzej wymienionych drog poznania: szczegdtowej analizy procesow demo-
graficznych, odnoszacych si¢ z reguty do niewielkich zbiorowosci i krotkiego
spektrum czasowego lub ujecia bardziej ogolnego, ograniczonego w poznaniu
do surowych wspotczynnikow demograficznych, jednak w dtugiej perspektywie
czasowej. Celem niniejszego artykulu jest omowienie alternatywnej drogi po-
stepowania — projekcji odwroconej. Jej pomystodawceg jest Ronald D. Lee, ktory
pod koniec lat 60. XX wieku, w dysertacji poswieconej wptywom szeroko ro-
zumianych czynnikéw ekonomicznych na przemiany demograficzne w preindu-
strialnej Anglii, oméwil glowne zalozenia metody®. W kolejnych publikacjach ten
sam autor dokonat kilku modyfikacji i rozszerzen®. Od tamtego czasu ukazato si¢
przynajmniej kilkanascie artykutéw i obszerniejszych prac, wykorzystujacych
logike postgpowania zaproponowang przez R.D. Lee. Pojawity si¢ takze kolejne
modyfikacje metody, ktore — wraz z rosngcymi mozliwosciami obliczeniowymi
komputerow — przyjety wyrafinowane formy analiz demograficznych’. Projekcja
odwrocona nie zostata jak dotad wykorzystana w polskich badaniach demogra-
ficzno-historycznych®, warto jednak przywota¢ dorobek polskich badaczy, kto-
rych prace okazujg si¢ cennym uzupetnieniem wiedzy pozwalajacej m.in. na lep-
sze rozumienie i praktyczne uzycie modelowych tablic trwania zycia. Stanistaw

3 Badania tego typu stanowig wciaz niewielka cze$¢ dorobku polskiej i §wiatowej demografii.
Zob. opini¢ na ten temat: Cezary Kuklo, ,,Polska demografia przesztosci u progu XXI wieku”,
Przesztos¢ Demograficzna Polski (dalej PDP) 22 (2001): 30.

4 Surowe kryteria doboru materiatu zrodtowego skutkuja wykorzystaniem tylko czgsci zare-
jestrowanych faktow ruchu naturalnego, w analizie pomijane sa osoby pozostajace poza struktura
rodziny, a specyfika badan predysponuje do eksploracji mniejszych jednostek osadniczych.

5 Ronald D. Lee, Econometric Studies of Topics in Demographic History (niepubl., 1970).

®'W 1974 r. opublikowat artykut, w ktorym przedstawit nieco zmodyfikowana, w stosunku do
weczesniejszej dysertacji, wersje metody. Ukazujac jej praktyczne zastosowanie, wykorzystal dane
ludnosciowe z angielskiej parafii Colyton, poddanej wczesniej przez E.A. Wrigleya badaniom
nominatywnym, otrzymujac zbiezne, w petni satysfakcjonujace wyniki. Ronald D. Lee, ,,Estimat-
ing Series of Vital Rates and age Structure from Baptisms and Burials: A New Technique, with
Applications to Pre-industrial England”, Population Studies (dalej: PS) 28 (1974), 3: 495-512. Zob.
tez: Ronald D. Lee, ,,Inverse Projection and Back Projection: A Critical Appraisal and Compara-
tive Results for England”, PS 39 (1985), 2: 233-248.

7'W latach 80. ubiegtego wieku Robert McCaa napisat program komputerowy, ktory pozwolit
na zautomatyzowanie procesu obliczeniowego. Program ten powstal pierwotnie w wersji syste-
mu operacyjnego DOS, ale doczekatl si¢ emulacji na system operacyjny Windows. Zob. Robert
McCaa, ,,Populate: A Microcomputer Projection Package for Aggregative Data Applied to Nor-
way, 1736-1970”, Annales de Démographie Historique 2 (1998): 287-298.

8 Wspomina o niej Cezary Kuklo, zob. Demografia, 195-197.
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Borowski zaprezentowat w latach 70. XX wieku cenne ustalenia odnoszace si¢
do populacji Dobrego Miasta w XVII wieku. Pracujac na unikatowym materiale
spisowym, uzupetnionym danymi z ksigg metrykalnych, wykorzystujac analize
kohortowa, oszacowat m.in. prawdopodobienstwo dalszego trwania Zycia nowo-
rodkow, a takze wspotezynnik reprodukeji brutto’. Takze wykorzystanie mode-
lowych tablic trwania zycia do rekonstrukcji wspotczynnikéw demograficznych
w populacjach, dla ktorych brakuje danych statystycznych, bylo juz stosowane
w publikacjach w jezyku polskim!®. Model Iudnosci ustabilizowanej, z ktorego
poczatek biorg zarowno modelowe tablice trwania zycia, jak i metoda opisywana
w niniejszym artykule, nalezy za$ do najwazniejszych zagadnien wspodtczesnej
demografii. Jego opis znalez¢ mozna w wielu podrecznikach w jezyku polskim'
oraz w rozszerzonej wersji w publikacjach dotyczacych demografii matema-
tycznej'?.

Ponizej zamieszczono doktadny opis metody, opierajacej si¢ na klasycznym
algorytmie opracowanym przez R.D. Lee, ktory pozostaje do dzisiaj najprost-
szym, ale zarazem najmniej wymagajacym pod wzgledem dodatkowych zatozen.
Dla peniejszego zrozumienia teoretycznych fundamentoéw projekcji odwrocone;,
wyjasnienie procedury postepowania uzupetniono o matematyczny opis stabego
twierdzenia ergodycznego (weak ergodicity theory) stanowigcego, wedtug Ken-
netha Wachtera, kamien wegielny demografii formalnej. Zwazywszy, iz punkt
poswigcony twierdzeniu ergotycznemu moze stanowi¢ wyzwanie dla czesci od-
biorcéw — humanistéw, przyzwyczajonych do mniej formalnych opiséw — przed
zasadniczym wywodem przypomniano podstawowe informacje na temat tech-
niki dziatan na macierzach. Czytelnik, ktory uzna, ze fundamenty lezace u pod-
staw projekcji odwroconej nie stanowig warunku sine gua non w zapoznaniu si¢
z omawiang metoda, moze przej$¢ do dalszej czgsci dyskursu — weryfikacji za-
lozen projekcji odwroconej. Ostatnia czgs¢ artykutu zawiera przyktady obliczen,
ktore potwierdzaja wyzej opisane teoretyczne zatozenia projekcji odwrdcone;j, ale

¢ Stanistaw Borowski, ,,Proba odtworzenia struktur spotecznych i proceséw demograficz-
nych na Warmii u schytku XVII w. na przyktadzie Dobrego Miasta i okolicy”, PDP 8 (1975):
125-198.

1 Przyktadem tego rodzaju zastosowania jest rekonstrukcja wspotczynnikow demograficz-
nych dla Ghany, zawarta w publikacji: Jerzy Z. Holzer, Model ludnosci ustabilizowanej (Warsza-
wa: SGPiS, 1969).

' Warto wymieni¢ tu przywotywany juz podrecznik: Kedelski, Paradysz, Demografia, 256—
288, a takze odnotowac, ze w bogatym dorobku naukowym wspomnianych badaczy-demografow
s takze prace poswigcone procesom demograficznym w przesztosci. Stanowig one duza pomoc
dla historykow zainteresowanych wykorzystaniem nowoczesnych metod analizy iloSciowej popu-
lacji. Zob. tez: Jolanta Kurkiewicz, red., Procesy demograficzne i metody ich analizy (Krakéw:
Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie, 2010), rozdz. 8.

12 Janina Jozwiak, Matematyczne modele ludnosci (Warszawa: SGPiS, 1985).

13 Kenneth W. Wachter, ,,Ergodicity and Inverse Projection”, PS 40 (1986): 275-287.
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stanowig tez punkt odniesienia dla weryfikacji samodzielnie przeprowadzonych
obliczen.

Metoda postepowania

Nazwa metody zwigzana jest z technika obliczania stosowang przez demo-
grafow w projekcji ludnosci't, ktora zostata tu niejako ,,odwrocona”, przy czym
chodzi tu o zmiane logiki postepowania, a nie o proste odwrdcenie ,,czasowe”
obliczen”. Innymi stowy, klasyczna projekcja ludnosci, wykorzystujac dane
o wspodlczynnikach plodnosci, zgondw i migracji, szacuje przyszie wartosci
ruchu naturalnego oraz wedrowkowego i w oparciu o nie prognozuje pozadane
parametry demograficzne. W przypadku projekcji odwrdoconej procedura pole-
ga na wykorzystaniu surowych danych ruchu naturalnego (urodzenia i zgony)
1 wykorzystaniu ich do wyprowadzenia wskaznikéw demograficznych, a takze
odtworzenia stanu populacji i jej struktury wiekowej. W pierwszej, najprostszej,
ale zarazem obarczonej najmniejszg liczba dodatkowych zatozen wersji metody,
oprocz wspomnianych danych na temat zdarzen ruchu naturalnego, potrzebne sg
informacje o liczbie i strukturze wieku populacji na poczatku badanego okresu.
Uwzgledniajac fakt, ze historyk rzadko dysponuje wiarygodnymi danymi o struk-
turze ludno$ci w epoce przedstatystycznej, najczesciej oznacza to koniecznos¢
siggnigcia do struktur wieku wyznaczanych za pomoca modelowych tablic trwa-
nia zycia i zatozen modelu ludno$ci ustabilizowanej (stable population)'®. Zakta-
damy wigc, ze struktura wieku ludnosci powinna by¢ zblizona do wystgpujacej
w populacji, w ktorej przez wiele lat wystepuja te same wspotczynniki zgonow

14 Andrzej Balicki, Analiza przezycia i tablice wymieralnosci (Warszawa: PWE, 2006).

5 Mozliwe jest takze przeprowadzenie calej procedury obliczeniowej, cofajac si¢ niejako
w czasie, czyli rozpoczynajac od daty pozniejszej, a konczac na okresie wezesniejszym. Taki
sposob postepowania nie budzi petnej akceptacji samego autora metody, ktory wskazuje na nie-
stabilnos¢ takiej procedury. Zob. Lee, ,,Inverse”, 235.

' Wigcej na temat populacji zastojowej zob. Marek Okolski, Demografia. Podstawowe po-
Jecia, procesy i teorie w encyklopedycznym zarysie (Warszawa: Wydawnictwo Naukowe Scho-
lar, 2004), 54-58. Do swoich obliczen Lee wykorzystat tablice autorstwa Coale’a i Demeny’ego.
Do innych, cz¢sto wykorzystywanych tablic wymieralnosci, mozna zaliczy¢ te opracowane przez
ONZ (UN Model Life Tables for Developing Countries), a takze Ledermann System of Model Life
Tables; BrassLogit System. Dla historycznych populacji ziem polskich dysponujemy nieliczny-
mi opracowanymi schematami wymierania. Zob. Stefan Szulc, ,,Dawne tablice wymieralnosci
Krolestwa Polskiego i m. Warszawy”, Kwartalnik Statystyczny 5 (1928), 2: 430—-444; Edmund
Piasecki, ,,Proba sporzadzenia okresowych tablic trwania zycia na podstawie ksiag ruchu natu-
ralnego w XVIII-XX w.”, PDP 16 (1985): 139-152; Mieczystaw Kedelski, Umieralnosé i trwanie
zycia ludnosci Wielkopolski w XIX wieku (Poznan: Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Po-
znaniu, 1996); Mieczystaw Kedelski, ,,Piramida wieku i tablice trwania zycia ludnosci Slqska
w 1864 roku”, PDP 20 (1997): 49-73. O doborze tablic trwania zycia w przyktadzie prezentowa-
nym w pionierskim artykule, zob. Lee, ,,Estimating”, 499.
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i dzietno$ci. W takiej sytuacji obserwowane bedzie state tempo wzrostu, spadku
lub brak zmian liczby ludno$ci. Rozktady dla réznych przypadkéw sag czescig
sktadowa modelowych tablic trwania zycia.

Poczatkowy stan populacji mozna ustali¢ na podstawie szacunkow, wyko-
rzystujac liczby urodzen, $lubow lub zgonéw i zakladanych wartosci surowych
wspolczynnikéw ruchu naturalnego'’, badz tez, co rzadkie w realiach polskich
epoki przedrozbiorowej, pozyska¢ ze zrodet historycznych, pamietajac jednak
zawsze o koniecznos$ci krytycznego podejscia do tego rodzaju danych'®.

Metoda wymaga pewnych zatozen wstgpnych. Po pierwsze, zaklada statos¢
r6znicy w rozktadach modelowych umieralnos$ci (mortality) przez caty okres pro-
jekeji, co w praktyce oznacza, ze jesli te zmiany nast¢puja, to zawsze wedtug tego
samego profilu umieralno$ci — d; (domain of mortality change)”. Jego wartosci
ro6znig si¢ w obrebie poszczegdlnych klas wieku, sa natomiast niezmienne przez
caty badany okres. Statg warto$¢, w catym okresie projekcji, przyjmuje si¢ takze
dla prawdopodobienstwa zgonu — ¢,, od ktérego zaczyna si¢ procedur¢ dopaso-
wywania w kazdym okresie wspotczynnikdéw zgonow tak, aby finalnie otrzymac
obserwowang liczbe zmartych. Dodatkowym zatozeniem metody jest brak migra-
¢ji?’. Niezwykle istotny warunek stanowi takze posiadanie doktadnych danych
o liczbie urodzen i zgonow, rzutuje to bowiem na wartos¢ otrzymanych wynikow.
Efektem projekcji odwroconej sa, w pierwszym rzedzie, informacje o wspolczyn-
nikach zgonow prowadzacych do obserwowanych zagregowanych danych o licz-
bie zgondéw oraz informacje o liczebno$ci populacji ze szczegdtowymi danymi
o strukturze wieku. Na tej podstawie mozna za$ wyznaczy¢ wskazniki przecigt-
nej dtugosci trwania zycia — (e,) oraz wspotczynnik reprodukcji brutto* (gross
reproduction rate) dla dowolnej klasy wieku, w dowolnym momencie badanego
okresu?. W omawianej wersji metody algorytm opracowany przez R.D. Lee wy-
korzystuje zagregowane S-letnie przedzialy wieku, a takze 5-letnie okresy czasu.

17 Por. Edmund Piasecki, Ludnosé¢ parafii bejskiej (woj. kieleckie) w swietle ksiqg metrykal-
nych z XVIII-XX w. Studium demograficzne (Warszawa—Wroctaw: PWN, 1990), 91-96.

18 Trena Gieysztorowa, ,,Niebezpieczenstwa metodyczne polskich badan metrykalnych X VII-
XVIHI wieku”, Kwartalnik Historii Kultury Materialnej (dalej: KHKM) 19 (1971), 4: 557—-604.

1 Takze ptodnosci (fertility). Lee, ,,Estimating”: 495-496.

2 Scislej mowiac, koniecznosé przyjecia, ze bilans migracji wynosi zero. Uwaga ta dotyczy
tylko pierwotnej (omawianej w niniejszym artykule) wersji metody. W praktyce stosuje si¢ rézne
metody szacowania imigracji po to, aby oczyszczony z nich zbidr danych mogt spetni¢ zatozenie
braku wptywu migracji na liczbe ludnosci w modelu.

2I'W klasycznej metodzie zaproponowanej przez Ronalda Lee pte¢ nie jest wyodrebniona,
zatem przyblizone wartosci wspotczynnika reprodukcji brutto otrzymuje si¢ poprzez odnoszenie
liczby dzieci obu pici do liczby ludnosci w wieku 15—49 lat (wieku rozrodczym kobiet).

22 Dzigki pdzniejszym rozszerzeniom metody, repertuar mozliwych do otrzymania parame-
tréw mozna poszerzy¢ m.in. o wspotczynnik reprodukeji netto i strukturg wiekowa ludnosci z po-
dziatem na plec.
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Ponadto Lee, grupujac dane wedtug wieku, dokonat agregacji danych dla ostat-
niej grupy wieku, stad w pierwotnej wersji metody ostatnia klasa obejmuje osoby
w wieku 55 i wiecej lat®.

Gloéwng ideg metody jest odpowiednie rozdzielenie zagregowanej liczby zgo-
néw miedzy kolejne grupy wieku w sytuacji, gdy nie posiadamy danych o struk-
turze wieku zmartych. Procedura prowadzaca do tego podziatu wyglada naste-
pujaco: rozpoczynajac projekcje dla danego okresu, mnozymy kolejne wartosci
prawdopodobienstw zgonow przez liczebnos¢ osob w kolejnych grupach wieku
w okresie wczesniejszym. Suma iloczyndéw stanowi oczekiwang liczbe zgonow
w badanym okresie. Ich porownanie z empiryczng liczbg zgonow z tego samego
okresu pozwala na ustalenie roznic. W kolejnym kroku réznice te nie sg jednak
rozdzielane do poszczeg6lnych rozktadow prawdopodobienstw zgonow g¢;, ale do
zmiany wzorca umieralnosci d,, charakterystycznego dla poszczegélnych grup
wieku?!. Stuzy do tego tzw. wskaznik korygujacy (an index of mortality varia-
bility) — k,, petniacy takze istotng role kontrolng. Przyktadowo, jesli wezmiemy
pod uwage dwie procedury projekcji, z identycznymi parametrami poczatkowy-
mi i liczbami urodzen i1 zgonéw, rdéznigcymi si¢ jednak rozktadami prawdopo-
dobienstw zgondéw — (q;V # q;%), wowczas o lepszym dopasowaniu parametrow
projekcji swiadczy¢ bedzie nizszy wskaznik dopasowania umieralnosci K2 (ob-
liczony poprzez podniesienie k, do kwadratu i zsumowanie go za caty badany
okres)*.

Wykorzystujac wyzej wymienione elementy sktadowe, otrzymujemy wzor
na prawdopodobienstwo zgonu g,, w grupie oséb w wieku i w okresie £. Ponizsze
wzory obrazuja formalnie procedure postepowania opisang przez Lee w 1974
roku.

Na poczatek wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

N,,— rozktad populacji wedtug wieku i w czasie ¢ (w badaniach przyjmuje
si¢ najczesciej, ze ¢ jest okresem jednorocznym lub pigcioletnim, dla
uproszczenia obliczen przyjmuje si¢ takze pigcioletnie rozktady wie-
ku, tzn. 0-4, 5-9, 10-14, 15-19 itd.),

B, — liczba zaobserwowanych urodzen w czasie ¢,

D, — liczba zaobserwowanych zgonéw w czasie ¢,

3 Lee, ,,Estimating”, 496. W rozwinig¢ciach metody pojawily si¢ algorytmy umozliwiajace
otrzymanie struktury wiekowej ludnosci z podziatem na poszczegdlne roczniki, a takze
w corocznych okresach czasu. Zob. przypis 7.

% Lee, ,,Inverse”, 496—497.

2 Wigcej na ten temat zob. Robert McCaa, ,,Benchmarks for a New Inverse Population
Projection Program. England, Sweden, and a Standard Demographic Transition”, w: Old and New
Methods in Historical Demography, red. David S. Reher, Roger S. Schofield (Oxford: Clarendon
Press, 1993), 40-56.
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q:, — wspotczynniki zgonu dla grupy wieku i w czasie ¢ (tj. prawdopodo-
bienstwo, ze osoby bedace w przedziale wieku i do i + 1 umra w okre-
sie f),

L, — liczba osobolat przezytych w danej klasie wieku (rownej sumie lat

przezytych wewnatrz rozwazanego przedzialu czasowego przez oso-
by, ktore przetrwaty do kolejnej klasy wieku i lat przezytych wewnatrz
przedzialu czasowego przez osoby, ktore zmarty w jego trakcie).
Metoda wprowadzona przez Lee opiera si¢ na zatozeniu, ze rozktady zgonéw
wedtug wieku mozna opisa¢ za pomocg funkcji opartej o wybrany modelowy
rozktad wspotczynnikow zgondw g;oraz korekte opartg na pomniejszeniu lub po-
wiekszaniu o parametr k, (wspotczynnik zalezny tylko od czasu /) tego rozkladu
o roznice d;, wynikajaca z typu tablic modelowych, co mozna zapisaé¢ nastgpuja-
co:

q9.,=9: ktdi 1)
gdzie
g =12 e

1

Aby okresli¢ wspotczynnik g, wykorzystuje sie modelowe tablice trwania zycia.
Natomiast wspotczynnik d, jest r6znicg migdzy wspolczynnikami g, dla dwoch
sgsiednich tabel zycia, tzn.

di = qi(l) - qi(Z); qi(l) > qi(Z) (3)

Niech o bedzie najwyzszym przedziatem wieku. Oznaczmy ponadto oddzielnie
liczbg nowo narodzonych dzieci jako oddzielng poczatkowa grupe wieku N_, ,= B,
podlegajaca odrgbnemu prawdopodobienstwu zgonu niz dzieci w wieku 0—4 lata.
Aby wyznaczy¢ wspotczynnik korygujacy k,, pozwalajacy na uspdjnienie obser-
wowanej liczby zgonow i dopasowywanych w metodzie wspotczynnikow zgo-
néw, wykorzystujemy nastepujaca zaleznosc:

-1
D, = Zqi,tNi,t )
i=—1
Po zastosowaniu wzoru (1) otrzymujemy
-1
Dt = Z(qi(l) + ktdi)Ni,t (5)
i=—1

Poniewaz wspotczynnik k, zalezy tylko od czasu z, wigc po przeksztalceniach
otrzymujemy

-1 -1
Dt = Zqi(l)]vi,t + kt Zdt]vtt (6)
i=-1 i=—1
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Stad po zastosowaniu zalezno$ci (3) mamy
_ D-X"g"N,
LY a-aw,
Nastepnie wykorzystujemy fakt, ze prawdopodobienstwo przezycia do nastgpne;j
klasy wieku i, oznaczane symbolem p,, spetnia zwigzek p; + ¢, = 1. Gtéwna za-

leznos$¢ wykorzystywana w metodzie projekcji odwroconej jest zaleznoscia reku-
rencyjng postaci:

(7

N,

i+1,041

=N, (1-g,) dla i=0,1,...,0-2 @®)

z warunkiem poczatkowym N_, ., = B,,,.

Charakter rekurencyjny zaleznos$ci (8) okresla kolejnos¢ wykonywania ob-
liczen, tzn. najpierw nalezy znalez¢ k., potem N,,.,, nastepnie k., i N,,; itd.
dla kazdej grupy wieku i. Punktem wyjsciowym do zastosowania rekurencji (8)
jest znajomos$¢ rozktadu populacji wedtug wieku i w czasie poczatkowym ¢, tzn.
wielko$¢ ;. Jak wezesniej wspomniano, strukture wieku populacji w momencie
rozpoczecia projekcji mozna uzyskac¢ z wynikow badan nominatywnych (jesli sa
dostepne) lub modelowych tablic trwania zycia, ktorych parametry dobiera si¢
tak, aby struktura wieku byta mozliwie zblizona do prawdopodobnie wystepuja-
cej na danym obszarze i w danym okresie. W dalszej czesci artykutu wskazano,
ze zbudowany model ma wtasnosci ergodyczne. Nawet jesli poczatkowy rozktad
ludnosci wedtug wieku nie jest spdjny z dostepnymi informacjami, wraz z ko-
lejnymi iteracjami projekcji bedzie on zbiegal do rozktadu bezposrednio wyni-
kajacego z otrzymanych za pomocg skorygowanych wspédlczynnikow zgonow.
Metodg projekcji odwrdconej mozna takze wykorzysta¢ do oszacowania podsta-
wowych miar demograficznych dla badanej populacji: oczekiwanej dalszej diu-
gosci zycia w momencie urodzenia (f) w sposob kohortowy e (¢) lub przekrojowy
e,’(t) oraz wspotczynnikow ptodnosci wedtug wieku m,, dla badanej populacji.

Miary oczekiwanego dalszego trwania zycia mozna wyznaczy¢ za pomoca
nastgpujacych wzordéw. Niech p;, oznacza proporcj¢ w kohorcie 0sob z grupy
urodzonej w okresie (t — i — 1, ¢t — i) dozywajacych wieku (7, i + 1) w okresie ¢.
Wtedy 1

pic,t ZH(l_Qj,l—i+j) (9)
j=—1

Dla jednorocznych grup wieku proporcje te sa liczbami osobolat przezytych
przez osoby z danej kohorty w okreslonych okresach czasu, zatem po zsumowa-
niu wszystkich grup wieku otrzymujemy przeci¢tng dtugos¢ trwania zycia w mo-
mencie narodzin dla kohorty e¢(f), tzn.
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o-1
eg (t) = Zpiitﬂ#l (10)
i=—1
gdzie ¢ jest okresem czasu, w ktorym urodzity si¢ osoby z kohorty. W przypadku
gdy rozwazane sg okresy pigcioletnie, sktadniki powyzszej sumy sg przemnazane
przez 5. W analogiczny sposob mozna oszacowaé przekrojowe oczekiwane dtu-
gosci trwania zZycia w momencie narodzin e} (t) za pomocg zaleznosci:

-1
e (1)=2.p. (1
gdzie L !
pi,t = H(l_qj,t) (12)
j=1

Z kolei w celu otrzymania wspoiczynnikéw ptodnosci wedtug wieku m,, sto-
suje si¢ dopasowywanie za pomocg parametru f, modelowego rozktadu wspot-
czynnikow ptodnosci w czasie ¢ okreslonego wzorem

m;, = f,m; (13)
gdzie m; jest zatozonym rozktadem wspotczynnikoéw dzietnosci (np. wzigtym

z modelowych tablic ludno$ci), za$ f, parametrem korygujacym wspolnym dla
wszystkich wspotczynnikow ptodnosci w okreslonym okresie czasu. Jezeli przyj-

a
miemy, ze wspotczynnik m. jest znormalizowany, tzn. |m(a)da =1, to wspol-
y. poiczy i) y. p
0

czynnik f; bedzie rowny wspotczynnikowi reprodukcji brutto w czasie . Ponie-
waz wspotczynnik m; , odnosi si¢ do obydwu pici, wige

b1
Bt = ' Emi,t (Ni,t + Zvi,t+1) (14)

gdzie a1 P (=15, p =49) sg odpowiednio dolng i gérng granicg rozpigtosci wieku
ptodnosci kobiet. Korzystajac z zalezno$ci (13), mamy

p-1
B, = Z%f;mt (Ni,t + Ni,z+1) (15)
Stad 1_14 1
B =2 5m (N + N (16)

Zatem zaréwno wspotczynnik reprodukcji brutto, jak i wspotczynnik korygujacy
w czasie rozktad wspotczynnikow plodnosci rowny jest
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/= 5 (17)

-1
Zi;guz( w T it+)

Podejmujac dyskusje nad oryginalng metoda badania populacji historycz-
nych, nalezy podkresli¢, ze jej duza wartos¢ polega na tym, iz do wymaganych
obliczen wystarcza ograniczone dane zrodtowe, tj. stan poczatkowy populacji
oraz liczby ruchu naturalnego. Musza one by¢ uzupetnione o znajomos¢ struktu-
ry wieku populacji oraz parametry demograficzne, takie jak przecietne trwanie
zycia, ptodno$¢ oraz poziom migracji. Z perspektywy warsztatu historyka, dane
tego typu rzadko kiedy maja charakter empiryczny, stad konieczno$¢ przyjecia,
czesto dyskusyjnych w kontekscie ich praktycznego wykorzystania, rozwigzan
modelowych. W rozpoczetej w potowie lat 70. ubiegtego wieku debacie nauko-
wej zwrocono tez uwage na pewne ,,utomnosci” metody projekcji odwrdconej,
rownoczes$nie wskazujac propozycje jej udoskonalenia. Jedna z pierwszych mo-
dyfikacji zaproponowat norweski badacz Helge Brunborg. Zauwazyt on, iz za-
stosowane przez Ronalda Lee grupowanie ludnosci pod wzgledem wieku, skut-
kuje istotnym bledem na po6zniejszym etapie obliczen. Zamierzeniem Lee byto
uproszczenie catej procedury obliczeniowej (pamigtajmy, ze pierwotna wersja
projekcji odwroconej pojawita sig, kiedy zarowno uzytkowanie komputerow, jak
1 same mozliwosci obliczeniowe maszyn byty znacznie ograniczone), stad w ba-
danej populacji osoby w wieku 55 lat i wiecej znalazty si¢ w jednym przedziale
wieku. To uproszczenie, jak wykazal Brunborg, prowadzito do znieksztalcania
obliczanych proporcji wieku w populacji. Problem ten nie byt tak istotny, kiedy
oczekiwana dlugos¢ zycia dla badanej populacji nie przekraczata znaczaco 30 lat.
Negatywny efekt agregacji pojawial si¢ wraz ze wzrostem tego wskaznika lub
jego silnym zréznicowaniem w czasie. Algorytm Brunborga z 1976 roku umozli-
wiat stosowanie ostatniego, otwartego przedziatu z dolng granicg 75, 95, a nawet
100 i wigcej lat®®.

Kolejnym waznym rozwinigeciem metody Ronalda Lee bylo zastapienie 5- lub
10-letnich okresow projekcji ujeciem corocznym. Po raz pierwszy rozwiazanie
to zastosowali Jean-Noél Biraben i Noél Bonneuil. Poczatkowo podejscie takie
krytykowano za przesadng doktadnos¢, ktora ktdcita sie z rownoczesnym wyko-
rzystywaniem czesto watpliwej jakosci danych zrodtowych. Badacze udowodnili
jednak, ze w latach kryzysowych agregacja danych prowadzita do btedow. Zacie-
rato si¢ zroznicowanie umieralno$ci w poszczeg6lnych latach, co w konsekwencji

26 Helge Brunborg, ,,The Inverse Projection Method Applied to Norway, 1735-1974” (niepubl.,
1976).
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skutkowato fatszywym obrazem struktury wieku badanej populacji w czasie
trwania kryzysu?’.

Metode projekcji odwroconej poddano krytyce w kontekscie wyzej wspo-
mnianych zapasci demograficznych, wywotanych np. epidemiami choréb zakaz-
nych, kleskami gtodu, wojnami. Wykorzystanie do obliczen modelowych tablic
trwania zycia obarczone jest wowczas duzym ryzykiem btedu?. Dla przyktadu,
interpolacja wysokich wspoétczynnikéw zgonow charakterystycznych dla naj-
mtodszych i najstarszych grup wieku skutkuje zawyzeniem liczby zmartych
wilasnie w tych kategoriach wieku. Przyktad rozwigzania problemu przedstawili
wloscy badacze, ktorzy dla lat klgskowych postuzyli si¢ wzorcami umieralnosci
uzyskanymi empirycznie®. Mniej precyzyjna, cho¢ czesciej stosowana, mody-
fikacja metody polega na przyjeciu umownego progu umieralnosci (dla spote-
czenstw preindustrialnych okoto 40 zgonéw na 1000 mieszkancow), ponizej kto-
rego zgony wedtug wieku rozdzielane sg na podstawie standardowego schematu
postepowania projekcji odwroconej, zas zgony powyzej tego progu — wedtug ta-
kiego samego prawdopodobienstwa dla kazdego z przedziatow wieku®.

Waznym uzupelnieniem projekcji odwroconej byta tez modyfikacja algoryt-
mu umozliwiajgca projekcje ludnosci z podziatem na pte¢. Ograniczenie w tym
zakresie stanowi tylko dostepno$¢ do danych uwzgledniajacych ten podziat®'.

Obok klasycznej metody projekcji odwroconej 1 jej rozwinigé pojawity si¢
takze nowe propozycje metodologiczne, nawigzujace do idei zaproponowanej
przez Ronalda Lee. Charakteryzujg si¢ one bardziej zaawansowanymi technikami
obliczeniami, sg takze bardziej wymagajace, jesli chodzi o zakres wejsciowych
danych zroédtowych. Najwazniejsze z nich to: back projection, general inverse
projection, differentiated inverse projection oraz stochastic inverse projection™.

27 Jean-Noél Biraben, Noél Bonneuil, ,,Population et économie en pays de Caux aux XVle et
XVlle siécles”, Population 6 (1986): 937-960.

28 Zdawat sobie z tego sprawe R. Lee (zob. Lee, ,,Estimating”, 496).

2 Salvatore Bertino, Eugenio Sonnino, ,,La proiezione inversa stocastica: tecnica e applica-
zione”, w: Le ltalie Demografiche. Saggi di demografia storica, red. Marco Breschi, Giovanna
da Molin, Lorenzo del Panta, Luigi Pace (Udine: Dipartimento de Scienze Statistiche, Universita
degli Studi di Udine, 1995).

39 Noél Bonneuil, ,,The Trend Method Applied to English Data” w: Old and New Methods,
57-65.

31 Robert McCaa, ,,The Female Population of Chile, 1855-1964: A Microcomputer Balance
Sheet Method”, Latin American Population History Newsletter 15 (1989): 9—14.

32 Ostatnie podsumowanie badan w zakresie wykorzystania projekcji odwroconej i pokrew-
nych metod, zob. Elisabetta Barbi, Salvatore Bertino, Eugenio Sonnino, red., Inverse Projection
Techniques. Old and New Approaches (Rostock: Springer, 2004).
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Twierdzenie ergodyczne

Idea wykorzystywana w projekcji odwrdoconej oparta jest na stabym twier-
dzeniu ergodycznym w demografii. Juz Kenneth Wachter® zauwazyt, ze zalety
stosowania metody projekcji odwroconej wynikaja z mozliwosci wykorzystania
zaleznosci wynikajacych z rownania Lotki*, opisujacego konsekwencje statosci
wspotczynnikéw demograficznych w dtugim okresie. Zaleta wystepowania ergo-
dycznosci w projekcjach odwrdconych jest mozliwos¢ automatycznego, stopnio-
wego korygowania struktury ludnosci przez algorytm stosowany w projekcjach.
Oznacza to, ze nawet w przypadku przyjecia wyjsciowych wartosci dalekich od
spojnosci z danymi dotyczacymi urodzen i zgondéw oraz przyjetych tablic trwa-
nia zycia, odwrocona projekcja zbiega do wartosci spdjnych z dostgpnymi dany-
mi empirycznymi. Niemniej jednak pozadana z punktu widzenia wyznaczania
struktur wieku ludnosci w przesztosci wlasnos¢ ergodycznosci wystepuje w od-
wroconych projekcjach jedynie pod pewnymi warunkami sformutowanymi przez
Wachtera.

W niniejszej pracy podamy najpierw matematyczng wersj¢ stabego twier-
dzenia ergodycznego, na poczatek przypominajac podstawowe pojecia z algebry,
ktore beda wykorzystywane w kolejnych formutach. Macierza, oznaczang sym-
bolem A, nazywamy prostokatng tablice ztozona z mn liczb ustawionych w m
wierszach 1 n kolumnach. Liczby m, n nazywamy wymiarami macierzy. Jezeli
m = n, to macierz A nazywamy macierza kwadratowg stopnia n. Ogolnie macierz
o wymiarach m x n mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

a, 4

A= @ . i | lub A4=[q,]

mxn*

a

ml mn

W rozdziale tym rozwazymy tylko macierze kwadratowe. Zapis a; oznacza,
ze dana liczba (element macierzy) znajduje si¢ w i-tym wierszu i j-tej kolumnie.
Macierzg nieujemna (odp. dodatnig) nazywamy takg macierz, w ktorej wszystkie
elementy sg nieujemnymi (odp. dodatnimi) liczbami rzeczywistymi. Iloczynem
dwoch macierzy kwadratowych 4 = [a;] 1 B = [b,] tego samego stopnia n nazy-
wamy macierz kwadratowg C = [c,] stopnia n, w ktorej kazdy element wyzna-
czamy z zalezno$ci ¢, =a,b; +a,b,, +...+a,b, dla 1l <i,j < n. Zapisujemy

wtedy C = A4 - B lub C = AB. Niech k € N, k-ta potega macierzy kwadratowej

33 Wachter, ,,Ergodicity ”, 276.
3 Alfred J. Lotka, ,,The Structure of the Growing Population”, Human Biology 3 (1931), 4:
459-493.



102 Dorota Brod, Piotr Rachwat, Pawet Strzelecki

A nazywamy macierz A* = A4 - A - - - A, gdzie po prawej stronie tej zaleznoSci
macierz A wystepuje k razy.

Wiasnosci iloczynéw macierzy nieujemnych i ich zwigzek z twierdzeniem
ergodycznym rozwazany byt przez Johna Hajnala®. Niech 4, /=1, 2, ..., bedzie
ciggiem macierzy kwadratowych stopnia n. Rozwazmy iloczyn tych macierzy
postaci:

H, =AA A

a4, A4, gdzier,p=1,2, ..ir=p.
Niech H,, = [hl.(f]’.”')} . Wtedy istnieja dodatnie liczby V,”, niezalezne od j takie,
ze dla ustalonego p przy r —

(p.r)

h"(’; - VP dla wszystkich i, j, k (18)

k.j

Niech teraz H,, = 4,4, ,...4,,,. Wtedy istniejg liczby ¥, ", niezalezne od j ta-

re =1 Tplt

kie, ze dla ustalonego p przy r —

AL .
L —y “9)

7.k

Konsekwencja zaleznosci (18) i (19) jest znane twierdzenie Coale’a-Lopeza,
sformutowane przez Coale’a w 1958 roku i udowodnione przez jego studenta Lo-
peza w 1961 roku. Twierdzenie to nazywane jest stabym twierdzeniem ergodycz-
nym. Mowi ono, ze dla danych dwoch populacji poczatkowych z réznymi struktu-
rami wieku, ale zwigzanymi z tym samym ciggiem wspotczynnikow zyciowych
(tzn. wspotczynnikéw umieralno$ci i ptodnos$ci), zmieniajacych si¢ w czasie, ich
rozktady wedtug wieku bedg podobne po uptywie pewnego czasu. W literaturze
mozna znalez¢ rézne dowody tego twierdzenia, m.in. dowdd z wykorzystaniem
rachunku macierzowego. Dowdd stabego twierdzenia ergodycznego w terminach
poje¢ demograficznych przeprowadzit W. Brian Arthur w 1981 roku’.

Ponizej omoéwimy zastosowanie twierdzenia ergodycznego w demografii®’.
Oznaczmy przez Y(f) wektor o k nieujemnych wspotrzednych Y (), gdzie Y,(¢) jest
liczba kobiet w czasie ¢, ktore osiagna wiek 7, i = 1, 2, ..., k w dniu swoich nastgp-
nych urodzin. Wektor ten, tzn. Y(¢) = [Y(?), Y5(D), ..., Y, (¢)], bedziemy nazywac
k-wektorem lub wiekowym censusem w czasie . Przyjmujemy norme¢ wektora

35 John Hajnal, ,,On Products of Non-negative Matrices”, Mathematical Proceedings of the
Cambridge Philosophical Society 79 (1976): 521-530.

3¢ W. Brian Arthur, ,,The Ergodic Theorems Of Demography: A Simple Proof ", ITASA Work-
ing Paper (1981): 1-10.

37 Joel B. Cohen, ,,Ergodic Theorems in Demography”, Bulletin of the American Mathemati-
cal Society 1 (1979), 2: 275-295.
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||Y || = |Y1 | + |Y2| +- 4 |Yk| Ponadto przez rozktad wiekowy y(¢) censusu Y(¢) rozu-

miemy znormalizowany wektor y(t) = ” ;Eg I (ly@®||=1. Niech x(¢) bedzie

ciggiem operatorow, ¢ = 1, 2, ..., odwzorowujacych nieujemne k-wektory na pew-
ne nieujemne k-wektory. Rozwazany model moze by¢ zapisany nastgpujaco:

Yt + 1) = x(@+1)Y(@), 1= 0, 1,2, ... (20)

Twierdzenia ergodyczne w demografii przy danym zatozZeniu o ciaggu {x(f)}
opisuja zachowanie populacji wymiaru ||¥(?)|| oraz strukture wieku Y(f) i poka-
zuja, ze zachowanie tych wiclkosci jest niezalezne od warunkoéw poczatkowych.
Rozréznia sie trzy typy twierdzen ergodycznych: mocne, stabe i stochastyczne
twierdzenie ergodyczne. W mocnym twierdzeniu ergodycznym zaktada sig, ze
x(?) jest stale w czasie 7. Stabe twierdzenie ergodyczne zaklada, ze ciag {x(?)} jest
ustalonym ciggiem. Natomiast stochastyczne twierdzenie ergodyczne zaktada, ze
{x(z,w)} jest probka stochastycznego procesu, w ktorym x(¢) jest wybrane ze zbio-
ru mozliwych operatorow.

Zatozmy, ze x(f) jest liniowym operatorem, reprezentowanym przez macierz
kwadratowg stopnia k postaci

b, gdy i =1,
X =x(), gdzie x; =4 s(f), gdy i=j + 1,
0 w pozostatych przypadkach.

Zatem
_bl(t) bz(t) bk—l(t) bk(t)_
s,(1) 0 0 0
x(l)z 0  s,(0) - 0 0 21)
i 0 0 8, (0) 0 ]

gdzie b,(f) > 0 jest plodnoscia w jednostce czasu w klasie wieku i (zaktadamy,
ze iloraz liczby kobiet w klasie wieku 1 w czasie ¢ + 1 urodzonych w przedziale
(¢, t + 1) do liczby kobiet w klasie wieku i w czasie ¢ jest rowny b, (¢ + 1) Y, (?).
Wtedy liczba kobiet w klasie wieku 1 w czasie r + 1 wyrazona jest nastepujaca

zaleznoscia:
k
Y (1+1)=>b (t+1)Y,(¢) (22)

i=1
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Nieujemne elementy s,(f) macierzy (21) okreslaja prawdopodobienstwo, ze osoba
w wieku i przezyje jeszcze rok i stanie si¢ doktadnie rok starsza. Zatem liczba
kobiet w klasie wieku i + 1 w czasie ¢t + 1 moze by¢ opisana nast¢pujacg zalez-
noscia:

Yo+ D=s+ DY@, i=12, .., k-1 (23)

Rownania (21), (22) i (23) sa spojne z rownaniem rozwazanego modelu (20).
Dziatanie operatora x(f) jest utozsamione z mnozeniem odpowiednich macierzy.
Zat6ézmy, ze kazda macierz projekcji X postaci (21) w zbiorze wszystkich macie-
rzy projekcji, oznaczonym przez X, spetnia warunki s,> 0, ..., 5,, >0, b, , >0, b,
> 0 1iloraz najmniejszego dodatniego elementu do najwiekszego elementu tej ma-
cierzy jest nie mniejszy niz R > 0. Przy tych zatozeniach zbior X jest ergodycznym
zbiorem macierzy (pomijamy definicje tego pojecia®®). Wtedy w kazdej potedze
macierzy z tego zbioru, tzn. macierzy X*, wszystkie elementy sg dodatnie. Ponad-
to kazda macierz bedaca iloczynem k macierzy ze zbioru X jest takze macierza
dodatnig. Podsumowujac, udowodnienie ergodycznosci macierzy przedstawione
powyzej oznacza, ze metoda projekcji odwroconej powinna z czasem prowadzic
do wynikéw niezaleznych od poczatkowej struktury wieku, ktora ze wzgledu
na niedostepnos¢ danych historycznych moze by¢ obarczona bledem. Ponadto
mechanizm zawarty w metodzie Lee powinien takze korygowac¢ potencjalne nie-
zgodnosci pomiedzy zaktadanymi tablicami trwania zycia oraz zagregowanymi
danymi o liczbie zgonow.

Wilasnos$ci metody a elastycznos$¢ stosowania projekcji odwroconej
w praktyce

Do zbadania odpornosci omawianej metody na potencjalnie bledne zalozenia
poczatkowe postuzylismy si¢ tymi samymi danymi, ktore wykorzystal w swo-
ich obliczeniach Lee, tj. liczbami ruchu naturalnego zarejestrowanymi w parafii
Colyton (hrabstwo Devon w Anglii)*’. Parametry wej$ciowe potrzebne do projek-
cji charakteryzujace dalsza oczekiwang dtugo$¢ zycia w chwili urodzenia oraz
strukture wieku populacji zaczerpnigto z tablic Demeny’ego i Coale’a (szcze-
gotowe odniesienie do tablic zob. zrédlo do tabel 1 i 2). Wyniki otrzymane
przez Lee okazaly si¢ zgodne z ustaleniami Wrigleya, korzystajacego z metody

3% Zob. Hajnal, ,,On Products”, 521-531.
% Kolumny 2 i 3, Lee, ,,Estimating”, 500.
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rekonstrukcji rodzin*’. Nasze obliczenia rdznig si¢ nieznacznie od obliczen Lee
(zob. wykres 1)* i wynikajg m.in. z rdéznej liczby przedziatow wieku®, a takze
przestanek technicznych, tj. zaokraglania obliczanych warto$ci®.

Wykres 1. Dalsze przeci¢tne trwanie zycia w chwili urodzenia (e,)
w parafii Colyton w latach 1545-1829 wedtug obliczen Roberta Lee
oraz przy wykorzystaniu programu Populate

679 ]

699 |

719 ]

739 ]

759 ]

799

819

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ
—o— Lee —O— Populate

Zrodto: zob. tab. 1.

Dane zawarte w tabeli 1 stanowig punkt wyjscia dla dalszych, kluczowych
z perspektywy ukazania wtasciwosci metody, obliczen. Symulacje zawarte w ta-
beli 2 oraz na wykresie 2 1 3 maja za zadanie pokazac ,.elastycznos¢” projekcji
odwroconej (co jest szczegolnie wazne w przypadku niedostatku informacji zro-
dtowych) i zobrazowaé zalozenia teoretyczne lezace u podstaw metody.

40 Edward Anthony Wrigley, ,,Family Limitation in Pre-industrial England”, Economic His-
tory Review 19 (1966): 82-109; tenze, ,,Mortality in Pre-industrial England: The Example of
Colyton, Devon, over Three Centuries”, Daedalus 97 (1968), 2: 546-580.

W przypadku wspotczynnika reprodukeji brutto réznice te sg na tyle nieznaczne, ze na
wykresie praktycznie niedostrzegalne.

42 Robert Lee, podobnie jak w prezentowanym przykladzie, wykorzystuje 5-letnie przedziaty
wieku, jednak konczy grupowanie na wieku 49 lat. Kolejny otwarty przedzial grupuje osoby ma-
jace 50 1 wiecej lat. Zob. Lee, ,,Estimating”, 511-512.

# Do obliczen, ze wzgledow praktycznych, postuzono si¢ programem Populate (zob. przy-
pis 7). Wyzszos$¢ programu Populate nad ,,recznymi” obliczeniami polega przede wszystkim na
zautomatyzowaniu catego procesu obliczeniowego, dodatkowo program ma wbudowana bazg
200 tablic trwania zycia, co w praktyce oznacza, ze danych dotyczacych prawdopodobienstw
zgonow dla poszczegodlnych przedziatow wieku, jak i danych o modelowej strukturze wieku, nie
musimy przenosi¢ np. do arkusza kalkulacyjnego.
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Dane z tabeli 1 (scenariusz A) ilustruja replikacje obliczen przeprowadzonych
w artykule Lee z 1974 roku, ktora okazata si¢ bardzo bliska wynikom otrzyma-
nym za pomoca metody rekonstrukeji rodzin przeprowadzonej przez Wrigleya.
Na ile jednak otrzymane przez Lee wyniki byly rezultatem odpowiedniego do-
boru przez niego zalozen poczatkowych? W celu odpowiedzi na to pytanie ob-
liczenia dla analogicznych danych o urodzeniach i zgonach przeprowadzono dla
trzech scenariuszy o poczatkowych zatozeniach wyraznie ré6znych od przyjmo-
wanych przez Lee (B, C, 1 D —tab. 2). Scenariusze te obrazuja kolejno wptyw zte-
go dopasowania stanu poczatkowego populacji (scenariusz B), wyraznie réznych
tablic trwania zycia (scenariusz C) oraz wyboru zupetnie odmiennych od dekla-
rowanego przez Lee poczatkowego poziomu wspotczynnika reprodukeji brutto,
ktory moze zaburzaé liczbg urodzen, ale ma jednoczesnie wptyw na wybor po-
czatkowej struktury ludnosci wedtug wieku opartej na tablicach modelowych.

Bardziej szczegdtowe zalozenia sg nastepujace: w scenariuszu B zachowano
wszystkie wejsciowe parametry z wzorcowego scenariusza A, zmieniajac jednak
stan poczatkowy populacji. Zamiast 850 0sob przyjeto za punkt wyjscia popula-
cje na poziomie 700 osdb. Z kolei w scenariuszu C tablice trwania zycia zostaly
zmienione w taki sposob, ze wejsciowa oczekiwana dtugos¢ trwania zycia (e,) nie
wynosita 37,5 roku, lecz wybrano tablice, w ktorych przecietna dtugos¢ trwania
zycia wynosita 50 lat. Scenariusz ten zaktadal, ze poczatkowy rozktad wspot-
czynnikow zgondéw w modelu jest bardziej charakterystyczny dla XX-wiecznych
populacji, a nie tych z okresu prestatystycznego. W ostatnim wariancie — scena-
riusz D — uzyto rozktadu struktury wieku ludnosci odpowiadajacej ekstremalnie
wysokiemu przyrostowi naturalnemu na poziomie 4% rocznie. Wyniki obliczen
zaprezentowano w tabeli 2.

Tabela 2. Dalsze trwanie zycia w chwili urodzenia (e,) oraz wspoétczynnik reprodukeji
brutto (GRR) w parafii Colyton w latach 1545-1829 wedlug czterech modeli projekc;ji

wstecznej
R DU
Lata  yrenia Z8°W 1a poczat- wsrodku T 0 5 & & & & [~ %
ku okresu okresu © © © ©
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1545-49 176 116 850 879 38,6 34,8 384 834 28 34 28 255
1550-54 191 136 910 937 359 32,3 357 748 29 3,6 29 453
1555-59 127 203 965 926 20,0 16,2 19,0 71,1 19 24 1,9 222
1560-64 127 42 889 930 62,0 57,8 62,8 151,0 1,8 23 1,8 14,0
1565-69 147 94 974 1000 45,7 41,2 46,0 1430 1,9 23 1,9 6,8
1570-74 177 103 1027 1063 46,1 41,8 46,4 101,0 2,1 2,5 2,1 33

1575-79 214 100 1101 1156 50,3 46,2 50,6 62,5 24 28 25 2,2
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1580-84 251 153 1215 1263 414 37,6 41,6 351 29 33 29 1,9
1585-89 220 166 1313 1339 38,8 349 388 314 25 28 26 1,6
1590-94 219 227 1367 1362 29,0 252 28,7 23,1 24 2,7 2,4 1,6
1595-99 230 169 1359 1389 382 343 383 326 23 2,6 23 1,8
1600-04 227 141 1420 1462 449 41,1 453 398 20 22 20 1,8
1605-09 279 181 1506 1554 40,9 37,5 41,1 372 22 24 22 22
1610-14 296 129 1604 1685 52,5 49,2 52,8 49,7 23 25 23 2,5
1615-19 318 195 1771 1831 43,6 40,6 43,7 426 24 27 25 27
162024 328 201 1894 1956 44,0 412 44,1 446 25 27 25 28
1625-29 353 206 2021 2093 45,0 42,5 45,1 470 25 2,7 25 28
1630-34 381 242 2168 2236 42,3 40,0 42,3 449 25 2,6 2,5 2,6
1635-39 379 267 2307 2362 40,4 383 40,5 428 22 23 22 23
164044 349 378 2419 2404 29,8 278 294 31,1 19 20 1,9 1,9
1645-49 144 579 2390 2161 103 84 82 10,5 08 08 08 08
1650-54 217 187 1955 1969 40,8 38,0 41,0 404 1,2 1,2 1,2 1,1
1655-59 228 206 1985 1995 41,2 38,5 41,5 40,6 1,2 1,3 1,2 1,1
1660-64 221 166 2007 2034 49,1 46,3 49,8 483 1,2 1,2 1,2 1,1
1665-69 210 236 2062 2048 39,8 37,0 399 39,0 1,2 1,3 1,3 1,2
1670-74 170 276 2036 1982 33,8 30,8 333 33,1 1,2 1,3 1,2 1,2
1675-79 175 282 1930 1875 32,5 294 320 320 14 1,6 1,5 1,4
1680-84 191 197 1823 1820 45,0 41,6 45,6 44,7 1,6 1,7 1,6 1,6
1685-89 166 212 1817 1793 43,7 40,1 442 435 13 1,4 1,4 1,4
1690-94 141 209 1771 1736 44,1 40,1 44,7 441 1,1 1,2 1,1 1,2
1695-99 174 251 1703 1664 38,5 344 385 38,6 1,5 1,6 1,5 1,5
1700-04 187 204 1626 1617 45,5 41,1 46,0 458 1,7 1,8 1,7 1,7
1705-09 170 195 1609 1596 46,3 41,6 46,7 46,7 1,6 1,7 1,6 1,6
1710-14 141 208 1584 1550 41,7 36,7 41,5 42,0 1,3 1,4 1,3 1,3
1715-19 123 205 1517 1475 38,6 33,5 38,1 388 1,2 1,3 1,2 1,2
1720-24 122 169 1435 1411 42,6 374 423 427 1.2 1,3 1,2 1,2
1725-29 170 218 1388 1363 34,5 30,0 33,7 34,5 1,6 1,8 1,6 1,6
1730-34 166 221 1340 1312 32,9 28,5 322 328 1,6 1,8 1,6 1,6
1735-39 183 152 1285 1300 45,1 40,5 454 450 19 21 1,9 1,9
174044 155 172 1316 1307 40,5 35,7 40,6 404 1,7 1,9 1,7 1,7
174549 159 150 1299 1303 442 393 44,5 441 19 21 1,9 1,9
1750-54 164 137 1308 1321 47,5 42,7 479 474 20 22 20 20
1755-59 162 157 1335 1337 43,4 38,77 43,6 434 1,8 20 1,8 1,8
1760-64 175 151 1340 1351 452 40,6 45,5 452 1,8 20 1,8 1,8
1765-69 175 165 1364 1368 42,6 38,0 42,7 42,6 1,7 1,9 1,7 1,7
1770-74 161 199 1374 1354 353 30,8 349 353 1,6 1,7 1,6 1,6
1775-79 165 145 1336 1345 44,6 39,9 449 447 1,6 1,8 1,6 1,6
1780-84 183 185 1356 1355 37,6 332 374 376 18 2,0 1,8 1,8
1785-89 179 182 1354 1352 372 329 37,1 373 1,7 1,9 1,7 1,7
1790-94 196 153 1351 1372 43,0 389 43,1 43,1 19 21 1,9 1,9
1795-99 240 131 1394 1447 50,2 46,4 50,5 502 23 26 24 23
1800-04 198 156 1503 1523 45,6 41,7 45,6 456 19 21 1,9 1,9
1805-09 251 148 1545 1595 49,5 459 49,7 495 24 277 24 24
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1810-14 298 176 1648 1707 474 44,1 47,6 474 2,7 3,0 2,7 27
1815-19 329 191 1770 1837 47,0 439 472 470 28 30 28 28
182024 331 159 1908 1992 534 504 536 534 25 27 25 25
1825-29 306 168 2080 2147 52,6 49,7 52,8 526 21 23 21 21

Zréddto: zob. tab. 1; parametry wejsciowe dla modeli C (level 13, west, female) i D (level 10, west,
female, r 40), odpowiednio: Coale, Demeny, Regional Model, 48, 64.

Sledzac parametry dalszego przecigtnego trwania zycia w momencie naro-
dzin e,(B), ,(C), e,(D) wida¢, iz najwigksze rozbieznosci wystgpuja w przypadku
btednie dobranej struktury wieku populacji (wykres 2). Warto$¢ e, osigga poczat-
kowo wrecz abstrakcyjne wartosci, jednak wraz z uptywem czasu, kiedy liczby
urodzen i zgonow postepuja w procesie iteracji, roznice te zanikajg. Po okoto
40 latach wartos¢ e, spada do poziomu charakteryzujacego model A. Znacznie
mniejszy wptyw na poziom tego parametru ma wybor modelowego wzorca umie-
ralnos$ci, ktory w modelu C juz w pierwszych kilku okresach projekcji wykazuje
zaskakujaca zbieznos¢ z danymi uzyskanymi na podstawie danych wejsciowych
uzytych przez Lee. W przypadku modelu B, gdzie do obliczen przyjeto znacznie
nizszy stan wyjsciowy populacji, réznice w poziomie warto$ci parametru e, sa
niewielkie, jednak jego wplyw utrzymuje si¢ w zasadzie przez caty okres pro-
jekeji.

Wykres 2. Dalsze przecigtne trwanie zycia w chwili urodzenia (e,) w parafii Colyton
w latach 15451829
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Wykres 3. Wspotczynnik reprodukeji brutto GRR) w parafii Colyton
w latach 1545-1829
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Zrodlo: zob. tab. 11 2.

Obserwacja poziomu wspotczynnika reprodukceji brutto dla trzech modeli —
GRR(B), GRR(C) i GRR(D) dostarcza podobnych wnioskow (wykres 3). Takze
i w tym przypadku dla blednie przyjetej struktury wieku — model D — widoczne
sq znaczace rdznice w poczatkowej fazie projekcji. Zostaja one jednak zniwelo-
wane juz po kilku dziesigcioleciach. Nieistotny natomiast jest wybor stanu po-
czatkowego ludnosci.

Podsumowanie

Opisana powyzej metoda pozwala na uzyskanie cennych charakterystyk ba-
danych populacji, ktorych poznanie jest niemozliwe przy wykorzystaniu klasycz-
nych metod agregatywnych. Z tego powodu dotychczasowe analizy struktury lud-
nos$ci oraz przemian ptodnosci 1 zmian tablic trwania zycia wymagaty zmudnej,
a czesto niemozliwej do zastosowania, metody nominatywnej. Metoda projekcji
odwroconej umozliwia, przyjmujac pewne zatozenia, zastosowanie w tym celu
danych uzywanych w klasycznych metodach agregatywnych. Z perspektywy de-
mografii historycznej informacje o liczbie ludnosci na danym terenie, zwlaszcza
dla okresu przedstatystycznego, stanowig warto$¢ nie do przecenienia*. Dodat-
kowo, szczegotowe dane o strukturze wieku otwierajg drogg do poglebionych

4 Zob. opini¢ na ten temat: Kuklo, ,,Polska”, 30-31.
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analiz demograficznych. Znajomo$¢ dalszego oczekiwanego trwania zycia w mo-
mencie urodzenia czy tez syntetycznych miernikéw rodnoséci w znaczacy sposob
wzbogacitaby wiedz¢ na temat procesow demograficznych zachodzacych na zie-
miach polskich w okresie przedstatystycznym.

Zwazywszy jednak, ze podstawowym wymogiem zastosowania projekcji od-
wroconej jest posiadanie wiarygodnych danych o liczbie urodzen i zgonow, moz-
liwosci wykorzystania metody wydajg si¢ ograniczone. W przypadku niektorych
krajow Europy Zachodniej rejestracja metrykalna byta prowadzona w sposob
zadowalajacy juz od konca XVI wieku®, niestety w Polsce okres ten nalezatoby
przesuna¢ na druga potowe XVIII stulecia*.

Nalezy takze pamigtaé, ze oprocz niewatpliwie najwazniejszego czynnika
warunkujacego poprawnos¢ wynikéw — podstawy zrodtowej, metoda narazona
jest na wiele innych niebezpieczenstw, mogacych podwazy¢ ich wiarygodnoscé.
Chodzi tu o zatozenia, jakimi jest ona uwarunkowana. Jedno z nich to przyjecie,
iz badana populacja nie podlegata migracji. Kolejne wiaza si¢ z doborem para-
metréw koniecznych do przeprowadzenia projekcji: ustaleniem stanu populacji
w momencie rozpoczecia badania, doboru odpowiedniej struktury wieku, a takze
poprawnych wzorcow umieralnosci i ptodnosci. Zaprezentowane powyzej symu-
lacje doboru réznych parametrow potwierdzaja, iz projekcja odwrdcona pozosta-
je odporna na ich btgdny dobér, a prawdziwym zagrozeniem dla wiarygodnych
wynikow symulacji jest kompletnos¢ danych ruchu naturalnego?’. Dyskutowana
moze by¢ takze zasadno$¢ zatozenia, lezacego u podstaw samej logiki poste-
powania, ktore mowi, iz przyjete parametry wymierania — g, oraz d, — sg state
w catym okresie projekcji i zalezag wylacznie od wieku. Zwrocit na to uwage
sam pomystodawca metody, stusznie przyznajac, ze mogty si¢ one rézni¢ dla po-
szczegblnych kategorii wieku w sytuacji dziatania zdarzen nadzwyczajnych, np.
epidemii lub wojen.

Uwzgledniajac mozliwo$ci poznawcze, jakie niesie ze sobg opisywana me-
toda, mozna wysnu¢ wniosek, ze stanowi ona doskonate narzedzie weryfikacji
wynikéw badan nad populacjami historycznymi prowadzonych przy uzyciu kla-
sycznych metod. Wspominana wyzej rekonstrukcja rodzin wydaje si¢ jawic¢ jako
najdoskonalsza z nich, cho¢ warto pamigta¢ o jej wadach. Jednym z gtéwnych
probleméw jest kwestia reprezentatywno$ci otrzymanych wynikow. Moze ona
zosta¢ poddana ocenie wlasnie dzigki projekcji odwroconej. Analiza liczb ruchu

4 Przyktadem niech bedzie udana proba rekonstrukceji zaludnienia Anglii w XVI-XIX wie-
ku. Edward Anthony Wrigley, Roger S. Schofield, The Population History of England, 1541-1871:
A Reconstruction (Cambridge: Cambridge University Press, 1981).

46 O kompletnosci rejestracji metrykalnej na ziemiach polskich zob. Irena Gieysztorowa, ,,Ba-
dania demograficzne na podstawie metryk parafialnych”, KHKM 10 (1962), 2: 103—121.

47 Szerzej na ten temat zob. McCaa, ,,Benchmarks”, 43 i n.
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naturalnego dla duzych obszarow oraz w dtugim okresie czasu wydaje si¢ tu nie
mie¢ alternatywy. Dodatkowe parametry, ktore otrzymujemy, tj. doktadna struk-
tura wieku badanej populacji, czynia projekcj¢ odwrocong pierwszorzednym na-
rzedziem poznawczym. Fakt, ze nie doczekata si¢ ona zastosowania w badaniach
nad przeszto$cig demograficzng ziem polskich, powinien zacheci¢ do podjecia
wysitkow w tym kierunku, zwlaszcza ze metoda ta stata si¢ w literaturze swiato-
wej punktem wyjscia do rozwoju catej galezi narzedzi wspomagajacych badania
populacji historycznych.
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Projekcja odwrocona (inverse projection) jako narzedzie wspomagajace poznanie
przeszlo$ci demograficznej

Streszczenie

Celem artykutu jest zaprezentowanie cech sprawiajacych, ze metoda projekcji od-
wroconej (inverse projection) stanowi dogodne narzedzie wnioskowania o zmianach
struktury wieku ludnos$ci i parametréw demograficznych w badaniach przesztosci de-
mograficznej. W pordwnaniu z najczesciej wykorzystywang do tej pory metoda rekon-
strukcji rodzin, metoda projekcji odwroconej wymaga mniejszego zakresu danych wej-
$ciowych (zagregowane liczby urodzen i zgonéw w kolejnych okresach) oraz stwarza
mozliwos$ci szerokiego wykorzystywania demograficznych narzedzi w postaci modelo-
wych tablic trwania zycia i struktury wieku ludnosci do tworzenia modeli spojnych z do-
stepnymi danymi historycznymi. W artykule pokazano ponadto, ze dzigki wlasno$ciom
ergodycznym proceséw demograficznych oraz wbudowanemu mechanizmowi autoko-
rekty, niezaleznie od przyjmowanych poczatkowo zatozen eksperckich, metoda projekcji
odwroconej prowadzi po pewnym czasie do zblizonych do siebie wynikow. Kluczowe dla
wiarygodno$ci wynikow sg jednak informacje zrodtowe o ruchu naturalnym ludnosci.

Stowa kluczowe: projekcja odwrdcona (inverse projection), twierdzenie ergodyczne, ta-
blice trwania zycie, ruch naturalny

Inverse Projection as a Tool That Supports Understanding Demographic Past

Summary

The aim of the article is to present the features revealing that the inverse projection
method is a useful tool of inferring the changes in the age structure of the population and
demographic parameters while researching the demographic past. Compared to the so far
most frequent method of reconstructing families, the inverse projection method requires
fewer initial data (aggregated number of births and deaths in the subsequent periods) and
creates possibility of how to make the most of demographic tools such as model tables of
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life duration and the age structure of the population in order to create coherent models
with accessible historical data. In addition, the article proves that thanks to the ergodic
properties of demographic processes and the built-in mechanism of self-correction, irre-
spective of the initial expert assumptions, the inverse projection method finally leads to
similar results. The source information on the natural movement of the population is of
key importance for the credibility of the results.

Keywords: inverse projection, ergodic theorem, tables of life duration, natural movement



