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Wprowadzenie

Niniejsza propozycja nie jest podrecznikiem do matematyki. Co wiecej, nie
prowadzi czytelnika od opracowanych i usankcjonowanych teorii matematycz-
nych do przykladow, w ktorych prezentowane tresci matematyczne majg swoje
zastosowanie. Jej konstrukcja przypomina raczej podréz przez pewne obszary
matematyki, bo nie wszystko, co dotychczas opisano w ramach dziatalnosci ma-
tematycznej, zostato tu poruszone. Jednak wybrane przeze mnie tresci nie sa
przypadkowe. Odpowiadajg standardom ksztalcenia nauczycieli edukacji wezes-
noszkolnej w zakresie przygotowania matematycznego (Dz.U. z 2019 1., poz. 1450
z pozn. zm.) 1 koncentrujg si¢ na tych tresciach matematycznych, ktore przypi-
sano do kierunku studiéw.

Glownym celem tego opracowania jest poglebienie wiadomosci i umiejetno-
$ci matematycznych studentéw pedagogiki przedszkolnej i wezesnoszkolnej oraz
dostarczenie przyktadow, ktore po niewielkich modyfikacjach mozna wykorzy-
sta¢ na zajeciach z edukacji matematycznej w szkole. Chciatabym, aby inspiracje
do tworzenia ciekawych lekcji matematyki znalezli w niej rowniez nauczyciele
czynnie pracujacy w zawodzie. Prowadzac czytelnikow przez kolejne strony,
staratam sig, aby poszczegdlne rozdziaty rozpoczynaty si¢ od opisu kontekstow,
w ktorych ludzie mogli poczu¢ potrzebe dokonywania matematyzacji. Rozwig-
zaniem, ktére w zalozeniu ma utatwi¢ lekture ksigzki, jest uktad tresci. Laczy on
to, co czytelnik poznat dotychczas, z tym, co dla niego moze okazac si¢ nowe. Za-
lezato mi, aby sposob eksponowania tresci porzadkowat dotychczasowa wiedze
i uzupetniat jg o nowe spostrzezenia. Kolejnym, w mojej ocenie waznym, celem
jest potaczenie matematyki w cato$¢. Nie mam na mysli tego, ze matematyka
jest jednolita i jednobarwng strukturg. Zalezy mi raczej na ukazaniu matematyki
jako dziedziny, w ktorej kolejne elementy sg ze soba powigzane i w zadnym razie
nie stanowia zbioru odrgbnie funkcjonujacych czesci wiedzy. Dlatego zapropo-
nowany przeze mnie uktad ksigzki uwzglednia dwa wazne aspekty. Pierwszy to
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naturalna ludzka potrzeba porzadkowania wszystkiego, co nas otacza, a drugi
wigze si¢ z poszukiwaniem sposobdw tego porzadkowania.

Ksigzka sktada si¢ z siedmiu rozdziatow, czterech gtownych i trzech uzupet-
niajacych. Prezentuje w nich sposoby zapisywania liczb przez starozytne cywili-
zacje, niedziesigtkowe systemy liczbowe oraz przedstawiam paradoks Hilberta.
Podejmujac decyzje dotyczaca struktury pracy, przyjetam narracje, ktorej zada-
niem byto podkreslenie uzytecznosci wiedzy matematycznej i jej zdroworozsad-
kowe postrzeganie w kategoriach dostgpnosci i przystepnosci. Czytelnik swoja
matematyczng przygode z ksigzka rozpoczyna od podstaw logiki matematycz-
nej — moze dlatego, ze okresla sie ja mianem gramatyki jezyka matematycznego.
A moze po prostu dlatego, ze dobrze rozgrzewa umyst. Jednak najwazniejsza
cechg charakteryzujaca ksigzke jest uktad trzech rozdzialow: drugiego Zbiory.
Algebra zbioréw, trzeciego Przyporzqdkowywanie zbioréw i czwartego Liczby
naturalne. Skad pomyst na takie rozwigzanie? Ot6z mam nadziej¢, ze poprowa-
dzi ono czytelnikow drogg od gromadzenia obiektow w zbiory do budowania no-
wych z juz istniejacych. Umozliwi doszukiwanie si¢ zaleznosci migdzy zbiorami,
by odkrywa¢ relacje obejmujace zbiory i ich elementy. Pozwoli czytelnikom za-
glebi¢ si¢ w strukture matematyki, czyli przyjrze¢ si¢ konstrukcji nowych poje¢
i teorii matematycznych. Wszystko to, zilustrowane przyktadami, ma utatwic¢
dostrzezenie, ze matematyka to nie zestaw procedur, a nauka, ktorej mozemy
do$wiadcza¢ juz we wczesnej edukacji. Dodatkowo kazdy z rozdziatéw zawiera
krotki zestaw zadan, ktorych rozwigzanie pozwoli czytelnikowi upewnic¢ sie, ze
zrozumiat tre$ci w nim zawarte.

Matematyka dla pedagogow. Wokot liczb jest pierwsza pozycja z zaplanowa-
nego i realizowanego cyklu Matematyka dla pedagogow. Pierwsza czesé, Wokot
liczb, koncentruje si¢ na liczbach, ktorymi z taka tatwoscia postugujemy sie w zy-
ciu codziennym, druga — Ksztalty — bedzie przyblizata matematyke bryt i figur
ptaskich, a trzecia — O matematyce i jej niektorych zastosowaniach — zapozna
czytelnikow ze struktura matematyki oraz na przykladach potwierdzi jej nie-
zbednosc.

Mam nadzieje, ze czytelnicy beda wraca¢ do lektury niniejszej ksigzki,
a przyktady w niej zawarte wykorzystaja do pracy z uczniami na najtrudniejszym
z etapow edukacyjnych dziecka, czyli w edukacji wczesnoszkolne;.



1. Elementy logiki matematycznej

Kazdy nauczyciel logiki bywa od czasu do czasu pytany o cel i sens uczenia sig
jego dyscypliny. Tadeusz Kotarbinski, wybitny polski uczony, zwykt byt w takich
sytuacjach mawiac: ,, pytanie «na co komu logika?» powinno by¢ rozpatrywane
Jjako czes¢ szerszego problemu: «na co cztowiekowi rozum?»”. Kto nie widzi
potrzeby uczenia sig logiki, ten nie do konca zdaje sobie sprawe z tego, do czego
stuzy rozum. Kazdy zas, kto wie, do czego rozum stuzy, ma swiadomos¢ i tego,
Jak potrzebne jest wyksztalcenie jego naturalnej zdolnosci do jasnego myslenia,
Scistego wypowiadania sie i poprawnego uzasadniania gloszonych tez.

Marcin Tkaczyk, Na co komu logika?
(zrodto: felieton zawarty w arkuszu maturalnym z roku 2015)

Zaprezentowany fragment felietonu w konieczny 1 wystarczajacy sposob thuma-
czy potrzebe znajomosci i ksztaltowania umiejetnosci postugiwania si¢ logika nie
tylko do prowadzenia rozumowan matematycznych, ale takze do trafnego wnio-
skowania i poprawnego formutowania mysli. W matematyce to wtasnie logike
uczyniono budowniczym odpowiedzialnym za wlasciwe potaczenie elementow
wiedzy matematycznej w cate struktury. Nie przypadkowo niniejszy rozdziat za-
tytutowany zostat Elementy logiki matematycznej. Wskazuje to przede wszyst-
kim na fakt, ze w tre$ci odwotuje¢ si¢ do umiej¢tnosci rozpoznawania zdan logicz-
nych, oceny ich wartosci logicznej, umiejetnosci i oceny wartosci logicznej zdan
ztozonych (proste przyktady) oraz przywotuje przyktady praw rachunku zdan.
Taka konstrukcja wiedzy z zakresu logiki matematycznej, wsparta przyktadami
i opisana sytuacjami z mozliwych do$§wiadczen rzeczywistych, ma przyblizy¢
tres$¢ 1 zacheci¢ czytelnika do poszukiwania ,,nowego” i poglgbiania ,,starego”.
Czym zatem jest logika matematyczna i CO zZ niej dobrego dla nas wynika?
Logika (gr. logos — rozum, stowo, mysl) to nic innego, jak ,,nauka o formach
i zasadach poprawnego myslenia” (Skorupka i in., 1969, s. 349). Pomaga w jas-
nym i precyzyjnym formutowaniu wypowiedzi, wnioskowaniu na podstawie
uzyskanych informacji, prowadzeniu rozumowan oraz uzasadnianiu wiasnych
stanowisk. Za prekursora logiki w Europie uwaza si¢ greckiego filozofa Arysto-
telesa, ktory uczynit z logiki metode porzadkowania mysli (Tarski, 2012, s. 20).
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To wlasnie z niej wywodzi si¢ logika matematyczna, ktora poprzez zastosowanie
jezyka i metod matematycznych uswiadamia i egzekwuje koniecznos¢ uscislania
pojec 1 teorii matematycznych. W literaturze przedmiotu odszukamy, ze pierw-
szym matematykiem, ktéry sformutowat koncepcje logiki matematycznej jako
rachunku, jest GW. Leibniz!. Kontynuatorami nawigzujacymi do prac Leibniza
byli G. Boole? oraz G. Frege® (Trzesicki, 2008, s. 12). Logika matematyczna, po-
dobnie jak logika tradycyjna, zajmuje si¢ analizg zdan. Zdania w sensie logiki
matematycznej nie sa rownowazne zdaniom budowanym z wykorzystaniem gra-
matyki jezyka, ktorym si¢ postugujemy na co dzien (w naszym wypadku jest to
jezyk polski). Logike matematyczng mozemy okresli¢ jako zestaw regut i zasad
umozliwiajagcych poprawne konstruowanie wypowiedzi. Poprzez poprawne bg-
dziemy rozumieli takie, ktore nie budza watpliwosci interpretacyjnej pod warun-
kiem, ze dokonujemy jej na podstawie wspomnianych regut i zasad. Zatem nie
wszystkie zdania, ktore ustyszymy, mozemy okreslic mianem zdan logicznych.

O zdaniu logicznym

Zdaniem w sensie logiki matematycznej (zdaniem logicznym) bedziemy na-
zywali zdanie oznajmujace, ktore na gruncie danego jezyka jednoznacznie po-
zwala stwierdzi¢, ze ,,tak a tak jest” albo ,,tak a tak nie jest”. Pierwsze z nich
bedziemy nazywali zdaniem prawdziwym, a drugie falszywym.

Logika matematyczna zajmuje si¢ wlasnie takimi zdaniami. Rozpatrzmy kilka
przyktadéw zdan skonstruowanych zgodnie z regutami obowiazujacymi w grama-
tyce jezyka polskiego. Sprobujemy rozstrzygnaé, ktore z nich sg zdaniami w sensie
logiki matematycznej, a ktore nie. Rozwazmy ponizsze przyklady zdan.

(1) Warszawa jest miastem wojewodzkim.

(2) Kazde miasto w Polsce jest miastem wojewodzkim.
(3) Czy dzisiaj padat deszcz?

! Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—-1716) — niemiecki filozof, prawnik, matematyk i dyplomata.
Zastynat jako tworca rachunku rézniczkowego i catkowego.

2 George Boole (1815-1864) — angielski matematyk i filozof. Zastynat wprowadzeniem metod
algebraicznych do logiki.

3 Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925) — niemiecki matematyk, filozof i logik. Podjat
si¢ zadania powigzania logiki z matematyka. Jest uwazany za najwigkszego logika od czasow
Arystotelesa.
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(4) Szczecin jest najpigkniejszym miastem w Polsce.
(5) Liczba 150 jest bardzo duza liczba.
(6) Liczba 31 jest liczbg pierwsza.
(7) Siedem jest liczba szczesliwa.
(8) Podnies te zabawke!
© 0-5>0
(10) Dgzisiaj jest fadna pogoda.

Jesli przyjrzymy si¢ konstrukcji gramatycznej powyzszych zdan, od razu
mozemy wyeliminowac przyktady (3) i (8), gdyz nie sa to zdania oznajmujace.
Zdanie (4) jest wprawdzie zdaniem oznajmujgcym, ale tylko w sensie grama-
tyki jezyka polskiego. Nie jest ono zdaniem logicznym. W jego przypadku nie
mozemy jednoznacznie stwierdzi¢, czy jest ono prawdziwe, czy moze falszywe.
Dla Kasi, ktora pochodzi ze Szczecina, to miasto moze by¢ najpigkniejszym na
swiecie, nie tylko w Polsce. Dla Tomka wychowanego w Gdansku wcale tak by¢
nie musi. Analogiczng sytuacj¢ mamy w zdaniu (5), (7) 1 (10). Tu, w zalezno$ci
od przekonan osoby oceniajacej, poglad opisany w zdaniach moze okazaé si¢
prawdziwy lub nie. W przypadku zdan 4), (5), (7) i (10) mamy do czynienia
Z opinig, a kazde zdanie, ktore jest subiektywna ocena, nie jest zdaniem logicz-
nym. Zauwazmy, ze umiejetnos¢ rozpoznawania i wskazywania zdan w sensie
logicznym pozwala nam odrézniaé opini¢ od faktu. Przejdzmy teraz do dotych-
czas nierozpatrzonych zdan, tj. (1), (2), (6) i (9). Na podstawie definicji dotycza-
cej zdan logicznych stwierdzamy, ze kazde z nich nim jest. Zwro¢my uwagg, ze
zdania (1) 1 (2) nie majg tresci matematycznej, natomiast (6) 1 (9) juz tak. Jednak
w kazdym z tych przypadkow zdania jednoznacznie okreslaja, ze ,.tak, a tak jest”
albo ,,tak, a tak nie jest”. Zastandbwmy si¢ zatem, ktore z tych zdan sg prawdziwe,
a ktore fatszywe. Zdania (1) i (6) sa prawdziwe, bo Warszawa faktycznie jest
miastem wojewodzkim, a 31 jest liczbg pierwsza (tzn. dzieli si¢ przez 1 i sama
siebie). Pozostate z tych zdan, czyli (2) i (9), sa fatszywe. Faktem jest, ze nie kazde
miasto w Polsce jest miastem wojewddzkim i tu nie trzeba nic wyjasniac, za$
w zdaniu (9) przedstawiona nierownosc¢ jest falszywa, poniewaz iloczyn dowol-
nej liczby rzeczywistej 1 zera daje doktadnie zero.

Dla uporzadkowania i zwigkszenia czytelnosci tekstu wprowadzmy pewne
oznaczenia tak, jak robig to matematycy. Oznaczmy zdania logiczne matymi lite-
rami, np. p, q, 1, S, t, ..., ktore nazywac bedziemy zmiennymi zdaniowymi. Z racji
tego, ze wsrod zdan logicznych wyrdzniamy zdania fatszywe oraz prawdziwe, to
przypiszemy im pewng warto$¢ zwang wartosciq logiczng.

11
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O wartosci logicznej zdan

Niech p bedzie zdaniem logicznym. Jeéli p jest zdaniem prawdziwym, to przy-
pisujemy mu warto$¢ 1 i zapisujemy @(p) = 1 lub zwyczajnie p = 1. Jesli p jest
zdaniem falszywym, to przypisujemy mu warto$¢ 0 i zapisujemy o(p) = 0 lub
zwyczajnie p = 0.

Powro¢my jeszcze raz do zdan (1)—(10) i ocenmy ich warto$¢ logiczna.
Na podstawie powyzszych rozwazan mozemy stwierdzi¢, ze zdania (1) i (6) maja
warto$¢ 1, natomiast zdania (2) i (9) warto$¢ 0. Pozostatych zdan nie uznaliSmy
za zdania logiczne, zatem nie mozemy dokonaé¢ oceny ich wartosci. W celu zi-
lustrowania wszystkiego, co dotychczas powiedzielismy, przyjrzyjmy si¢ innym
przyktadom zdan zamieszczonym w tabeli (tab. 1).

Tabela 1. Zdania logiczne i ich wartosci

Warto$¢ logiczna

Zdanie p Rozstrzygnigcie zdania p
g;?grﬁ lus trzy réwna sig Jest zdaniem logicznym oraz 5 +3 =8 opp)=1
Pierwiastek z dwoch jest Jest zdaniem logicznym oraz /2 o(p) =0
liczbg wymierng jest liczba niewymierna P
Kazdy prostokat jest Jest zdaniem logicznym oraz przeciwlegte boki _
rownolegloboki Swnolegl o(p) =1

globokiem sa rownolegle
Kazdy rownolegtobok Jest zdaniem logicznym oraz nie kazdy -0
jest prostokatem réwnoleglobok ma katy proste o(p) =

Nie mozemy oceni¢ wartosci logicznej tego
Dzisiaj jest brzydka zdania, poniewaz w zdaniu przytoczono
pogoda subicktywna opini¢ na temat dzisiejszej aury. |

Podany przyktad nie jest zdaniem logicznym

Suma dowolnych liczb
rzeczywistych, z ktorych
jedna jest dodatnia,

a druga ujemna, jest
zawsze liczba ujemna

Jest zdaniem logicznym. Niestety nie zawsze
jest prawdziwe, bo gdy do liczby 10 -0
dodam liczb¢ —4, to suma wynosi 6. (p)

Liczba 6 nie jest liczbg ujemng”

Jest zdaniem logicznym oraz liczba 2 jest liczba
Istnieje tylko jedna liczba pierwsza i jedyna parzysta. Kazda nastepna
pierwsza parzysta parzysta dzieli si¢ przez 2, a to skutkuje
posiadaniem wigcej niz dwoch dzielnikow

o(p) =1

* Oczywiscie czytelnik z tatwoscia dostrzeze przypadki w ktorych rozwazane zdanie moze by¢ prawdziwe,
np. gdy pierwsza liczba wynosi 20, a druga —5. Jednak nasze zdanie moéwi o dowolnych liczbach, a tu dowolne
oznacza wszystkie liczby rzeczywiste. Zatem aby rozstrzygnaé, czy zdanie jest prawdziwe, czy falszywe,
wystarczy znalez¢ jeden przyktad, dla ktorego suma nie bedzie liczba ujemna (tak, jak zrobiono to w tabeli).
Taki przyktad obalajacy pewne twierdzenie matematycy nazywaja kontrprzykladem.

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Czytelnik na pewno juz dostrzegl, ze chcac dokonac oceny wartosci logicz-
nej jakiegokolwiek zdania, musimy rozstrzygnac, czy jest ono zdaniem logicz-
nym. Dopiero po stwierdzeniu, ze jest zdaniem logicznym, decydujemy o jego
prawdziwosci lub falszywosci.

1.1. Zdania ztozone

Oczywiscie logika matematyczna nie zajmuje si¢ tylko zdaniami prostymi. Jak
to zwykle z ciekawoscia poznawczg bywa, tak i w tym wypadku mozemy posta-
wi¢ kolejne pytania, chociazby: Czy zdania pojedyncze mozemy ze sobg lgczyc?
A jesli tak, to w jaki sposob? Okazuje si¢, ze mozemy, i co wigcej, dokonamy
tego przy niewielkim wysitku. Zdanie ztoZzone moze si¢ sktadac¢ z dwodch, trzech
I wiecej zdan pojedynczych, tworzac mniej lub bardziej interesujace przypadki.
Do konstruowania zdan ztozonych logika matematyczna wykorzystuje tzw. ope-
ratory logiczne, czyli funktory. OczywiScie w literaturze mozemy spotkac inne
oznaczenia operatorow niz te zaprezentowane w tabeli 2. Nieistotne jest, z kto-
rych oznaczen korzystamy. Wazne jest, aby konsekwentnie korzysta¢ z wybra-
nych oznaczen w obrebie jednej pracy. I 0 tym musimy pami¢tac.

Tabela 2. Operatory logiczne

Operator logiczny Nazwa Zapis symboliczny
~ negacja ~p
% alternatywa pvq
A koniunkcja pPAq
= implikacja P=q
= rownowaznosé p<eq

Zrédto: na podstawie Semadeni (1979).
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Negacja

Do kazdego zdania logicznego prawdziwego lub fatszywego mozemy zbudowac
zdanie niosgce przeciwng informacje, np. dla zdania logicznego Warszawa jest
miastem wojewodzkim mozemy zbudowac zdanie:

Warszawa nie jest miastem wojewodzkim.
lub Nieprawda, ze Warszawa jest miastem wojewodzkim.

Kazde z tych zdan jest zdaniem logicznym i mozemy oceni¢ jego wartosc.
Rozstrzygnelismy poprzednio, ze Warszawa jest miastem wojewoddzkim i jego
warto$¢ wynosi 1. Zdanie bedace jego zaprzeczeniem — Warszawa nie jest mia-
stem wojewddzkim — jest falszywe, wiec ma warto$¢ 0. Nalezy pamietac, ze nie
zawsze budujemy zaprzeczenie tylko do zdania prawdziwego. Moze zdarzy¢ si¢
tak, ze zdanie p begdzie zdaniem falszywym (np. Sopot jest miastem wojewodz-
kim), wtedy jego zaprzeczenie bgdzie zdaniem prawdziwym.

O negacji zdan logicznych

Niech p bedzie zdaniem logicznym. Negacja zdania p jest zdanie ztozone ~p
i czytamy je Nieprawda, Ze p.

Rozwazmy inny przyktad. Niech dane bedzie zdanie p: Cztery jest liczbg pa-
rzystq. Negacje zdania p, czyli ~p, odczytujemy: Nieprawda, Ze cztery jest liczbg
parzystg lub Cztery jest liczbg nieparzystg. Zwro¢my uwage, ze rézne mozliwosci
budowania zdan przeczacych znacznie utatwiajg zadanie, szczegdlnie w sytuacji,
gdy pojawig sie watpliwosci konstrukcyjne. Warto wtedy pamigta¢ o formie Nie-
prawda, ze... Rozwazmy wartoS$ci logiczne tych zdan. Zdanie Cztery jest liczbg
parzystq jest prawdziwe, natomiast jego negacja jest falszywa. Natomiast dla
zdania Pigé jest liczbg parzystqg mamy falsz, zatem jego negacja Pigé jest liczbg
nieparzystq jest prawdziwa. Warto$ci logiczne zdania i jego negacji w skrocie
mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposob:
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A co otrzymamy, gdy zbudujemy negacj¢ negacji, tj. ~ (~p) lub ~~p ? W tym
wypadku negacje zdania p, dla ktorej ponownie budujemy negacje, traktujemy
tak jak poprzednio, gdy budowalismy negacj¢ do zdania wyjsciowego p. Sytua-
cja si¢ powtarza, gdy tych negacji wpiszemy wiecej. Ponizej przedstawiono, jak
zmienia si¢ wartos$¢ logiczna zdan zbudowanych za pomocg kolejnych negacji.

~P

~~p

~~~p

~~~p

0

1

0

1

1

0

1

0

Wobec powyzszego nietrudno dostrzec, ze dopisanie kolejnego operatora
negacji zmienia wartos¢ zdania na przeciwng. I tak, w zaleznosci od wartosci
logicznej zdania poczatkowego, otrzymujemy na zmiane prawda, fatsz, prawda,
... lub fafsz, prawda, fatsz, ... Zabawe¢ z negowaniem negacji mozemy konty-
nuowa¢ w nieskonczonos¢. Jednak nie to jest interesujace. Sprobujmy na pod-
stawie dotychczas zgromadzonych informacji sformutowac regute, ktora uwolni
nas od koniecznos$ci analizowania krok po kroku kolejnych negacji zwtaszcza
wtedy, gdy autor zadania miat fantazj¢ wpisa¢ ich kilkanascie. Na podstawie po-
wyzszej tabelki wnioskujemy, ze dopisujac kolejna negacje do poprzedzajacej,
otrzymamy zdanie o przeciwnej wartosci logicznej. Zatem gdy wartos¢ zdania
poczatkowego p byta prawdziwa, to zdanie z parzystg liczba operatorow nega-
cji bedzie prawdziwe, natomiast dla nieparzystej liczby negacji otrzymamy zda-
nie fatszywe. Odwrotnie bedzie w przypadku poczatkowego zdania fatszywego.
Dostrzezenie tej reguty pozwala przy znajomosci wartosci logicznej zdania po-
czatkowego okresli¢ warto$¢ logiczna zdania dla chociazby czterdziestu siedmiu
operatorow negacji i to bez koniecznosci oceny wartosci kolejnych przeksztatcen
zdania poczatkowego. A to jest interesujace.

Chciatabym si¢ teraz podzieli¢ z czytelnikami jedng z popularnych zagadek,
ktora po raz pierwszy ustyszatam na swoich zajeciach z logiki. Mysle, Ze jest ona
dobrym przyktadem ilustrujacym zastosowanie negacji. Zagadka opowiada o dy-
lemacie wedrowca, ktory postanowit dotrze¢ do miasta, ale niestety nie znat drogi.

A oto ona:

Na rozstaju drog, z ktorych jedna prowadzi do miasta, a druga na bagna, stoi
chatka. W chatce mieszka dwoch braci. Jeden z nich zawsze mowi prawde,
a drugi zawsze ktamie. Wedrowiec, ktory probuje dotrze¢ do miasta, moze
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zadaé tylko jedno pytanie i tylko jednemu z braci. Jakie pytanie powinien
zadaé wedrowiec, aby wiasciwie wybraé droge do miasta?

Odpowiedz:

Pytanie, ktore powinien zada¢ wedrowiec, brzmi: Ktorq droge do miasta
wskazalby mi Twoj brat? Po uzyskaniu odpowiedzi wedrowiec powinien pojs$¢
droga niewskazang przez braci. Przeanalizujmy calg sytuacje od poczatku. Gdy
wedrowiec trafi na brata ktamce, w odpowiedzi ustyszy kltamstwo, mimo ze
prawdoméwny brat wskaze dobrg droge do miasta. Gdy trafi na prawdomow-
nego brata, ten przekaze mu doktadnie te informacjg, ktorg przekazat mu ktamca.
W pierwszym i drugim przypadku uzyskana odpowiedz nalezy zanegowac, by
faktycznie dotrze¢ do miasta.

Elementy logiki matematycznej we wczesnej edukacji,
czyli zabawa w Podrdéze pociggow

Elementy logiki matematycznej z powodzeniem mozemy wprowadza¢ juz na
pierwszym etapie edukacyjnym. Oczywiscie nie bedzie to formalny kurs logiki,
ktory przez najmtodszych uczniow nie bytby zrozumiany. Warto jednak siegnaé¢
do podregcznikow metodyki edukacji matematycznej i podja¢ wyzwanie. Jedng
z najatrakcyjniejszych metod pracy na lekcji, ktéra zawsze spotyka si¢ z po-
wszechng akceptacja uczniow, jest zabawa. Dlatego wtasnie proponuje czytelni-
kom zabawe w Podroze pociggéw. Do zaproponowania tego rozwigzania zain-
spirowata mnie ksiazka J. Kaczmarczyk (1983), ktora prezentuje, w jaki sposob
wprowadzi¢ najmlodszych uczniow w $wiat logiki matematyczne;.

Do zabawy potrzebne beda pociagi z figurami geometrycznymi (rys. 1)
albo papierowe figury geometryczne. Pociagi oraz figury mozemy przygotowac
w czterech ksztattach (koto, kwadrat, prostokat i trojkat), trzech kolorach (zotty,
niebieski 1 czerwony) oraz dwoch wielkosciach (duzy i maty). Lacznie w taki
sposob uzyskamy 24 rozne figury geometryczne (lub pociagi oznaczone tymi
figurami). Jesli okaze si¢, ze figur nie wystarczy dla wszystkich uczniéw, mo-
zemy dotozy¢ np. kolor zielony. W taki sposob zbior naszych figur powigkszy sie
0 8 elementow. Ponadto do zabawy potrzebujemy zakodowanych ,tablic sema-
foré6w” 1 dwoch semaforéw — jeden z zielonym, a drugi z czerwonym $wiattem.
Kazdy z uczniow odgrywajacych role dréznika powinien posiada¢ swoj zestaw
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semaforow (rys. 2). Teraz wystarczy wyznaczy¢ odpowiednia tras¢ pociagdéw
i mozna zaczyna¢ zabaweg.

Rysunek 1. Przyktadowe pociagi

AT N | 0
OOOO OOOO

Rysunek 2. Przyktadowa ,.tablica semaforow” i semafory

s2 @gﬂ:ﬂm}

é | 1 0 L L]
O 0 | 1
] o o o

Podczas zabawy uczniowie z linii startu musza dotrze¢ do stacji. Aby tego
dokona¢, nalezy mina¢ semafory, ktore informujg o tym, czy droga jest wolna
I pociag moze przejechac. Droznicy odpowiedzialni za wlasciwe ustawienia se-
maforéw odczytuja informacje zakodowane w ,,tablicy semaforow”. Jesli na ,,tab-
licy semaforow” widnieje 1, to semafor ma kolor zielony i pociag moze przeje-
cha¢, w przeciwnym wypadku pociag si¢ zatrzymuje i wraca na koniec kolejki.
Przy ponownej probie dotarcia do stacji wybiera inng drogg (o ile taka mozliwo$¢
istnieje). Rozwazmy pierwszy schemat trasy pociagéw (rys. 3).
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Rysunek 3. Uktad torow wraz z przyktadowym ustawieniem semaforow

S1
o
O

STACJA

W przypadku schematu przedstawionego na rysunku 3 pocigg moze do
mety dotrze¢ dwiema drogami. Analizujac uktad toréw, okazuje sie, ze pociag
z oznaczeniem duzy niebieski kwadrat dotrze do mety, wybierajac dolng drogg.
Wynika to z informacji zakodowanej w tablicy semaforéw na rysunku 2. Przed
przystapieniem do zabawy warto dopyta¢ uczniow, dla jakiego uktadu swiatet na
semaforach pociag zawsze dotrze do stacji. Po tych wstepnych ustaleniach roz-
poczynamy zabawe, w ktorej uczniowie zamieniaja si¢ rolami, tj. raz s3 maszy-
nistami lokomotywy, a innym razem dréznikami odpowiadajacymi za wlasciwe
ustawienie $wiatta na semaforze. Wszystkie informacje o podrézach pociggow
zbieramy np. w ponizszej formie.

% o | 2 @ | [

s 1 0 0 I I 0 I
2 1 I I I I 0 0
Sivs2 | 1 I I I I 0 1

Analiza zapiséw zamieszczonych w formie tabelki powinna utatwi¢ uczniom
sformutowanie wniosku mowigcego o tym, ze wystarczy, aby na jednym z sema-
forow palilo si¢ zielone $wiatto, by pociag dotart do mety. Rezultatem zabawy
powinna by¢ uproszczona tabela, ktora uwzglednia wszystkie mozliwe uklady
semaforow, a nie wszystkie przypadki podrézy pociagéw, czyli:

S1 1 1 0
S2 1 0
S1v S2 1 1 1
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Czytelnicy, ktorzy maja juz za sobg kurs logiki matematycznej, pewnie do-
strzegli, ze uktady semaforéow odpowiadaja warto$ciom logicznym alternatywy
dwoch zdan.

Alternatywa

Zanim przejdziemy do zdefiniowania i oceny wartosci logicznej alternatywy,
rozwazmy pewna hipotetyczng sytuacje, w ktorej mama posyta syna do piekarni
po pieczywo. Zalozmy, ze zwraca si¢ do niego stowami: Kup w piekarni chleb
lub kup w piekarni pie¢ butek. Po chwili z piekarni wraca syn i przynosi chleb
oraz 5 butek. Rodzi si¢ pytanie, czy dziecko poprawnie wykonato pro§be matki.
To wiasnie m.in. takie ,,dylematy” pozwala rozstrzyga¢ alternatywa, a doktad-
niej — okresla sposob rozpatrywania zdan ztozonych skonstruowanych za pomoca
operatora [ub.

O alternatywie zdan logicznych

Niech dane beda zdania logiczne p i q. Alternatywa zdan p i q jest zdanie zlo-
zone p Vv q, ktére czytamy Zdanie p lub zdanie q.

Powr6émy jeszcze na chwilg do semaforéw i zabawy w pociagi. Analizujac
wszystkie mozliwe przypadki, w ktorych pociag dotrze do stacji, uwzglednili-
$my wszystkie mozliwe ustawienia dwoch semaforow. Okazuje sie, ze pociag nie
dotrze do stacji tylko wtedy, gdy na semaforach S1 i1 S2 begdzie czerwone $wiatlo.
Tak tez jest w przypadku alternatywy. Bedzie falszywa (czyli ma wartos¢ lo-
giczng 0) wtedy i tylko wtedy, gdy obydwa zdania be¢da falszywe.

Warto$¢ logiczna alternatywy

pvq

q v
1 1
0 1
1 1
0 0

oo |~ ||
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Wzbogaceni 0 nowe informacje z tatwoscig mozemy ocenic, ze chlopiec po-
stapit dobrze, przynoszac z piekarni chleb oraz pie¢ butek. Co wiecej, prosba
mamy byltaby spelniona rowniez wtedy, gdyby przyniost tylko chleb albo tylko
pie¢ butek. Jedynym mozliwym przypadkiem, w ktérym chtopiec nie wykonatby
prosby, byloby nieprzyniesienie z piekarni ani chleba, ani butek. Sprobujmy teraz
w zdaniu dotyczacym zakupow w piekarni spojnik lub zamieni¢ na albo. Prosba
mamy brzmiataby wtedy: Idz do piekarni, kup chleb albo kup pie¢ butek. W taki
sposob skonstruowaliby$my alternatywe wykluczajgcq, ktéra bytaby prawdziwa
tylko wowczas, gdyby syn kupit albo chleb, albo butki. Jeszcze inaczej sytuacja
wygladataby, gdyby mama zwrdcita si¢ do syna stowami: Idz do piekarni, kup
chleb i kup pieé butek. Zmiana operatora z lub na i przywotuje kolejne dziatanie
dwuargumentowe, czyli koniunkcje.

Koniunkcja

Powro¢my do zabawy w Podroze pociggow, ktora rowniez mozemy wykorzystaé
do wprowadzenia koniunkcji. Zasady sg takie same. Zmienia si¢ tylko uktad to-
row, po ktorych poruszajg si¢ pociagi. W tym wypadku, aby dotrze¢ na stacje,
nalezy ming¢ dwa semafory. Jest to mozliwe, gdy na kazdym z nich pali si¢ zie-
lone $wiatto. Tak jak poprzednio, mozemy postuzy¢ si¢ tabelkami, ktore pomoga
uczniom sformutowaé poprawne wnioski. Rozwazmy sytuacj¢ podang ponizej.

Rysunek 4. Jednotorowy schemat trasy pociggow

s1 s2
[ O
O [

d= _
I R [s1aciA 5
o\
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Rysunek 5. Tablice semaforéw dla jednotorowe;j trasy pociggdéw

7Rl Z28 g
D 0 1 1
A 1 0 0

0011
[ ] o | o | 1

(1O >0 =«

Na podstawie informacji zakodowanych w ,tablicach semaforow” (rys. 5)
mozemy zbudowac ponizszg tabelg dla przyktadowych pociagéw.

% VI @ | [
sl 0 0 I 1 1 0
s2 1 I I I 1 0
SIAS2 | 0 0 1 1 1 0

Jej analiza, tak jak w przypadku alternatywy, powinna doprowadzi¢ do
uproszczonej formy uwzgledniajgcej wszystkie ustawienia semaforow, czyli:

S1 1 1 0
S2 1 0 1
S1 A S2 1 0 0

Porownujac dwa uklady torow na rysunkach 3 i 4, nietrudno dostrzec r6z-
nice. Na rysunku 3 podrézujacy pociag ma do wyboru dwie drogi, tj. moze mi-
ng¢ semafor SI lub semafor S2, natomiast na rysunku 4 takiej mozliwo$ci nie
ma. W tym wypadku pociagi musza ming¢ kolejno S1 i S2. Niewielka réznica
w uktadzie toréw pociagga za soba dwie diametralnie rozne sytuacje. Ten drugi
przypadek prowadzi nas do niecomawianej dotychczas koniunkcji.



22 | Elementy logiki matematycznej

O koniunkcji zdan logicznych

Niech dane be¢da zdania logiczne p i q. Koniunkcja zdan p i q jest zdanie zlo-
zone p A q, ktore czytamy Zdanie p i zdanie q.

Warto$¢ logiczna koniunkcji

p q pPAq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Koniunkcja dwoch zdan jest prawdziwa tylko wtedy, gdy kazde z tych zdan
jest prawdziwe. Poréwnujac to z podrézami pociggow, okazuje sig, ze pociag do-
trze do stacji, gdy na kazdym z semaforéw bedzie palito si¢ zielone $wiatto.

Implikacja

Implikacj¢ matematycy czgsto wykorzystuja przy formulowaniu twierdzen.
Przypomnijmy jedno z najpopularniejszych szkolnych twierdzen, czyli twierdze-
nie Pitagorasa®.

Jezeli trojkqt jest prostokgtny, to suma pol kwadratow zbudowanych na przy-
prostokgtnych jest rowna polu kwadratu zbudowanego na przeciwprostokqt-
nej.

Zapisane za pomocg operatora = przyjmuje postac:

trojkqt jest prostokgtny = suma pol kwadratow zbudowanych na przypro-
stokgtnych jest rowna polu kwadratu zbudowanego na przeciwprostokgtnej

gdzie zdanie logiczne p brzmi: Trdjkqt jest prostokgtny, a zdanie logiczne q: Suma
pol kwadratow zbudowanych na przyprostokgtnych jest rowna polu kwadratu
zbudowanego na przeciwprostokgtnej.

4 Pitagoras (572-497 p.n.e.) — grecki filozof i matematyk znany z twierdzenia o dtugo$ciach bo-
kow trojkata prostokatnego.
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O implikacji zdan logicznych

Niech dane beda zdania logiczne p i q. Implikacja zdan o poprzedniku p i na-
stepniku q jest zdanie ztozone p = q, ktore czytamy Jesli p, to g lub z p wynika
q. Zdanie p nazywamy poprzednikiem implikacji, za$ q jej nastgpnikiem.

Wartos¢ logiczna implikacji

pP=q

oo~

q =
1 1
0 0
1 1
0 1

Zwro¢my uwagg, ze implikacja dwoch zdan jest falszywa tylko w jednym
przypadku, tj. wtedy, gdy poprzednik implikacji jest prawdziwy, a nastepnik fat-
szywy. W pozostatych przypadkach mamy zawsze prawde.

Roéwnowaznosc¢

Mysle, ze z rownowaznoS$cig czytelnik rowniez si¢ spotkat w konstrukeji twier-
dzen. A dokladniej wtedy, gdy pojawiat si¢ zwrot weedy i tylko wtedy, gdy... Moz-
liwe jest takze, ze do§wiadczylt tej formy notacji przy obliczaniu miejsca zero-
wego funkcji, gdy nauczyciel uparcie dazyt do przestrzegania konstrukeji zapisu:
fx)=0 e 2x+1=0dlaf(x)=2x + 1.

O rownowaznosci zdan logicznych

Niech dane bgda zdania logiczne p i q. Rownowaznos$cia zdan p i q jest zdanie
ztozone p & q, ktore czytamy p wtedy i tylko wtedy, gdy q lub p jest réwno-
wazne q.

Wartos¢ logiczna rownowaznos$ci zdan jest bardzo intuicyjna. Méwimy, ze
rownowazno$¢ jest prawdziwa, jesli jej zdania sktadowe sg jednoczes$nie praw-
dziwe albo fatszywe.
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Warto$¢ logiczna rownowaznos$ci

P<=q

q
1
0
1
0

o |o|~|~|T
_oo»—ﬂ

Przyktady

x Niech zdanie p ma postaé: 5 + 5 = 10, a zdanie q: 17 jest liczbg pierwszq.
Kazde z tych zdan jest prawdziwe, wigc rownowazno$¢ tych zdan takze.

x Niech zdanie p ma postaé: Kazda liczba naturalna jest liczbg nieparzystg,
a zdanie q: Kazda liczba naturalna jest podzielna przez 2. Rbwnowazno$¢
tych zdan jest prawdziwa, bo kazde z nich jest fatszywe. Przeciez nie kazda
liczba naturalna jest nieparzysta oraz nie kazda liczba naturalna jest po-
dzielna przez 2.

% Niech zdanie p ma posta¢: 5 + 5 = 11, a zdanie q: 23/ jest liczbg pierwszq
oraz wiemy, ze rownowazno$¢ tych zdan jest prawdziwa. Stad na podstawie
rozstrzygniecia o falszywosci zdania p mozemy orzekac¢ o falszywosci zda-
nia q bez ucigzliwego poszukiwania odpowiedzi.

Skonstruujmy trzy przyktady zdan ztozonych dla pojedynczych zdan p, q, r,
gdzie p oznacza zdanie Monika rozwigze wszystkie zadania z podrecznika do
matematyki, q oznacza zdanie Monika uczestniczy we wszystkich zajeciach z ma-
tematyki, za$ r oznacza zdanie Monika zda egzamin z matematyki.

Zdanie ztozone 1.

Jesli Monika bedzie uczestniczyla we wszystkich zajeciach z matematyki
i Monika rozwiqgze wszystkie zadania z podrecznika do matematyki, to Mo-
nika zda egzamin z matematyki.

Nasz przyktad zapisany za pomocg symboli ma postac: (p A q) = r. Ponadto
nalezy zwrdci¢ uwage na konstrukcje zdania, ktora nie pomija czgsci zdan poje-
dynczych p, q, r. Istnieje tu potrzeba powtarzania za kazdym razem, ze problem
kompetencji matematycznych dotyczy Moniki. W naszym zdaniu pojawily sie
dwa operatory, tj. operator koniunkcji i implikacji. Ponadto wprowadzono na-
wias, ktorego celem jest wyodrgbnienie zdan p i q jako pewnej catosci. Nawiasy
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w logicznych zdaniach ztozonych petnig analogiczng funkcje do nawiaséw wy-
korzystywanych chociazby w dziataniach arytmetycznych.

Zdanie ztozone 2.

Nieprawda, ze jesli Monika bedzie uczestniczyta we wszystkich zajeciach
Z matematyki, to Monika zda egzamin.

Powyzsze zdanie rowniez mozemy zapisa¢ za pomocg symboli. Bedzie
miato postaé: ~ (p = q). I tak jak w poprzednim zdaniu, wyraznie wida¢ korzysci
ptynace z symbolicznej formy zapisu. Trudno$¢ w symbolicznej prezentacji zdan
ztozonych kryje si¢ w opanowaniu umiejetnosci postugiwania si¢ operatorami
logicznymi.

Zdanie ztozone 3.

Nieprawdq jest, ze jesli Monika bedzie uczestniczyta we wszystkich zajeciach
Z matematyki i Monika rozwigze wszystkie zadania z podrecznika do mate-
matyki, to Monika zda egzamin z matematyki.

Zdanie trzecie zapisane za pomoca symboli ma postaé: ~[(p A q) = r]. W tym
zdaniu pominigcie nawiasu kwadratowego skutkowaloby zanegowaniem tylko
(p A q), a to nie byloby zgodne ze zdaniem przedstawionym w postaci stowne;.

Mysle, ze podane przyktady trzech zdan ztozonych zwrdcity uwage czy-
telnika na tatwosc¢, z jaka mozemy tworzy¢ wlasne. Jednak budowanie zdan lo-
gicznych ztozonych po pewnym czasie przestaje by¢ interesujace. Sprobujemy
teraz zastanowic si¢ nad warto$cig logiczng zdan ztozonych. Moze poszukiwania
w tym zakresie okaza si¢ bardziej ekscytujace.

1.2. Wartos¢ logiczna zdan ztozonych

Sprobujmy oceni¢ wartos$¢ logiczna nastepujacych zdan (p A q) Asorazp A(q V1)
dlap=1,q=1,s=1,r=0. W celu wyznaczenia warto$ci logicznych tych zdan
ztozonych skorzystamy z tabeli warto$ci logicznych alternatywy oraz koniunkc;ji.
Przypominam, wprowadzone w zapisie nawiasy petnia taka samg funkcje, jak
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nawiasy w dziataniach arytmetycznych, tj. wyznaczaja kolejnos¢ dla sktadowych
zdania ztozonego. Przeanalizujmy krok po kroku warto$¢ logiczna tych zdan.

x Dla (p A q) A s mamy:
— skorop=1,q=1,to (p A q) ma rédwniez warto$¢ 1 (wynika z wartosci
logicznej koniunkcji),
— i dalej, skoro (p A q) ma wartos¢ 1is=1,to (p A q) A s ma warto$¢ 1
(na podstawie wartosci logicznej koniunkcji dwoch zdan).
x Dlap A (q Vv r) mamy:
— skoroq=1ir=0, to q vrmawarto§¢ 1 (wynika z wartosci logicznej
alternatywy),
— i dalej, skoro (q v r) ma warto$¢ 1 ip=1,t0o p A (q v r) ma wartos¢ 1
(na podstawie wartosci logicznej koniunkcji tych dwoch zdan).

Okazuje si¢, ze dla podanych wartosci p, q, 1, s powyzsze zdania sg praw-
dziwe. Sprawdzmy, czy postepujac analogicznie, jak w powyzszych przypad-
kach, czytelnikowi uda si¢ oceni¢ warto$¢ logiczng zdan zlozonych podanych
w tabeli 3. Tu, tak jak poprzednio, dla zdan ztozonych wybrano dowolne war-
tosci.

Tabela 3. Wartosci logiczne wybranych zdan ztozonych

Wartos¢ logiczna zdan

Lp. Zdanie zlozone

r ztozonego

1

(pArg@ s
pA(qQAar)
(pvqvs
prg=s
(pArgnr
pv(qvs)
pA(qvr)
8 (pArqVv(pAar)

Zrddto: opracowanie wlasne.

N | N B wWw N =

— = = O = ===

— | —|lOo|~|O|l—=|O|~|a

ool lO OO0 |O

el e el e e e e 2

0
1
1
0
1
1
1

5 W tabeli umieszczono odpowiedzi, aby czytelnik mogt sprawdzi¢ swoje rozwigzania.
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Zauwazmy, ze wartos$ci logiczne podanych zdan ztozonych (ostatnia kolumna
w tab. 3) w niektorych wypadkach maja wartos$¢ 1, a w innych 0. Powrdo¢my na
chwile do zdania (p A q) A s, ktdre dla wartoscip=1,q=11s =1 byto praw-
dziwe. Teraz, gdy zmienimy warto$¢ jednego ze zdan, np. p = 0, to okazuje sig,
ze cate zdanie bedzie miato warto$¢ 0. Sprobujcie napisa¢ wlasne zdanie ztozone
i przyjmijcie dla jego sktadowych dowolne wartosci. Co uzyskaliscie? By¢ moze
udato si¢ zbudowac zdanie, ktére przy wybranych wartosciach logicznych zdan
sktadowych dato zdanie prawdziwe. Jednak to ciagle jest tylko szczegolny przy-
padek. Czy zatem wasze zdanie bedzie prawdziwe dla dowolnych warto$ci zdan
sktadowych? Wtasnie nad tym teraz bedziemy si¢ zastanawiac.

Z tabeli 3 ponownie wybieramy dwa zdania zlozone, ktore wygladaja po-
dobnie, tj. p v (q v s) oraz (p v q) v S. Niestety ktos dopisat w nich nawiasy. Czy
oznaczaja to samo? Matematyk spytatby, czy te zdania sg rownowazne? Aby to
sprawdzi¢, skorzystamy z tzw. metody zero-jedynkowej. Polega ona na tym, ze
sprawdzamy wszystkie mozliwe uktady warto$ci logicznych zdan sktadowych
I na ich podstawie oceniamy warto$¢ zdania ztozonego. Rozwazmy zatem naste-
pujace zadanie:

Sprawdz, czy zdanie [p v (g v S)] < [(p Vv q) Vv §] jest prawdziwe dla dowol-
nych p, q, s.

Do rozwigzania zadania wykorzystamy zbudowang w tym celu tabelg 4.
Sami zobaczycie, jak tabela w prosty sposob porzadkuje wszystkie mozliwe
uktady wartosci logicznych zdan pojedynczych. Dla doktadnej prezentacji kolej-
nych krokéw rozwigzania, oprocz kolumn z wartosciami p, q, s i catego zdania
ztozonego, umieszczono kolumny pozwalajace oceni¢ wartos¢ logiczng poszcze-
gblnych sktadowych zdania. I tak rownowazno$¢ rozdzielono na dwie cze¢sci (zob.
kolumna 6 1 7 w tab. 4), czyli lewa i prawa stron¢ rownowazno$ci. W kazdej z nich
wyszczegolniono nawiasy (patrz kolumna 4 i 5 w tab. 4). Oczywiscie liczba ko-
lumn tabeli pomocniczej zalezy od osoby rozwigzujacej zadanie. Jedyng wska-
zowka sg indywidualne preferencje rozwigzujacego, tak jak wtedy, gdy zmagamy
si¢ z rozbudowanym dziataniem arytmetycznym, decydujac, ktore przeksztatce-
nia wykonamy w pamigci.

Wskazowki do uzupehnienia tabeli 4:

%X W kolumnach 1, 2 i 3 nalezy uwzgledni¢ wszystkie mozliwe kombinacje
wartosci pojedynczych zdan logicznych.
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x Kolumny 4 i 5 mozemy uzupetni¢ na podstawie tabeli okreslajacej warto-

$ci logiczne alternatywy. Przypominam, ze alternatywa ma warto$¢ 0 tylko

wtedy, gdy oba jej zdania przyjmuja wartos¢ 0.

x Wartosci w kolumnie 6 sg warto$ciami alternatywy kolumn 1 i 5. To na ich

podstawie uzupetniamy kolumne 6. Analogicznie postepujemy wypehniajac

kolumne 7, gdzie bierzemy wartosci z kolumn 3 i 4.

% W kolumnie 8 mamy rownowaznos¢ dla wartosci z kolumn 61 7.

% Jesli w kolumnie 8 otrzymamy same jedynki, to zdanie ztozone (W naszym

wypadku réwnowazno$¢) jest prawdziwe dla dowolnych wartosci logicznych

zdan pojedynczych.

Tabela 4. Zastosowanie metody zero-jedynkowej do oceny prawdziwosci zdania ztozonego

1|2 |3 4 5 6 7 8
P | qa | s | (ve | (qvs) | pviqvs) | (pvgvVvs | pv(@vs)e(pvgyvs
1|11 1 1 1 1 1
1| 1|0 1 1 1 1 1
10| 1 1 1 1 1 1
0| 1 |1 1 1 1 1 1
1,00 1 0 1 1 1
0| 1]o0 1 1 1 1 1
0|01 0 1 1 1 1
0|00 0 0 0 0 1

Zrédto: opracowanie wlasne.

W kolumnie 8 uzyskalismy same jedynki. Na tej wlasnie podstawie mozemy
twierdzi¢, ze zdanie p v (q v s) < (p v q) V s jest prawdziwe dla dowolnych p, q,
S. Rozwazane zadanie sugeruje, ze zdania ztozone mozemy podzieli¢ na te, ktore

sg zawsze prawdziwe, i pozostate. Nas bedg interesowaty te zdania ztozone, ktore

dla wszystkich swoich warto$ci sg zawsze prawdziwe.
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O prawie rachunku zdan

Prawem rachunku zdan (inaczej tautologia) nazywamy zdanie zlozone, ktore
jest zawsze prawdziwe, bez wzgledu na wartosci logiczne zdan sktadowych.

A oto kilka przyktadow zdan zawsze prawdziwych:

| ~[p A (~p)] prawo sprzecznosci
1 pVv(~p) prawo wylgcznego srodka
Il p < ~(~p) prawo podwdjnej negacji
v pArq)<=@QAp) prawo przemiennosci koniunkcji
V pPvqa<e@Qvp) prawo przemiennosci alternatywy
VI (pArg)Aarl<[pA(@Aan)] prawo tgcznosci koniunkcji
VIl [(pvagvilep (v prawo tlgcznosci alternatywy
VI [(p= q)] < [(~q = ~p)] prawo transpozycji
IX ~pArq) < [(~p) Vv (~q) | prawo de Morgana
Xl ~(pvaell~pA=q)] 1l prawo de Morgana
Xl (p=DAr@=1=0(p=1 prawo przechodniosci
X [pv@@an]l<(pva Alpvr)] prawo rozdzielnosci alternatywy
wzgledem koniunkcji

XIV [par@vile(parq) v(pAar)]  prawo rozdzielnosci koniunkcji
wzgledem alternatywy

Zachgcam czytelnikow do podjgcia wyzwania. Sprobujcie przekonac sig, ze
potraficie wykazac¢ prawdziwos$¢ powyzszych zdan metoda zero-jedynkowa.

1.3. Formy zdaniowe i kwantyfikatory

Do tej chwili zajmowaliSmy si¢ zdaniami logicznymi, czyli takimi, dla ktorych
z cala pewnoS$cig moglismy okresli¢ ich prawdziwos¢ badz fatszywosc. Teraz
przyjrzymy si¢ formom gramatycznym zawierajagcym zmienng, ktore dopiero po
przeksztatceniu stajg si¢ zdaniami logicznymi.

Niech dane bedzie zdanie logiczne Szczecin jest miastem wojewodzkim. Spro-
bujmy teraz zapisa¢ to samo zdanie za pomocg zmiennej, tj. Polskie miasto x jest
miastem wojewodzkim. Z racji tego, ze w drugim zdaniu nie podano konkretnego
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miasta, nie mozemy oceni¢, czy jest prawdziwe, czy falszywe. Tak naprawde
w naszym zdaniu w miejsce polskie miasto x mozemy podstawi¢ dowolng miej-
scowos¢, ktora aktualnie posiada prawa miejskie. Gdyby$smy teraz w miejsce
polskie miasto x podstawili Swinoujscie, znow uzyskalibysmy zdanie logiczne,
z tym, ze falszywe. W matematyce takie wyrazenia, dla ktorych zamiast konkret-
nego przyktadu wstawia si¢ zmienne, wykorzystuje si¢ bardzo czgsto.

O formie zdaniowej

Formg zdaniowg okre$long w zbiorze A nazywamy kazde zdanie zawierajgce
zmienng i ktore przeksztalci si¢ w zdanie logiczne, gdy tylko w miejsce zmien-
nej podstawimy dowolng warto$¢ ze zbioru A. Zbidr A bedziemy nazywali
zbiorem okreslonosci formy zdaniowej lub zakresem formy zdaniowe;j.

Przyktad

x Niech Polskie miasto x lezy nad Odrg bedzie forma zdaniowa, dla ktorej
zbiorem okreslonosci formy bedzie zbior wszystkich polskich miast. Aby
zamieni¢ je w zdanie logiczne, wystarczy wybraé jedno z nich, np. Wroc-
taw. Wtedy otrzymujemy zdanie logiczne Wroctaw lezy nad Odrg i jest ono
prawdziwe. Gdy za zmienng podstawimy Krakow, okazuje si¢, ze utwo-
rzone zdanie logiczne bedzie fatszywe. Zatem jesli po podstawieniu wybra-
nego elementu z zakresu formy zdaniowej uzyskujemy zdanie prawdziwe,
to moéwimy, ze wybrany element spetnia forme¢ zdaniowa. W przeciwnym
wypadku powiemy, ze jej nie spetnia. Zbior wszystkich elementéw spetnia-
jacych dang formg¢ zdaniowa nazywamy zbiorem prawdziwosci tej formy,
natomiast pozostate tworza zbidr zwany zbiorem fatszywosci.

Rozwazmy teraz sytuacjg, w ktorej kazdy element nalezacy do zakresu
formy zdaniowej ja spetnia, np. wystarczy dla formy zdaniowej Polskie miasto
x lezy nad Odrg zakresem uczyni¢ zbidr miast, przez ktore Odra rzeczywiscie
przeptywa. W taki sposob dla kazdego elementu z takiego zbioru otrzymaliby-
$my zdanie prawdziwe.
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O formie zdaniowej toZsamosciowej i sprzecznej

Jezeli forme¢ zdaniowa spelnia kazdy element nalezacy do jej zakresu, to taka
forme¢ nazywamy forma zdaniowa tozsamo$ciowa. Gdy zaden element zakresu
formy zdaniowej nie spelnia, nazywamy ja formg zdaniowa sprzeczna.

Przyktad

X Niech zakresem pewnej formy zdaniowej bedzie zbior liczb rzeczywistych.
Przyktadem formy zdaniowej tozsamosciowej w zbiorze liczb rzeczywi-
stych bedzie nierownosé: x? + 2022 > 0, za$ przykladem formy zdaniowe;j
sprzecznej w tym samym zakresie rOwnanie x2=—1. Z formami zdaniowymi
sprzecznymi oraz tozsamo$ciowymi spotkaliscie si¢ na lekcjach matematyki.
Chociazby wtedy, gdy rozwigzywaliscie rownanie badz nier6wnos¢.

UstaliliSmy juz na poczatku, Zze matematycy w celu uproszczenia zapisow
wprowadzajg symbole. Tak tez bedzie i w tym wypadku. Dowolng forme zda-
niowa o zmiennej X bedziemy oznaczali p(x), q(X), s(x), ... Zapiszemy teraz defi-
nicj¢ form zdaniowych rownowaznych przy uzyciu symboli.

O formach zdaniowych rownowaznych

Niech dane bgda dwie formy zdaniowe p(x) oraz q(x) okreslone w zbiorze A. Je-
zeli kazdy element spetniajacy forme p(x) spetnia forme q(x) i odwrotnie, to
nazywamy je formami zdaniowymi rownowaznymi i zapisujemy p(x) < q(x).

Zanim przejdziemy dalej, sprobujmy za pomoca przyktadéw uporzadkowaé
sobie wszystko, co dotychczas powiedzielismy o formach zdaniowych. Na pocza-
tek rozstrzygnijmy, ktore z ponizszych zdan jest formg zdaniowa, a ktore zda-
niem logicznym.

(1) Ksiezyc jest satelitq Ziemi.

(2) Liczba k jest liczbg niewymierng.

(3) Suma kqtow wewnetrznych trojkgta wynosi 200°.
@4 5+6=11

B)x+2<3

6) X’=4
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Sposrad tych szesciu zdan tylko w przypadku (1), (3) i (4) mozemy oceni¢
wartos$¢ logiczng. Zdania (1) i (4) sa prawdziwe i przyjmuja wartos¢ 1, nato-
miast (3) jest zdaniem fatszywym®, czyli ma warto$¢ 0. W trzech pozostatych
przyktadach, tj. (2), (5) i (6) zapisano formy zdaniowe, dla ktorych nalezy wska-
za¢ zakres zmiennoSci. | tak w przypadku (2) do zbioru okreslonosci formy zda-
niowej mozemy zaliczy¢ wszystkie liczby, ktorych kwadraty sa liczba naturalna.
Dzielagc caty zakres zmienno$ci rozwazanej formy zdaniowej na dwa roztgczne
zbiory, tj. zbior liczb, ktorych kwadraty sg liczbami pierwszymi oraz na te, kto-
rych kwadraty nie sg liczbami pierwszymi, otrzymujemy dwa zakresy. Teraz,
wybierajac element z pierwszego z nich, otrzymamy zdanie logiczne prawdziwe.
W podobny sposob mozemy rozwazac zakresy zmiennosci form zdaniowych (5)
i (6), aby wskaza¢ zbiory prawdziwosci badz fatszywosci podanych form zdanio-
wych.

Przyjrzyjmy si¢ teraz kolejnym formom zdaniowym okre$lonym w zbiorze
liczb rzeczywistych. Zbidr liczb rzeczywistych bedziemy oznaczali przez R.

(7) @+2a+1)=(@a+ 1)
8) x3=8
©) y*=-

Nietrudno orzec, ze (7) jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej a, (8)
jest prawdziwa tylko dla x = 2, za$ (9) nie begdzie prawdziwa dla zadnej liczby
rzeczywistej. Mozemy zapisac to prosciej:

(10) dla kazdej liczby rzeczywistej a mamy (a® +2a + 1) = (a + 1)
(11) istnieje liczba rzeczywista x taka, ze x3 = 8
(12) nie istnieje liczba rzeczywista y taka, ze y> = —

W zapisach pojawiaja si¢ zwroty dla kazdego oraz istnieje. Sa one na tyle
czesto wykorzystywane w matematyce, ze postanowiono je zapisa¢ za pomoca
specjalnych znakow. | tak V, czytamy dla kazdego x, a I czytamy istnieje x. Za-
tem (10), (11) i (12) mozemy zapisac’:

(13) Vacr(@®+2a+1)=(@+ 1y

(14) Aerx®=38

(15) ~Gyery*=-1)

¢ Przypomnienie: suma miar katow w trojkacie wynosi 180°.
7 Zapis (a € R) czytamy a nalezy do zbioru liczb rzeczywistych (R).
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Symbole ¥V oraz 9 nazywamy kwantyfikatorami®. Pierwszy z nich — 0gdl-
nym lub duzym, drugi matym, szczegétowym lub egzystencjonalnym. Oczywiscie
w jednym zdaniu moze wystepowac wigcej niz jeden kwantyfikator.

Zastanéwmy si¢ teraz, jak kwantyfikatory moga wptywaé na formy zda-
niowe. Na pewno czytelnik dostrzegl, ze jesli form¢ zdaniowg poprzedzimy
kwantyfikatorem, to mozemy orzeka¢ o prawdziwosci lub fatszywosci. I tak zda-
niami prawdziwymi beda

Vacr @+ 1)>>0 oraz Jdacra®—16=0
a zdaniami fatszywymi
Jacr(@+1°<0 oraz Vaecra®—-16=0

Matematycy formy zdaniowe i kwantyfikatory czesto wykorzystuja do za-
pisu twierdzen, chociazby

(*) Yx,yer Fer [(X Ty) - 2= 0]

co czytamy: Dla kazdych liczb rzeczywistych x i y istnieje liczba rzeczywista
Z taka, ze iloczyn sumy liczb x i y oraz liczby z wynosi 0. OczywiScie wszyscy
wiemy, ze istnieje dokladnie jedna taka liczba rzeczywista z, ktora dla dowolnych
X,y € R, spetnia rownos¢ (x +y) - z= 01 jest nig 0.

W naszym przyktadzie mamy polaczenie dwoch kwantyfikatorow oraz
trzech zmiennych, co pokazuje, ze matematycy z powodzeniem wykorzystuja
formy zdaniowe oraz kwantyfikatory dla wigkszej liczby zmiennych. Ponadto
w przypadku, gdy dang forme zdaniowa speinia doktadnie jeden element nale-
zacy do jej zakresu, tak jak ma to miejsce w omawianym zdaniu, to nasze wyra-
zenie (*) mozemy zapisac:

(**) Vx,yeRr zer (X +y) - 2=0)

Symbol F; odczytujemy jako: Istnieje doktadnie jeden element x taki, ze...

8 Mozemy si¢ spotkac z innym oznaczeniem kwantyfikatorow. Duzy kwantyfikator czesto ozna-
czany jest A, a maty V.
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1.4. Zadania - elementy logiki matematycznej

Zadanie 1.1

Przyjrzyj si¢ uwaznie ponizszej pracy plastycznej’. Kasia w nastepujacy sposob
opisata rysunek:

Na rysunku znajdujq sie domy, drzewa i staw. Po ulicy jadg trzy samochody.
Na trawniku bawiq sie trzy kotki. W parku za drogq spaceruje szes¢ 0sob.

Ktore informacje podane w opisie Kasi sa prawdziwe, a ktore nie zgadzajg si¢
z rysunkiem? Uto6z kilka zdan uzupetniajacych opis Kasi tak, aby byt on zgodny
Z tym, co przedstawia praca dziecka.

Zadanie 1.2

Na ponizszym rysunku przedstawiono figury. Sposrod nich wybrano wszystkie
duze kwadraty i prostokaty oraz wszystkie mate niecokragte figury, a nast¢pnie
umieszczono je w petli. Ktore z tych figur znalazty si¢ poza petla?

% Rysunek wykonata moja pigcioletnia wowczas corka Iga.
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B™ EH"ALQ®

B EH""ALAQ®

Na podstawie zbudowanego przez Ciebie uktadu figur (w petli i poza nig)
ocen, ktore z ponizszych zdan sg prawdziwe, a ktore fatszywe.

a) W petli znajduje si¢ maly zo6tty prostokat.

b) W petli znajduje si¢ duzy czerwony kwadrat.

¢) W petli znajduje si¢ male czerwone koto.

d) W petli znajduja si¢ wszystkie trojkaty.

e) W petli nie znajduja si¢ wszystkie kota.

f) Poza petlg znajduja si¢ duze kota i duze trojkaty.

g) Poza petlg znajduja sie duze i mate kwadraty.

h) Poza petla znajduja si¢ wszystkie trojkaty.

Zaproponuj dwa zdania prawdziwe oraz dwa zdania fatszywe dla rozwaza-
nego w zadaniu ukladu figur. Zastanow si¢, czy mozemy zmieni¢ uktad figur
tak, aby zdania prawdziwe wymienione w podpunktach od a) do h) byty falszywe
i odwrotnie, zdania falszywe staty si¢ prawdziwe. OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 1.3

Ktore z ponizszych zdan nie jest zdaniem logicznym?
a) Podaj mi ksigzke!
b) Warszawa jest stolicg Francji.
¢) Ziemia jest planets.
d) Cztery jest liczba catkowita.
e) Malgosiu, nie biegaj!
f) Czy lubisz matematyke?
g) Dodawanie liczb naturalnych jest taczne.
h)y x-1>0
) x+3<0
j) Trojkat prostokatny ma dwa katy proste.
k) Suma katow trojkata wynosi 180°.
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Zadanie 1.4

Ktore z ponizszych zdan sg prawdziwe, a ktore fatszywe?

a) Suma dowolnych dwoch liczb parzystych jest nieparzysta.

b) Iloczyn dowolnej liczby parzystej i liczby nieparzystej jest zawsze liczba
nieparzysta.

c) Istnieje tylko jedna liczba parzysta.

d) Roznica dwoch liczb naturalnych jest zawsze dodatnia.

e) Liczba zmniejszona o 4 i dodana do dowolnej liczby naturalnej daje sume
mniejszg o 4 od poprzedniej sumy.

f) Kazde dwie liczby naturalne zawsze r6znig si¢ o jeden.

g) Kazdy trojkat ma boki réwnej dlugosci.

h) Kazda liczba podzielna przez 10 jest rowniez podzielna przez 5.

Zadanie 1.5

Zanotuj za pomocg symboli:

a) implikacje zbudowang z negacji zdania p oraz alternatywy zdan q i s,

b) koniunkcje zbudowang z implikacji zadania p i q oraz z negacji s,

¢) rownowazno$¢ zbudowang z alternatywy zdan p i q oraz negacji koniunk-
cji tych zdan,

d) rownowazno$¢ zbudowang z alternatywy zdan p i q oraz koniunkcji nega-
cji zdania p oraz zdania q,

e) implikacje, ktorej poprzednikiem jest negacja zdania p, a nastgpnikiem
alternatywa zdan qir.

Zadanie 1.6

Jakim spdjnikiem logicznym mozna potaczy¢ dwa zdania falszywe, aby otrzy-
mac¢ zdanie prawdziwe?

a) spojnikiem koniunkcji,

b) spojnikiem alternatywy,

¢) spojnikiem implikacji,

d) nigdy nie otrzymamy zdania prawdziwego.
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Zadanie 1.7

Jakim spdjnikiem logicznym mozna potaczy¢ dwa zdania prawdziwe, aby otrzy-
mac zdanie fatszywe?

a) spojnikiem koniunkcji,

b) spodjnikiem alternatywy,

¢) spojnikiem implikacji,

d) nigdy nie otrzymamy zdania fatszywego.

Zadanie 1.8

Ojciec obiecywat synowi, ze kupi mu rower, o ile bedzie miatl na §wiadectwie
oceng bardzo dobra z jezyka polskiego i bardzo dobra z matematyki. W jakich
przypadkach syn nie spetni tego warunku'®?

Zadanie 1.9

Ojciec obiecywat corce, ze kupi jej rolki, o ile bedzie miata na §wiadectwie ocene
bardzo dobra z jezyka polskiego lub bardzo dobra z matematyki. W jakich przy-
padkach corka nie spetni tego warunku?

Zadanie 1.10

Ktore z podanych wyrazen sg prawami rachunku zdan?
a) pA@QAD) S (PAQAT
b) pa@vn = (pAaq) v(pAr)
¢ p=>~(pVva

Zadanie 1.11

Postugujac si¢ metoda zero-jedynkowa udowodnij nastgpujace tautologie.
a) [(prg) =1 {lpaED]= 9l
b) (=9 < (q="~p

10 Zadanie zaczerpniete z ksiazki Z. Semadeniego ,,Matematyka wspotczesna w nauczaniu
dzieci”.
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Zadanie 1.12

Ktore z ponizszych praw opisanych stowami jest tautologia?
a) rownowazno$¢ dowolnego zdania p i jego negacji,
b) alternatywa dowolnego zdania p i jego negacji,
¢) koniunkcja dowolnego zdania p i jego negacji,
d) implikacja dowolnego zdania p i jego negacji.

Zadanie 1.13

Stosujac prawa de Morgana, podaj zdanie rownowazne podanemu.
a) Nieprawda, ze pojd¢ do filharmonii lub péjde do teatru.
b) Nie mam odrobionego zadania z matematyki i nie mam odrobionego za-
dania z fizyki.
¢) Nieprawda, ze mam 22 lata i mieszkam w Gdansku.

Zadanie 1.14

Mam przed soba kilka krazkéw w dwodch kolorach, niebieskie oraz czerwone.
Wybieram kolejno dwa krazki. Odpowiedz, ktorej pary krazkow przy podanej
informacji nie uzyskamy.

Informacja: Nieprawdq jest, ze pierwszy jest czerwony lub drugi jest czer-
wony.

a) czerwony, niebieski,

b) niebieski, czerwony,

¢) niebieski, niebieski,

d) czerwony, czerwony.

Zadanie 1.15

Ktoéra z ponizszych informacji pozwala ustali¢ jednoznacznie warto$¢ logiczna
zdania p?
a) Koniunkcja zdania p i pewnego zdania q jest prawdziwa.
b) Alternatywa zdania p i pewnego zdania q jest prawdziwa.
¢) Implikacja, ktorej poprzednikiem jest zdanie p, jest zawsze prawdziwa.
d) Rownowaznos¢ zdania p i pewnego zdania q jest prawdziwa.
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Zadanie 1.16

Znajdz taka warto$¢ zmiennej a, z, y, t, dla ktorej ponizsza forma zdaniowa jest
prawdziwa.

a) (a®=-8) A (ajest liczbg rzeczywistg)

b) z<z+3)v (=1

0 (y>3)=(F-15<0)

d) (t-5=20) < (t*=25)

Zadanie 1.17

Ocen warto$¢ logiczng ponizszych zdan.
b) VxeR VyeR dser (X +z= Y)

Zadanie 1.18

Dla ponizszych form zdaniowych ut6z po jednym zdaniu z uzyciem kwantyfika-
torow Vv, .

a) x>y

b) x-y=1

c) x-y=0

d) x+y=0
gdzie x 1y s3 liczbami rzeczywistymi. Okresl prawdziwos$¢ zbudowanych przez
siebie zdan.

Zadanie 1.19

Na wyspie, gdzie mieszkaja tylko prawdomoéwni i ktamcy, spotkana przypad-
kowo osoba powiedziala: Jestem ktamcq. Czy ta osoba jest mieszkancem wyspy?
Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 1.20

Kazda z 0sob: A, B, C albo jest prawdomowna, albo jest ktamca. Osoba A powie-
dziata: My wszyscy jestesmy ktamcami. Osoba B powiedziala: Tylko jeden z nas
Jjest ktamcg. Osoba C klamie, czy mowi prawde? Odpowiedz uzasadnij.



40 | Elementy logiki matematycznej

Zadanie 1.21

Od poniedziatku do $rody Marek zawsze ktamie. W pozostate dni tygodnia méwi
prawde. Pewnego dnia Marek spotkat Mari¢ i powiedziat dwa zdania: Wczoraj
ktamatem. Od pojutrze przez dwa kolejne dni bede ktamat. W jakim dniu Marek
spotkat Mari¢? OdpowiedZ uzasadnij'!.

Zadanie 1.22

Na ponizszym pasku przedstawiono figury geometryczne przygotowane przez
Krzysia podczas zaje¢ z edukacji matematycznej.

A

Ocen warto$¢ logiczng zdania: Wsrod figur Krzysia znajdujg sie dwa prosto-

kaqty lub znajdujq si¢ dwa kota.

1" Zadania od 1.19 do 1.21 zaczerpnigto z miniatury ,,Zadania logiczne” Wydawnictwa Aksjo-
mat. Bardzo polecam czytelnikom lekture tej pozycji. Znajdziecie w niej Panstwo bardzo ciekawe
zadania, ktore pojawiaty si¢ na konkursach matematycznych na przestrzeni lat.



2. Zbiory. Algebra zbioréw

Za date ,,narodzin” teorii zbioréw uznaje si¢ 7 grudnia 1873 roku. Jest to data
podana w liscie Georga Cantora' do Richarda Dedekinda? (Sporer, 1987, s. 15),
w ktoérym autor pisat o ilo$ci liczb naturalnych i rzeczywistych. Jednak nie byty
to pierwsze rozwazania dotyczace zbiorow. Mysle, ze zbiory, a doktadniej ich
istnienie, zawdzigczamy jednej z gtdownych cech ludzkosci, czyli nieodpartej po-
trzebie gromadzenia r6znych obiektow. Jednak samo gromadzenie nie przynosi
takiej satysfakcji jak porownywanie, np. kto ma wigcej. Mimo ze tak funkcjonu-
jace w codziennosci zbiory miaty poczatkowo niewiele wspolnego z matematyka,
to przy uwzglednieniu cech ewolucji i wrodzonego dazenia do rozwoju mogto
to przyczyni¢ si¢ do stanu, ktory mamy obecnie. Warto podkresli¢, ze mate-
matykéw nie interesuja dowolne zbiory. Nie sg zainteresowani zbiorami, ktore
w przypadkowy, chaotyczny sposob zgromadzono w obrgbie jednej kolekeji. To,
co ich interesuje, to zbiory zawierajace nieprzypadkowe elementy, czyli takie,
ktore sposrod innych wyrdznia posiadanie okreslonej cechy. O takich zbiorach
bede pisata na kolejnych stronach, cho¢ moze si¢ zdarzy¢, ze zupetnie przypad-
kowe zbiory réwniez si¢ pojawia. Najprawdopodobniej beda wykorzystywane do
ilustrowania prezentowanych tre$ci matematycznych. Taka forma wizualizacji
tresci matematycznych zdarza si¢ czesto 1 w zaden sposob nie bede prekursorem
takiego rozwigzania.

Zbior jest stowem wykorzystywanym w mowie potocznej. Mowimy o zbio-
rze eksponatow w muzeum, 0 zbiorze ksigzek w bibliotece, 0 zbiorach antykow,
medali i wielu innych przedmiotow. W kazdym z przytoczonych przyktadow
stowo zbidr jest uzyte w znaczeniu kolekcji pewnych egzemplarzy, ktore z ta-
kich czy innych przyczyn sa jego obiektami. Obiekty te nazywamy elementami

I Georg Cantor (1845-1918) — profesor matematyki i filozofii w Halle. Uznany za tworce wspot-
czesnej teorii zbiorow.

2 Richard Dedekind (1831-1916) — profesor matematyki, wprowadzit do matematyki takie poje-
cia, jak grupa Dedekinda czy pierscien Dedekinda. Przyjaznit si¢ z G. Cantorem.
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zbioru. W matematyce stowa zbior nie definiujemy. Jest ono pojeciem pierwot-
nym i wykorzystujemy je do definiowania innych poje¢. To samo dotyczy ele-
mentow zbioru. Mowimy, ze element nalezy do zbioru, jesli wchodzi w sktad
jego kolekgji, tj. jest jednym z jego obiektow. | przeciwnie, nie nalezy do zbioru,
jesli nie jest obiektem kolekcji. Z tego wynika, ze elementu zbioru réwniez nie
definiujemy. Okre§lamy go na podstawie warunku opisujacego kolekcje pewnych
obiektow (egzemplarzy) (Semadeni, 1979, s. 91). Rozwazmy ponizsze przyktady
zbiorow i ich elementy.

Przyktady

X Zbior uczniow klas trzecich Szkoty Podstawowej nr 45 w Krakowie. Elemen-
tami tego zbioru beda uczniowie uczeszezajacy w roku szkolnym 2021/2022
do klas 3a, 3b oraz 3c.

x Zbior klockéw Jenga Classic w grze zreczno$ciowej. Elementami tego zbioru
beda poszczegolne drewniane prostopadtoscienne klocki. Natomiast plasti-
kowe klocki Lego nie beda elementami tego zbioru.

X Zbidr polskich rzek, ktorego elementami beda rzeki ptynace przez nasz kraj.
Natomiast Ren, mimo ze jest rzeka, nie jest elementem zbioru, bo ptynie
w kraju naszych sgsiadow. Mowimy wtedy, ze Ren nie nalezy do zbioru pol-
skich rzek.

Podane przyktady opisuja stownie zbiory i elementy, ktore do nich naleza.
Tak jak zaprezentowano, moga by¢ zdefiniowane za pomocg warunku stownego,
ale moga tez by¢ okreslone poprzez wypisanie wszystkich jego elementdw, np. ko-
zaki, botki, i $niegowce, czyli zbioér butéw zimowych Pani Kowalskiej. Jednak
nie kazdy opis grupy elementéw mozemy uzna¢ za zbior. Trudnosci pojawiajace
si¢ przy okreslaniu zbiorow wynikaja z niejednoznacznego warunku opisujacego
przynalezne do niego elementy — chociazby zbior pieciu liczb, dla ktdrego nie po-
trafimy jednoznacznie wskaza¢ tych, ktore rzeczywiscie si¢ w nim znajduja, czy
zbior ziaren piasku na plazy w Migdzyzdrojach, tak jakby byto oczywiste, w kto-
rym doktadnie miejscu zaczyna si¢ i konczy plaza. Innymi przyktadami zbiorow
niejednoznacznie okre$lonych beda np. zbior wszystkich talerzy w restauracji,
zbior dziesieciu liczb naturalnych czy zbior krzeset w sklepie meblowym. W kaz-
dym z tych przypadkow niejednoznacznie okre$lono warunek, ktéry musza spet-
nia¢ elementy, aby je zakwalifikowa¢ do zbioru. Dla restauracji i sklepu meblo-
wego nie okreslono adresu. To spowoduje, ze wyglad zbioru bedzie si¢ zmieniat,
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gdy tylko wskazemy inne miejsce. W przypadku liczb naturalnych nie okreslono
natomiast warunku, wedtug ktorego mamy dokonac¢ wyboru tych liczb. Tu kazdy
nasz wybor moze gromadzi¢ zupetnie inny zestaw liczb.

Zbiory w matematyce oznaczamy duzymi literami, np. zbior uczniow z przy-
ktadu pierwszego oznaczymy U, zbior klockow Jenga Classic przez K, natomiast
zbior polskich rzek przez R. Dobor liter w tym wypadku zalezy od podmiotu
rozwazajacego dane zbiory. Obowigzkowa staje si¢ natomiast konsekwencja za-
chowania oznaczen podczas catosci rozwazan o danym zbiorze. Elementy zbioru
oznaczamy matymi literami, np. elementy zbioru X oznaczamy Xi, X2, X3, ..., CO
utatwia dalsze dzialania na tym zbiorze. Do oznaczania zbiorow czesto uzywamy
nawiasow klamrowych {...}. Wewnatrz takiego nawiasu umieszczamy elementy
nalezace do zbioru. I tak w przypadku miast wojewddzkich w Polsce (oznaczmy
ten zbior przez W) uzyskujemy zapis:

W = {w1, w2, W3, ..., Wi}
gdzie wi, wo, ..., wie to kolejne miasta wojewodzkie.

Na podstawie powyzej okreslonego zbioru miast wojewodzkich mozemy
stwierdzi¢, ze wo jest elementem zbioru W. Ten fakt symbolicznie zapisujemy
jako w2 € Wi czytamy w2 nalezy do W. Dla przyktadu wezmy miasto Golenidw,
ktore oznaczymy przez g. Nie jest ono elementem zbioru W. Symbolicznie zapi-
szemy, ze g ¢ W i bedziemy czytac g nie nalezy do W. A co w sytuacji, gdy mamy
zbior, do ktdrego nie potrafimy przypisa¢ zadnego elementu, np. zbior ludzi, kto-
rzy maja zotte oczy? Taki zbior, ktory nie posiada zadnego elementu, nazywamy
zbiorem pustym i oznaczamy @.

W edukacji matematycznej bardzo czgsto wykorzystujemy graficzne pre-
zentacje zbiorow. Reprezentacjg graficzng zbioru jest linia krzywa zamknieta,
a w przypadku ¢wiczen praktycznych wykonywanych we wczesnej edukacji —
zbior symbolizuje petla wykonana ze sznurka lub tasiemki czy hula hop (rys. 6).
Wszystkie elementy znajdujace sie¢ w petli nalezg do zbioru, a znajdujace si¢ poza
nig juz nie. Tak tez jest w przypadku zbioru A (rys. 6), ktorego elementami sg
prostokat, trojkat i gwiazdka, zas koto znajdujace si¢ poza petla nie jest elemen-
tem tego zbioru.



44 | Zbiory. Algebra zbioréw

Rysunek 6. Reprezentacje graficzne zbiorow

A

Petla czy linia symbolizujgca zbior nie jest zadng z figur geometrycznych.
Jest to krzywa zamknigta nieograniczajgca swoim zakresem zadnego zbioru
punktoéw ptaszczyzny. Powinna by¢ traktowana jako symbol utatwiajacy wskaza-
nie elementéw nalezgcych do zbioru i znajdujacych si¢ poza nim. Wlasnie takie
rozwigzanie jest najczesciej wykorzystywane we wezesnej edukacji. Powinni-
$my pamigtac, ze prezentacja graficzna zbioréw na rysunku 6 nie jest tozsama
z tzw. diagramami Venna®. Diagramy Venna rysujemy, analizujac zbiory z nie-
skonczona liczbg elementow i przy zatozeniu, Ze nie sg one punktami ptaszczy-
zny (Semadeni, 1979, s. 94). Prezentacje graficzne zbior6w maja pomoc w po-
rownywaniu, analizowaniu i wnioskowaniu. My réwniez bedziemy ilustrowali
pewne zalezno$ci w takiej formie.

W matematyce wykorzystujemy wiele sposobow na okreslenie zbiorow.
Chcialabym zwréci¢ uwage na kilka z nich, bo btedna interpretacja moze prowa-
dzi¢ do nieporozumien. Wspominatam juz o opisie stownym, prezentacji w for-
mie schematu z wykorzystaniem obiektow rzeczywistych, rysunkach i klamrach.
Wiasnie przy klamrach {...} chcialabym si¢ chwilke zatrzymac. Por6wnajmy na-
stepujace zbiory:

(1) {a, b, ¢} (@) {{a}, b, ¢}

Zbior oznaczony przez (1) jest bardzo klarowny i nie budzi watpliwo$ci. Nie
mamy takze trudnosci ze wskazaniem elementéw nalezacych do tego zbioru.

3 John Venn (1834-1923) — angielski pastor i naukowiec zajmujacy si¢ matematyka, logika i fi-
lozofia.
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Mimo swojej klarownos$ci posiada pewna wade, ktorg matematycy nazywaja nie-
praktycznos$cia formy zapisu. Wystarczy wyobrazi¢ sobie zbior zawierajacy 2022
elementy. Wypisanie ich wszystkich migdzy klamrami zajetoby zbyt wiele czasu.
Dlatego matematycy, dazac do elegancji i prostoty przekazu, zamieniliby zapis
na taki, ktory zawiera okreslong ceche wszystkich elementow nalezacych do tego
zbioru, np.

x Niech A bedzie zbiorem wszystkich miast Europy. Zamiast wypisywac

wszystkie miasta, co zajetoby duzo czasu, mozemy zapisaé proscie;j:

A = {x: x jest miastem w Europie}*

x Niech B bedzie zbiorem liczb catkowitych wigkszych od 10 i jednocze$nie
mniejszych od 1000. W prostszej formie wyglada to nastepujaco:

B={x e C:10<x <1000}

Poswieémy teraz chwile zbiorowi oznaczonemu przez (2). Niewiele roézni si¢
od pierwszego, bo wprowadzono w nim tylko dodatkowa klamr¢ na a. Niestety
wprowadzenie dodatkowej klamry skutkuje zmiang elementéw w tym zbiorze
w porownaniu ze zbiorem (1). Elementami tego zbioru sg zbior jednoelementowy
zawierajacy element a, element b oraz element c. W tej sytuacji powinna poja-
wic si¢ watpliwos¢. Czy a jest elementem zbioru (2)? Otéz nie. Analizujac ele-
menty nalezace do zbioru (2), stwierdzamy, ze {a} € {{a}, b, c}, natomiast zapis
a € {{a}, b, c} jest niepoprawny.

2.1. Zbioryiich podzbiory, réwnos¢ zbioréw

UstaliliSmy juz, ze zbiory moga zawiera¢ dowolng liczbe elementéw. Mimo ze
matematycy nie uznaja zbiorow o skonczonej liczbie elementéw za interesujace,
to do ilustrowania wybranych i prezentowanych tresci z teorii zbioréw pozwole
sobie takie zbiory wykorzystywac.

Rozwazmy dwa zbiory. Pierwszy bedzie zbiorem wszystkich zabawek znaj-
dujacych si¢ we wskazanym przedszkolu. Jesli teraz sposrod wszystkich zabawek
wybierzemy lalki (zaktadamy, ze wérdd tych zabawek znajduja sie lalki), to po-
wstala kolekcja bedzie rowniez zbiorem. Z racji tego, ze kazda lalka jest zabawka,

4 Dwukropek wykorzystany w zapisie klamrowym czytamy takie, ze... lub takich, ze...
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mozemy powiedzie¢, ze zbior wszystkich lalek da si¢ wyodrebni¢ ze zbioru za-
bawek. Oznacza to dokladnie tyle, ze kazda lalka jest zabawka, ale nie kazda
zabawka musi by¢ lalka. Z analogiczng zaleznoscig spotkaliscie si¢ na szkolnych
lekcjach matematyki w przypadku prostokatow i kwadratéw. Wszyscy wiemy, ze
kazdy kwadrat jest prostokatem, ale nie kazdy prostokat jest kwadratem. Opisane
sytuacje wprost prowadzg do zaleznosci miedzy zbiorami, gdzie jeden ze zbioréw
zawiera wszystkie elementy drugiego zbioru.

O podzbiorze zbioru

Zbidr B jest podzbiorem zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ele-
mentu X ze zbioru B zachodzi warunek: jesli x € B, to x € A. Méwimy wtedy,
ze zbior B zawiera si¢ w zbiorze A i zapisujemy B < A lub A o B. Znak
nazywamy znakiem inkluzji, a zbidér A nadzbiorem zbioru B.

Symbolicznie mozemy to zapisac: A
(Bc A) < (VxeBX € A)

Przyktady

% A — zbior wszystkich uczniow Szkoty Podstawowej nr 45 w Szczecinie
B — zbidr wszystkich uczniow klas drugich Szkoty Podstawowej nr 45
w Szczecinie.
Migdzy zbiorami A i B zachodzi relacja B — A.

% A — zbiér wszystkich jezior w Polsce
B — zbior wszystkich jezior na Warmii i Mazurach.
Miedzy naszymi zbiorami zachodzi relacja B — A.

x Niech A= {1,2, 4,8, 16,32} i B= {1, 4, 16}, zatem B c A.

Analizujac powyzsze przyktady, widzimy, ze kazdy element ze zbioru
B nalezy do zbioru A. Zatem na mocy powyzszej definicji B jest podzbiorem
zbioru A. Natomiast jesli zbior B nie jest podzbiorem zbioru A, to zapiszemy
B z Alub ~ (B c A). Sprobujmy teraz na podstawie definicji podzbioru zdefinio-
wac zbior, ktory nie jest podzbiorem wskazanego zbioru.
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O zbiorze niebedgcym podzbiorem

Zbior B nie jest podzbiorem zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy nie kazdy ele-
ment ze zbioru B jest elementem zbioru A. Zatem istnieje co najmniej jeden
element w B, ktory nie nalezy do A. Moéwimy wtedy, ze zbior B nie zawiera si¢
w zbiorze A i zapisujemy B & A.

Symbolicznie mozemy to zapisac: ~ (B  A) < (FxeB X & A).

Powyzsza definicja wynika bezposrednio z definicji podzbioru. Jednak
umiescitam jg celowo. Prosze przyjrzec si¢ samej konstrukcji tej definicji. Nie
jest ona niczym innym jak negacja definicji poprzedzajacej. Budowanie takich
definicji, przy znajomosci elementéw logiki, nie powinno przysparza¢ czytelni-
kom trudnosci.

Przejdzmy teraz do przyktadow ilustrujacych zalezno$ci migdzy zbiorami
takimi, ze zaden z nich nie jest podzbiorem drugiego zbioru.

Przyktady

X Zbiodr dzielnikow liczby 16 nie jest podzbiorem zbioru dzielnikéw liczby 24,
bo 16 nie jest dzielnikiem liczby 24. Odnoszac si¢ do tego, co dotychczas
powiedzieliSmy, z tatwoscig dostrzegamy, ze istnieje element (u nas 16) nie-
nalezacy do zbioru dzielnikéw liczby 24. Zbior dzielnikow liczby 24 réwniez
nie jest podzbiorem dzielnikoéw liczby 16, bo 6 nie dzieli 16 bez reszty.

x Graficzne relacje migdzy zbiorami A i B, gdzie B nie jest podzbiorem
zbioru A, znajduja si¢ na ponizszych rysunkach. Co wigcej, na rysunku 8
mamy sytuacje, w ktorej zbior A jest podzbiorem zbioru B.

Rysunek 7 Rysunek 8 Rysunek 9
A

A B B
()
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Zastanéwmy sig, czy istnieje zwigzek migdzy liczba elementow w zbio-
rze a liczba jego podzbioréw. W tym celu rozwazymy dwa zbiory skonczone
A={l,2} 1B = {x,y, z}, dla ktorych bedziemy budowa¢ podzbiory. Strategia
przyjeta podczas wypisywania wszystkich podzbioréw ma duze znaczenie. Cha-
otyczne wypisywanie podzbiorow moze skutkowaé pominigciem ktoregos z nich.
Na taka trudnos$¢ mozemy si¢ natkna¢ szczegélnie wtedy, gdy zbior, dla ktorego
budujemy podzbiory, sktada si¢ z wigkszej liczby elementdéw niz zaproponowane
zbiory A i B. Dlatego warto przed przystapieniem do realizacji zadania zastano-
wi¢ si¢ nad strategia. Proponuje, aby kolejno wypisywac podzbiory zawierajace
jeden element danego zbioru, nastepnie dwa elementy, kolejno trzy elementy itd.

Zanim jednak rozpoczniemy, musimy pamietac, ze zbidr pusty jest podzbio-
rem kazdego zbioru. Co wigcej, zbior pusty jest tez swoim wlasnym podzbiorem.
Skad taki pomyst? Odpowiedz jest bardzo prosta i wynika z definicji zbioru nie-
bedacego podzbiorem rozwazanego zbioru. Mianowicie — przypusémy, ze zbior
pusty nie bedzie podzbiorem pewnego zbioru K, zatem w zbiorze pustym istnieje
co najmniej jeden element, ktory nie nalezy do K, a znajduje si¢ w zbiorze pu-
stym. Nie jest to oczywiscie prawda, bo przyjelisSmy, ze zbior pusty to taki zbior,
ktory nie posiada zadnego elementu. Przystapmy teraz do wyznaczenia wszyst-
kich podzbioréw zbiorow A i B.

Przyktady

x Podzbiory zbioru A = {1, 2} to:
— zbior pusty @
— podzbiory jednoelementowe {1}, {2}
— podzbiory dwuelementowe {1, 2}.

% Podzbiory zbioru B = {x, y, z} to:

zbior pusty @

podzbiory jednoelementowe {x}, {y}, {z}
podzbiory dwuelementowe {x, y}, {X, z}, {y, z}
— podzbiory trzyelementowe {x, v, z}.

Juz po tych dwoch przyktadach dostrzegamy, ze czym wiecej elementow ma
dany zbiodr, tym wigcej podzbiorow tego zbioru mozemy zbudowac. Kwestig li-
czebnos$ci mozliwych do uzyskania podzbiorow wskazanego zbioru zaczgto ana-
lizowa¢ doktadniej. Okazuje sig, Ze istnieje sposob na podanie liczby podzbioréw
bez konieczno$ci wypisywania ich wszystkich. Zanim jednak okreslimy, w jaki
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sposob wyznaczy¢ liczbe podzbiorow, przyjrzyjmy si¢ jeszcze raz naszym przy-
ktadom. Dla dwuelementowego zbioru A otrzymalismy 4 podzbiory, a dla tréj-
elementowego B uzyskalismy 8 podzbioréw. Z tych dwoch przyktadow niewiele
mozemy wywnioskowaé. Rozszerzmy nasze poszukiwania o wiecej przypadkow.
Dla zbioru jednoelementowego uzyskamy dwa podzbiory, zbior pusty zawiera
tylko jeden podzbior (siebie samego), zbior czteroelementowy bedzie ich miat 16.
Zestawiajac nasze spostrzezenia, otrzymujemy:

., liczba elementow liczba mozliwych
przykladowy zbior w zbiorze podzbiorow
(4] 0 1
K={I} 1 2
A={1,2} 2 4
B={x,y,z} 3 8
C={a,b,c,d} 4 16

W ostatniej kolumnie naszego zestawienia pojawily si¢ kolejne potegi liczby 2,
ktore wtasnie sa podstawa do wyznaczania liczby wszystkich mozliwych pod-
zbioréw danego zbioru. Zgodnie z zapisem ostatniej kolumny tabelki, gdy zbior
bedzie mial 6 elementow, to liczba jego podzbiorow jest rowna 2° = 64. Jesli
przyjmiemy, ze istnieje zbior n-elementowy, to liczba wszystkich mozliwych
podzbiorow tego zbioru jest rowna 2".

Pamigtajmy réwniez o tym, ze podzbior danego zbioru jest takze zbiorem.
| jeszcze jedno spostrzezenie zwigzane z przykladem, ktére zastuguje na nasza
uwagg — podzbiér dwuelementowy zbioru A jest taki sam, jak zbiér A, oraz pod-
zbior trzyelementowy zbioru B jest taki sam, jak zbior B. Takie podzbiory nazy-
wamy niewlasciwymi i zapisujemy inkluzje zbiorow przez . Jak zatem okresli¢
podzbior, ktory bedzie wlasciwy?

O podzbiorach wlasciwych

Podzbior B zbioru A nazywamy wilasciwym, jesli istnieje co najmniej jeden
element w zbiorze A, ktéry nie nalezy do zbioru B.

Powro¢my jeszcze na chwilg do podzbioréw niewtasciwych. Ustalilismy,
ze podzbidr niewtasciwy danego zbioru zawiera takie same elementy, co zbior,
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z ktorego ten podzbioér wyodrebniono. Inaczej — zbidr i jego podzbior niewtas-
ciwy sg sobie rowne. W taki sposob otrzymujemy kolejna definicje.

O zbiorach rownych

O dwoch zbiorach A i B mowimy, ze sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja
te same elementy. Zbiory réwne oznaczamy A = B. Symbolicznie mozemy to
zapisac:

(A=B)o (xxe A= xeB)
Zbiory réwne mozemy definiowaé za pomoca inkluzji zbioréw (zawierania
si¢ zbiorow), tj. zbiory A i B sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy zbior A — B

i B c A. Symbolicznie mozemy to zapisac:

(A=B) o (Vxeax € BA Yk X € A)

Rozwazmy kilka przyktadoéw zbioréw i zastandéwmy sig, ktore z nich sa
rowne.

Przyktady

x Niech dane beda zbiory A= {0, 0, 1,2} i B= {0, 1, 2, 2}. Zbiory A i B s3 sobie
réwne, poniewaz kazdy element zbioru A znajduje si¢gw B, 1.0 € B, 1 € B
oraz 2 € B, a takze kazdy element ze zbioru B nalezy do zbioru A. Uwaga!
Nieistotne jest, ile razy powtarza si¢ dany element, bo z matematycznego
punktu widzenia to ten sam element.

x Zbiory C={a,b,c,d} i D= {b, a, c, d} sag réwne, bo kazdy element ze zbioru
C nalezy do zbioru D i odwrotnie — kazdy element ze zbioru D nalezy do
zbioru C. Uwaga! Dla réwnosci zbioréw nie ma znaczenia kolejnos¢ przed-
stawiania elementow w zbiorze.

Rownos¢ zbiorow ma swoje wtasnosci. Mowimy, ze kazdy zbior jest rowny
samemu sobie (A = A). Ponadto jezeli zbiér A jest rowny zbiorowi B, to zbiér B
jest rowny zbiorowi A (A =B = B = A) oraz jezeli zbior A jest rowny zbiorowi B
i zbidr B jest rowny z C, to zbiér A jest rowny zbiorowi C (symbolicznie mozemy
to zapisa¢: [A=BAB=C]= A=C).
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Wracajac do tego, co dotychczas powiedziano o podzbiorach, uporzadku-
jemy nasza wiedze w formie wlasnosci. Niech A, B, C beda dowolnymi zbiorami,
dla ktorych zachodzg nastepujace whasnosci:

() 9cA
2 AcCA
3) jesiAcBABcC,toAcC
4) jesliAcBABcA,toA=B
(5) jesliA=B,toAzBvBzA

Zbior pusty nie zawiera zadnego elementu, wigc jest podzbiorem kazdego
zbioru (1), o czym juz wspominatam. Kazdy zbior jest swoim podzbiorem, bo
kazdy element podzbioru nalezy do zbioru (2). Wtasnos¢ (3), nazywana prawem
przechodniosci dla relacji zawierania (inkluzji) (rys. 10) méwi, ze kazdy element
zbioru A jest elementem zbioru B, a z faktu, ze zbioér B zawiera sie¢ w zbiorze C,
wynika, ze kazdy element z B jest w C. Zatem jesli kazdy element z A jest w B
i kazdy z B w C, to prawda jest, ze kazdy z A jest w C, czyli zbior A jest podzbio-
rem zbioru C. Natomiast jesli dwa rozwazane zbiory sa swoimi podzbiorami, to
musza by¢ rowne (4). I na koniec sytuacja opisana wtasno$cia (5), odnoszaca si¢
do zbiorow, ktore nie sa rowne, a doktadniej — w zbiorze A istnieje element, ktory
nie nalezy do B lub w B istnieje element, ktérego nie ma w A.

Rysunek 10. Inkluzja trzech zbiorow

C

Przyktady

x Niech A bedzie zbiorem wszystkich czworokatéw, B zbiorem roéwnolegtobo-
kow, zas C zbiorem prostokatow. Miedzy zbiorami A, B, C zachodza nastg-
pujace inkluzje C < B A B < A. Zatem na mocy wtasnosci (3) C c A.
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X% Niech dane bedg zbiory A = {1, 2, 3,4, 5, 6,7}, B= {0, 8, 9, 10, 11, 12, 13}
orazC=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 14}. Podane zbiory nie zawieraja
zbyt wielu elementow i okreslenie inkluzji tych zbioréw nie powinno przy-
sporzy¢ trudnosci. Jednak zobaczmy, jak uprosci si¢ zadanie, gdy przedsta-
wimy A, B, C w formie graficzne;.

C

A 14 B

Z przedstawionego schematu szybko odczytamy, ze A — C, poniewaz kazdy
element zbioru A rowniez nalezy do C, oraz B ¢ C, bo istnieje element, ktory
nalezy do B i nie ma go w C. Jest to liczba 13.

2.2. Dziatania na zbiorach

Dotychczas rozwazaliSmy zbior i jego elementy. Teraz zajmiemy si¢ budowaniem
zbioréw za pomoca innych, znanych nam uprzednio zbioréw. W tym celu okre-
$limy dziatania na zbiorach. Kolejno przedstawimy sumg zbiordw, iloczyn zbio-
rOw i réznice zbiorow.

O sumie zbiorow

Suma (zlaczeniem) zbiorow A i B nazywamy zbior A U B, do ktorego naleza
elementy zbioru A oraz elementy zbioru B.

Symbolicznie zapisujemy: A B

AuB={x:xe Avx e B}
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Przyktady
x Niech A bedzie zbiorem dziewczat z klasy I1a SP 15 w Olsztynie, B zbiorem

chtopcow z tej samej klasy. Ztgczeniem zbioréw A i B jest zbior wszystkich
uczniéw z klasy z Ila SP 15 w Olsztynie.

x Dane sg A = {1, 2, 3, 4} oraz B = {a, b}. Suma zbioréw jest zbiér A U B =
{1,2,3,4, a, b}.

% Niech A bedzie zbiorem wszystkich trojkatéw, zas B zbiorem wszystkich
trojkatow rownoramiennych. Sumg (ztaczeniem) zbioréw A i B bedzie zbior
wszystkich tréjkatow.

Zastanéwmy sie, kiedy element nie bedzie nalezat do sumy zbioréw. Oczy-
wiscie wtedy i tylko wtedy, gdy nie bedzie elementem zbioru A i nie bedzie ele-
mentem zbioru B, co mozemy zapisac x ¢ AUB < (x ¢ AAx ¢ B). Wtym
wypadku, tak jak to zrobilismy przy zbiorze niebedgcym podzbiorem danego
zbioru, wystarczyto zbudowac¢ negacje definicji sumy zbiordéw. Przyjrzyjmy sie
teraz wlasnosciom sumy zbiorow, ktore wynikajg z jej definicji.

() AuB=BUA

2 AuBuUlO=AuBuUC
B)VUA=A

4 AuvA=A

W celu uzasadnienia prawdziwosci przywotanych wlasno$ci sumy powinni-
$my odnies¢ si¢ do jej definicji. Dla wykazania wtasnosci (1) przyjmijmy element
x € A U B. Wtedy wprost z definicji sumy otrzymujemy, ze x € A v x € B.
Korzystajac teraz z prawa przemienno$ci alternatywy, mozemy twierdzic¢, ze
x € B U A. Wlasnosé¢ (2) uzasadnimy tylko za pomoca definicji. Zauwazmy:
z faktu x € A U (B U C) wynika, ze x jest elementem co najmniej jednego ze
zbioréw A lub B lub C, zatem na mocy definicji x € (A U B) U C. Wiasnos¢ (3)
jest oczywista. Skoro x € @ U A, to musi naleze¢ do A, bo do @ nie nalezy zaden
element. Mysle, ze wykazanie prawdziwosci (4) moge pozostawi¢ czytelnikom.
Wiasnos¢ (1) sumy zbiorow nazywamy prawem przemienno$ci, natomiast (2)
prawem tacznosci sumy zbiorow (Rasiowa, 2003, s. 13).
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O zaleinosciach migdzy inkluzjg a sumgq zbiorow

Przesledzmy teraz twierdzenia, ktore uwzglednig zaleznosci migdzy inkluzja
a suma zbiorow. Niech dane beda zbiory A, B, C, D, dla ktérych:
() Ac Au B oraz B c A u B. Podane inkluzje przekonujg nas, ze suma
zbiorow zawiera kazdy ze swoich sktadnikow.
2)jesi AcCABcC,to AuB c C. Mowi o tym, ze jesli kazdy ze
sktadnikow sumy, tj. zbior A i B, zawieraja si¢ w zbiorze C, to suma tych
zbioré6w rowniez zawiera si¢ w C.
(3) jesiAcCABcD,to AuBc Cu D. Méwi, ze skoro sktadniki sumy,
tj. A i B, zawierajg sie odpowiednio w zbiorach C i D, to suma sktadni-
kow zawiera si¢ sumie zbiorow C i D.
4) Ac B < AuB=B. Mowi, ze suma pewnego zbioru i jego podzbioru
zawsze daje nam zbior bedacy nadzbiorem tego podzbioru (Rasiowa,
2003, s. 14).

O iloczynie zbiorow

Iloczynem (przekrojem lub cze$cia wspdlng) zbioréw A i B nazywamy zbior
A N B, do ktorego nalezg elementy znajdujace si¢ jednocze$nie w zbiorze
A'i zbiorze B.

Symbolicznie zapisujemy:

ANnB={x:xe AArx e B}

A B

Przyktady

x Niech A bedzie zbiorem wszystkich uczniow z klasy la SP 45 w Szczecinie,
B zbiorem chlopcow z tej samej klasy. Iloczynem zbioréow A i B jest zbior
wszystkich chtopcow z klasy Ia SP 45 w Szczecinie.

x Dane sg A ={1, 2, a} oraz B ={2, 3, a}. [loczynem zbior6éw jest zbior A " B =
{2, a}.

x Niech A bedzie zbiorem wszystkich trojkatow, a B zbiorem trojkatow row-
noramiennych. Iloczynem tych zbiorow bedzie zbidr zawierajacy wszystkie
trojkaty rownoramienne.
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Moze si¢ zdarzy¢, ze nie bedziemy mogli wskaza¢ ani jednego elementu,
ktory nalezy zaré6wno do jednego, jak i drugiego zbioru. Tak jak w przypadku,
gdy elementy jednego zbioru beda zottymi pitkami, a drugiego czerwonymi
0 wielkos$ci odpowiadajacej tym ze zbioru pitek zottych. Wtedy nie istnieje ani
jedna pitka, ktora bytaby czerwona i z6tta jednoczesnie. Takie zbiory nazywamy
zbiorami rozlgcznymi | oznaczamy A N B = @. Innym przyktadem zbiorow roz-
tacznych bedzie zbior 0sob zameldowanych w Poznaniu oraz zbidr oséb zameldo-
wanych w Szczecinie, poniewaz w naszym kraju kazdy moze by¢ zameldowany
tylko w jednym miejscu. Wynika stad, ze nie znajdziemy nikogo, kto legalnie
bylby zameldowany jednocze$nie i w Szczecinie, i w Poznaniu.

Zastanowmy sie¢ kiedy jeszcze element nie bedzie nalezat do iloczynu zbio-
réw. Oczywiscie wtedy i tylko wtedy, gdy nie bedzie elementem zbioru A lub
nie bedzie elementem zbioru B, co mozemy zapisaé, negujac definicje zbiorow
w nastepujacy sposob: x ¢ AN B < (x ¢ A v x ¢ B). Odwotujac si¢ do definicji
iloczynu zbiorow, rozwazymy nastepujace wlasnosci:

() AnB=BnA

2 AnNnBNCO)=(AAnBNC
3)OnA=0

4 AnA=A

Uzasadniajac wiasnosci iloczynu zbioréw, rowniez wystarczy odwotac sie do
definicji. Skoro x € AN B, to x € A A x € B. Koniunkcja zdan jest przemienna,
stad x € B A x € A. Natomiast z faktu, ze x € B A x € A na mocy definicji wiemy,
ze x € BN A, co dowodzi wlasnosci (1) iloczynu zbiorow. Wiasnose (2) jest row-
niez prawdziwa, bo skoro x € A N (B N C), to x nalezy do kazdego ze zbiorow A,
B, C, zatem x € (A N B) N C. We wlasnosci (3) zbior pusty nie zawiera zadnego
elementu, wiec niemozliwe jest, aby x € @ N A. Oczywisto$¢ wilasnosci (4) dla
iloczynu zbiorow wynika wprost z definicji iloczynu (Rasiowa, 2003, s. 15).

O zaleinosciach miedzy inkluzjg a iloczynem zbiorow
Przesledzmy ponownie twierdzenia, ktére tym razem uwzgledniajg zaleznosci

migdzy inkluzjg a iloczynem zbioréw. Niech dane beda zbiory A, B, C, D, dla
ktorych:
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() An B c Aoraz A n B < B. Mowi, ze iloczyn zbiorow zawiera si¢
w kazdym z tych zbioréw.

(2) jesi AcBAAcCC,to Ac B n C. Mowi o tym, ze jesli zbior zawiera
w dwoch danych zbiorach, to zawiera si¢ rowniez w iloczynie tych zbio-
row.

3) jesiAcCABcD,to AnBc Cn D. Méwi, ze iloczyn dwoch zbio-
réow bedacych podzbiorami innych zbioréw zawiera si¢ w iloczynie tych
zbiorow.

4) AcB < An B=A. Modwi, ze w wyniku iloczynu zbioru i jego pod-
zbioru zawsze otrzymujemy podzbior (Rasiowa, 2003, s. 16).

O roznicy zbiorow

R&znicg zbiorow A z B nazywamy zbidr A\B, do ktorego nalezg elementy znaj-
dujace si¢ w zbiorze A i ktore jednoczesnie nie naleza do B (diagram gorny).
Analogicznie r6znica zbiorow B z A nazywamy zbidér B\A wszystkich tych
elementow, ktore sa w B i nie ma ich w A (diagram dolny).

A B

Symbolicznie zapisujemy:
AB={xixe Arx ¢ B}
B\ A={x:xeBAax¢gA}

A B

e

x Niech A bedzie zbiorem studentow pierwszego roku pedagogiki przedszkol-
nej i wczesnoszkolnej Uniwersytetu Szczecinskiego, zas B zbiorem stu-

Przyktady

dentow tego samego roku, ktorzy maja rude wlosy. Réznicg zbiorow A\B
jest zbidr wszystkich studentow pierwszego roku pedagogiki przedszkol-
nej i wezesnoszkolnej Uniwersytetu Szczecinskiego w roku akademickim
2021/2022 o wiosach w innym kolorze niz rudy.

x Niech A= {3,4,5} iB={4,5, 6}. Wtedy A\B = {3}, a B\A = {6}.
x Niech A bedzie zbiorem wszystkich rownolegtobokéw, B zbiorem wszyst-

kich prostokatow. Zatem A\B bedzie zbiorem wszystkich rownolegltobokow,
ktore nie sg prostokatami, a B\A zbiorem pustym.
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Omowimy teraz wybrane wlasnosci roznicy zbiorow A, B (Semadeni, 1979,
s. 105).

1) AA=0, AQ=A, D\A=0
) (AB)UA=A, (AB)UB=AUB
(3) AB=A\A N B)=A N (A\B)

Wiasnos¢ (1) mozemy okresli¢ mianem oczywistej. Nietrudno dostrzec, ze
jesli z pewnego zbioru (u nas A) wykluczymy wszystkie elementy tego zbioru, to
otrzymamy zbior pusty. I dalej, jesli ze zbioru A nie wykluczymy zadnego ele-
mentu, to A pozostanie bez zmian. I wreszcie, gdy bedziemy chcieli wykluczy¢
dowolny element ze zbioru, ktéry tych elementéw nie zawiera, to nadal bedziemy
mieli zbiér pusty. W (2) uzasadnienie mozemy przeprowadzi¢ analogicznie na
podstawie definicji réznicy. Wtasnos¢ (3) mowi o tym, ze jezeli wybierzemy do-
wolny element nalezacy do A\B, to tak, jak by$Smy wybrali element z A niena-
lezacy do iloczynu zbioréw A i B. | dalej, wybierajac element z obszaru czgsci
wspodlnej pewnego zbioru 1 obszaru tego zbioru, ktéry pozostat po zabraniu ele-
mentoéw nalezacych do innego zbioru, znajdziemy si¢ ponownie w obszarze nale-
zacym do réznicy rozpatrywanych zbiorow.

Rozwazmy teraz zadanie ilustrujace nam, jak mozemy wykorzysta¢ dotych-
czas zgromadzone informacje o dzialaniach na zbiorach.

Zadanie

Po powrocie z wakacji do szkoly wychowawczyni przeprowadzita lekcje
nt. wakacyjnych wspomnien. Uczniowie klasy Illa chetnie opowiadali o miej-
scach, ktore odwiedzili podczas wakacji. Okazato sig, ze 15 uczniow bylo
podczas wakacji nad morzem, 12 w gorach, a 5 bylo nad morzem i W gorach.
1l uczniow liczy klasa Ila, ilu uczniow fgcznie spedzito wakacje tylko w go-
rach albo tylko nad morzem?

Do rozwigzania zadania postuzymy sie¢ schematem, ktory zdecydowanie uta-
twi poszukiwanie wiasciwych odpowiedzi. Uzupetniajac go danymi liczbowym
z tresci zadania, uzyskujemy nastepujgce odpowiedzi. Skoro nad morzem i w go-
rach bylto 5 osob z klasy Illa, to tylko nad morzem bylo 10 ucznidéw, za$ tylko
w gorach 7. Stad wniosek, ze cala klasa liczy 22 uczniéw (10 + 7 + 5).
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Wakacje w gorach
i nad morzem

Wakacje
tylko nad morzem

Wakacje
tylko w goérach

O zaleznosciach miedzy inkluzjg a roznicq zbiorow

Tak ja poprzednio, warto zwrdci¢ uwage na twierdzenia opisujace zwiagzki mig-
dzy inkluzja a r6znicg dowolnych zbioréow A, B, C, D:

() ABc A

(2) jesliAcCABcD,to ADcC\B
(3) jesliA B, to C\Bc C\A

4 AcBs AB=0

Zalezno$¢ (1) wynika bezposrednio z definicji réznicy oraz z definicji pod-
zbioru. Skoro element nalezy do A\B, to nalezy do A i nie ma go w B. Zatem
réznica musi zawierac¢ sic w A. W (2) z zatozenia wiemy, ze A jest podzbiorem
C i B jest podzbiorem D. Zatem jesli element nalezy do A\D, to nalezy do A i nie
ma go w D. A skoro nie ma go w D, to nie moze naleze¢ do B, bo B jest podzbio-
rem D. W konsekwencji C\B zawiera tylko elementy z C. Stad wnioskujemy, ze
A\D jest podzbiorem zbioru C\B. Zaleznos$¢ (3) wynika z relacji miedzy zbiorami
A i B. Skoro A jest podzbiorem zbioru B i od dowolnego zbioru C zabierzemy
elementy nadzbioru (czyli zbioru B), to taka roznica jest podzbiorem zbioru
C\A. Tozsamos¢ (4) jest oczywista, bo jesli od elementéw podzbioru zabierzemy
elementy zbioru, z ktorego ten podzbiér wyodrebniono, to nie zostanie zaden
element. Otrzymujemy zatem zbior pusty (Rasiowa, 2003, s. 19).

O réznicy symetrycznej zhiorow

Réznicg symetryczng zbioréw A z B A B
nazywamy zbiér A+B bedacy sumg

zbioro6w A\B oraz B\A i zapisujemy:

A+B=A\B U B\A
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Przyjrzyjmy sig, jak graficznie przedstawiono roéznice symetryczng i spro-
bujmy zapisa ja za pomocg sumy oraz iloczynu zbiorow A i B. Analizujac
diagram ilustrujacy definicje réznicy symetrycznej, dostrzegamy, ze mozemy
ja przedstawic¢ jako roznice sumy zbioréw A i B oraz iloczynu tych zbiordw,
tj. A=B = (A U B)\(A n B). Jak wykazac, ze takie przedstawienie roznicy syme-
trycznej jest zgodne z jej definicja? W tym celu wystarczy jedynie pokazac, ze
réwnos¢

(*) AAB U B\A = (A UB)\(ANB)

jest prawdziwa. Uzasadnimy rownos¢ (*) korzystajac z diagraméw Venna. Be-
dziemy kolejno rysowac sktadowe naszej rownosci, tj. sume zbiorow, przekroj
zbioréw i odpowiednie réznice. Jesli na koncowym rysunku uzyskamy ten sam
obszar dla kazdej ze stron rownosci, to wykazemy jej prawdziwosc¢.

Lewa strona rownosci (*) . Prawa strona rownosci (*)
AB T A
A B A B
BA T ‘AnBTTT :
A B : A

A\B U B\A {(AUB)\(ANB)

Ostatni wiersz diagramoéw pokazuje, ze analizujgc oddzielnie strong lewa
i prawg naszej rownosci, uzyskali$my ten sam obszar. Kto§ mogtby w tym miej-
scu zada¢ pytanie, dlaczego przyjetam akurat taki uktad zbiorow. Odpowiedz jest
bardzo prosta. Jest to uktad, ktory pozwala rozmiesci¢ elementy zbiorow w kaz-
dym mozliwym przypadku, tj. wtedy, gdy zbiory A i B sg rowne, albo roztaczne,
albo jeden jest podzbiorem drugiego. Mysle, ze czytelnicy, ktorzy nie dowierzaja,
mogg przeprowadzi¢ analogiczne rozumowanie dla innego uktadu petli.
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Matematykow nie w pelni satysfakcjonujg takie uzasadnienia, a tam gdzie
mogg ich unika¢, wybieraja inne rozwiazania. Przeprowadzimy teraz dowod row-
nosci (*) w sposob bardziej akceptowalny przez matematykow.

Niech dane beda dowolne zbiory A, B, dla ktérych zachodzi rownos¢:

A\B U B\A =(A UB\(ANB)
Przyjmijmy, ze
X € [(A\B) U (B\A)] Sx €(A\B) v x € (B\A)
é) xeAarxgB)v(xeBaxgA)
S xeAvxeBaxgA]ax gBv(x e BAax gA)
é) [(xeAvxeB)axeAvxgA)|A[xgBvxeB) A g BvxgA)]
PN xeAvxeBAKxe BvxeA)é xe AuBAxeANnB
& xe(A UB)\A N B)

co nalezato dowies¢.

Oznaczenia wprowadzone w powyzszym uzasadnieniu:

1 — z definicji sumy zbiorow,

2 — z definicji réznicy zbiordw,

3 — z prawa rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy,

4 — z prawa rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkcji,

5 — z prawa wylacznego srodka,

6 — z definicji sumy oraz iloczynu,

7 — z definicji r6znicy.

Zapis wyglada na skomplikowany, ale w rzeczywistosci taki nie jest. Wyko-
rzystuje tylko dotychczas zamieszczone informacje. Dla utatwienia nad rowno-
waznoscig zamies$citam wskazowki, do ktorych tresci si¢ odwoluje, ale nie ma
formalnej koniecznosci, aby je tam umieszczac.

Gdy za pomocg rysunku uzasadniamy wtasnosci dla trzech zbiorow, czesto
wykorzystujemy tzw. koniczynke. Koniczynka nazywamy graficzny uklad zbio-
réw na plaszczyznie uwzgledniajacy wszystkie mozliwe relacje migdzy trzema
zbiorami.
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9

C

Uktad trzech zbioréw, czyli koniczynka, wyznacza siedem obszardéw, do kto-
rych naleza:

w | — elementy, ktore naleza tylko do zbioru A,

w 2 — elementy, ktore znajduja si¢ w zbiorach A i B jednoczes$nie, ale nie
nalezg do zbioru C,

w 3 — elementy, ktoére nalezg tylko do zbioru B,

w 4 — elementy, ktore znajduja sie w zbiorach A i C jednocze$nie, ale nie
nalezg do zbioru B,

w 5 — elementy, ktore znajduja sie¢ w zbiorach A, B i C jednoczes$nie,

w 6 — elementy, ktore znajduja si¢ w zbiorze B i C jednocze$nie, ale nie na-
leza do zbioru A,

w 7 — elementy, ktore naleza tylko do zbioru C.

Oczywiscie to, w jakiej kolejnosci oznaczymy zbiory, tj. wedtug ruchu wska-
zowek zegara czy przeciwnie do nich, nie ma znaczenia. Wazne jest, aby wykazu-
jac przy pomocy rysunku prawdziwos¢ réwnosci, jej lewa i prawa strone opisac
takim samym uktadem pe¢tli, co ilustruje ponizszy przyktad.
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Przyktad

% Dla dowolnych zbiorow A, B, C przeprowadzmy uzasadnienie rownosci
A\(B U C) = (A\B) N (A\C), wykorzystujac do tego koniczynke.

___________________________________________________________________________________________

. Lewa strona rownosci . Prawa strona rownosci .
‘BUC T AB T A s :
E A B E E
: : c :
A\C A B
: c : :
: c :
:A\(B vl , B (A\B) N (A\C) , B

W lewej i prawej kolumnie cze¢$¢ zaznaczona ciemniejszym kolorem wska-

zuje obszar, w ktorym znajdujg si¢ elementy opisane rozpatrywang roéwnoscia.
Jest on taki sam, stad wniosek, ze nasza rownos$¢ jest prawdziwa dla dowolnych
zbiorow A, B, C.

Przeprowadzone powyzej graficzne uzasadnienia zostaly przedstawione eta-
pami. Kazda z wykonanych operacji zilustrowatam oddzielnym rysunkiem. Taki
zabieg miat utatwi¢ czytelnikowi zrozumienie. Jednak w rzeczywistosci nie mu-
simy rysowac¢ kolejnych etapow, wystarczy narysowac etap koncowy i na nim za-
znacza¢ kolejno rozwazane obszary. Pomocne w takiej sytuacji moga okazac si¢
kolory lub kierunki zakreslania obszarow, ktore konsekwentnie wykorzystywane
dla prawej i lewej strony réwnos$ci pozwola uzyskacé poszukiwane rozwigzanie.
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Przejdzmy teraz do sytuacji, w ktorej nasz zbiér umieszczono w pewnej
przestrzeni. OczywiScie przestrzen jest rOwniez zbiorem (zreszta z taka sytuacja
spotkaliSmy si¢ wtedy, gdy rozwazali$my podzbiory danego zbioru). Rozwazmy
zatem zbior A zawierajacy wszystkie trojkaty oraz zbior X, do ktorego naleza
wszystkie ptaskie figury geometryczne. Nietrudno dostrzec, ze wsrod wszystkich
elementéw zbioru X znajduja si¢ figury geometryczne, ktore albo sa trojkatami,
albo nimi nie sg. Zgodnie z tym, co zostalo powiedziane dotychczas, nasz zbior
A rzeczywiscie jest podzbiorem zbioru X. Taki ustalony zbioér X, w ktorym roz-
wazamy inne zbiory, nazywamy przestrzeniq zbioru.

O dopetnieniu zbioru

Niech X bedzie przestrzenia, w ktdrej rozpatrujemy zbior A. Dopetnieniem
zbioru A zawierajacego si¢ w przestrzeni X nazywamy zbidr wszystkich ele-
mentdéw znajdujacych sie w X i nienalezgcych do zbioru A. Dopelnienie zbioru
A oznaczamy A’. Przestrzen, w ktorej rozpatrujemy dany zbidr, nazywamy
réwniez zbiorem uniwersalnym lub uniwersum.

Symbolicznie zapisujemy: A
A=X\A={xixe XAx¢gA} X @

Przyktady

x Dopetnieniem zbioru uczniéw klasy Ia rozpatrywanym w SP 14 w Lublinie
sa uczniowie uczgszczajacy do innych klas niz wspomniana la w tej szkole.

% Niech X bedzie zbiorem wszystkich cyfr w dziesigtkowym systemie pozy-
cyjnym, natomiast A zbiorem cyfr opisujacym liczby mniejsze od 5. Dopet-
nieniem zbioru A’ w przestrzeni X jest zbior A’ = {5, 6, 7, 8, 9}.

Wtasnosci dopelnienia zbioréw A, B przestrzeni X:

1) XNA=A

@ XUA=X
B)X=0¢=X

@ Ay =A

G) (AcB) o B cA
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Zwiazki migdzy dowolnym zbiorem A i jego dopetnieniem w przestrzeni X:

1) AUA =X
Q ANA=0
B) AUAY =0

4 AnAy=X

Wtasnosci dopetnienia zbioréow A, B przestrzeni X oraz zwiazki migdzy do-
wolnym zbiorem i jego dopelnieniem w X pozostawiam do sprawdzenia czytel-
nikom. Proponuj¢ wykorzysta¢ diagramy Venna.

Do ilustracji dziatan na zbiorach oprécz diagraméw Venna uzywamy roéwniez
diagraméw okienkowych (zwanych kartezjaniskimi lub Carrolla®). Wykazemy za
ich pomocg prawdziwo$¢ praw de Morgana dla dopetnienia zbiorow, czyli:

1) AUBY=A B’
2 (ANBy=AUB’

W celu uzasadnienia, ze roéwnosci (1) 1 (2) sa prawdziwe, postepujemy tak,
jak w przypadku diagraméw Venna, czyli kazda strone réwnos$ci zaznaczamy na
oddzielnym diagramie. Ciemny obszar w ostatnich wierszach kolumn wyznacza
obszar rowny catej stronie rownosci (lewej albo prawej). Pamigtajmy, tu tak samo
jak w przypadku diagramow Venna wyszczegolnitam kolejne etapy. Oczywiscie
postugujac si¢ diagramami Carrolla, mozemy ograniczy¢ si¢ do zaznaczenia
wlasciwego obszaru, przechodzac do ostatniego etapu.

Dla (A U B) = A’ n B’ diagramy Carrolla prezentujg si¢ nastepujaco:

Lewa strona rownos$ci Prawa strona rownos$ci
AUB - - - A - A N
A A B
B B
B B’ A A

5> Charles Lutwidge Dodgson (pseudonim Lewis Carroll) (1832-1898) — angielski pisarz, poeta
i matematyk. Jego najstynniejsze dzieta to Alicja W krainie czaréw oraz Po drugiej stronie lustra.



Szkolne przyktady nieskoriczonych zbiorow liczbowych | 65

(AUBY A R ANB’ A N
B B
B B
Dla (A N B) = A’ U B’ otrzymujemy:
Lewa strona rownosci Prawa strona rownos$ci
ANnB A
A A
B
A A
B
B
B’
B A A
B
B
(AN By ANUB’
A .
B
B

2.3. Szkolne przyktady nieskonczonych zbioréw
liczbowych

Zbiory liczbowe moga by¢ skonczone albo nieskonczone. Wszystko zalezy od
tego, w jaki sposob opiszemy kryteria przynaleznosci elementow do zbioru. I tak
przyktadami zbioréw skonczonych beda zbior liczb jednocyfrowych wickszych
od 3, czyli {4, 5, 6, 7, 8, 9} czy zbior dzielnikow liczby 24, a wiec {1, 2, 3, 4, 6,
8, 12, 24}. Jednak rozwazanie takich zbiorow moze okaza¢ si¢ mato interesujace.
Oczywiscie nie twierdze, ze istnienie zbioréw o skonczonej liczbie elementow
jest bezzasadne. Powinnismy docenia¢ ich mozliwosci dydaktyczne, chociazby
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w zakresie ilustrowania wybranych praw i wiasnosci. Jednak to nieskonczone
zbiory liczbowe przykuwaja najwicksza uwage matematykow.

Nieskonczone zbiory liczbowe przewijaja si¢ przez wszystkie lata nauki
szkolnej. We wczesnej edukacji pojawiajg si¢ liczby naturalne, a na drugim eta-
pie edukacyjnym liczby calkowite, wymierne, niewymierne i rzeczywiste. Nie
sa to oczywiscie jedyne nieskonczone zbiory liczbowe, ktorymi interesuja sie
matematycy, nam jednak one wystarczg. Zanim jednak przystagpimy do omo-
wienia liczb naturalnych, przypomnimy sobie, jak definiowano zbiory liczbowe
w szkole.

Zbior liczb naturalnych oznaczamy N. Do tego zbioru naleza liczby {0, 1, 2,
3,4, 5, ...}. Pojawia si¢ tu pierwsza sporna kwestia, ktora dotyczy przynaleznosci
zera do zbioru. Niektorzy matematycy zaktadaja, ze 0 jest liczba naturalng, a inni
nie. Skad si¢ bierze ta rozbieznos¢, skoro w matematyce wszystko ma by¢ proste
I jednoznaczne? Tak naprawde wszystko zalezy od zatozen poczatkowych danej
teorii matematycznej. Czasami zero zwyczajnie komplikuje prezentacje tresci
z danego zakresu, dlatego wyklucza si¢ je ze zbioru liczb naturalnych. My przyj-
mujemy zbior liczb naturalnych wiacznie z 0. Kolejnym zbiorem jest zbior liczb
catkowitych. Oznaczamy go przez C°. Nalezg do niego wszystkie liczby naturalne
i liczby do nich przeciwne, czyli {...,—5,-4,-3,-2,-1,0, 1,2, 3,4, 5, ...}. Uwaga!
Zero nie ma liczby przeciwnej. Kolejnym zbiorem jest zbior liczb wymiernych,
ktorego podzbiorem jest zbior liczb catkowitych, a zatem réwniez naturalnych.
W swoim obrebie zawiera wartosci liczbowe, ktore opisuja nie tylko catosci, ale
rowniez czedci pewnych wielkoéci. Oznaczamy go przez W i definiujemy:

O liczbach wymiernych

Liczby wymierne W to liczby, ktére mozemy zapisaé za pomoca utamka zwy-
ktego, czyli

W=1{f:a,beCab=0}

© W literaturze matematycznej zbior liczb catkowitych oznacza si¢ przez Z, za$ C jest zarezer-
wowane dla zbioru liczb zespolonych, mimo to postanowitam zachowac oznaczanie najczesciej
pojawiajace si¢ w podrgcznikach szkolnych.

7 W literaturze matematycznej zbior liczb wymiernych oznacza si¢ przez Q. Jednak — tak jak
w przypadku liczb catkowitych — postanowitam zachowaé oznaczanie najcze$ciej pojawiajace si¢
w podrecznikach szkolnych.
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Oczywiscie jesli liczbe mozemy przedstawi¢ za pomocg utamka zwyktego,
to z pewnoscia da si¢ ja zapisa¢ za pomocg utamka dziesietnego skonczonego lub
utamka dziesigtnego nieskonczonego okresowego.

Ze zbioru liczb wymiernych poprzez negacje definicji uzyskujemy zbior
liczb niewymiernych.

O liczbach niewymiernych

Liczby niewymierne NW® to liczby, ktérych nie mozemy zapisaé¢ za pomoca
utamka zwyktego.

Skoro nie mozemy przedstawi¢ liczby niewymiernej za pomoca utamka
zwyklego, to rowniez nie mozemy jej zapisa¢ w postaci ulamka dziesigtnego
skonczonego i utamka dziesietnego nieskonczonego okresowego. Znanym przy-
ktadem liczby niewymiernej jest stynna Ludolfina, czyli liczba . Kazdy z nas si¢
Z nig spotkat na lekcjach geometrii, liczac pola i obwody kot. Co wigcej, zostata
ona wyrézniona poprzez ogloszenie 14 marca dniem Swieta Liczby .

Ostatnim zbiorem liczbowym poznanym w szkole jest zbior liczb rzeczywi-
stych R. Zdefiniowano go jako zbior wszystkich dotychczas poznanych liczb lub
jako sumg¢ dwoch roztgcznych zbiorow liczbowych, czyli liczb wymiernych i liczb
niewymiernych. Wynika z tego, ze przystepujac do matury, czytelnik mogt po-
wiedzie¢, ze kazda liczba, z ktora si¢ spotkat, na pewno byla liczbg rzeczywista.

Rysunek 11. Interpretacja graficzna zbioréw liczbowych

8 W literaturze matematycznej zbior liczb naturalnych oznacza si¢ przez IQ.
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Zwroémy uwage, ze na powyzszym schemacie (rys. 11) nie znajdziemy ob-
szaru w R takiego, w ktorym mogliby$Smy wskaza¢ cho¢ jedna liczb¢ jednoczes-
nie nalezgcg do zbioru liczb wymiernych oraz niewymiernych. Zaprezentowana
interpretacja graficzna ulatwia rozstrzyganie prawdziwosci zdan opisujacych re-
lacje migdzy tymi zbiorami.

Przyktady

x Kazda liczba naturalna jest liczbg wymierng — PRAWDA, bo zbior liczb na-
turalnych zawiera si¢ w zbiorze liczb wymiernych.

x Kazda liczba catkowita jest liczba naturalng — FALSZ, bo -5 jest liczba cal-
kowita, a nie nalezy do zbioru liczb naturalnych.

x Kazda liczba wymierna jest liczba catkowita — FALSZ, bo dowolny utamek
niewlasciwy jest liczbg wymierng, a nie jest liczba catkowita.

% Kazda liczba niewymierna jest liczba rzeczywista — PRAWDA, bo zbidr
liczb rzeczywistych dzieli si¢ na dwa roztaczne zbiory, z czego jeden z nich
to wlasnie zbidr liczb niewymiernych.

x R+ U R-=R, gdzie R+ to zbiodr liczb rzeczywistych dodatnich i analogiczne
R_ zbior liczb rzeczywistych ujemnych — FALSZ, bo 0 jest rowniez liczba
rzeczywista.

x N c W - PRAWDA, bo kazda licz(l)oe; naturalng mozemy przedstawic za po-

mocg utamka zwyktego, np. 5 = ER

X Zbior liczb wymiernych 1 zbior liczb niewymiernych w sumie tworzg zbior
liczb rzeczywistych — PRAWDA, bo kazda liczba rzeczywista jest wymierna
albo niewymierna.

Czytelnik na pewno zwrdcit uwage, ze we wszystkich powyzszych zdaniach
fatwiej jest pokaza¢, ze dana wlasnos$¢ nie zachodzi. Przypominam, ze wynika
to z fantastycznego narze¢dzia, o ktorym wspominatam w rozdziale pierwszym,
czyli kontrprzykladu. Mysle, ze warto t¢ umiej¢tnos¢ ksztattowac juz we wezes-
nej edukacji 1 uSwiadamia¢ uczniom, ze w matematyce nie ma odpowiedzi TAK
lub NIE bez uzasadnienia.

Przyktad

X Sprobujmy teraz przyblizy¢ i utrwali¢ rozpoznawanie liczb i przypisywanie
ich do wlasciwego zbioru liczbowego. Niech dany bedzie zbior A.
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A= {—33%; —18,1794732...; — \/g -11; —v16; — 0,(3);
1 169
1— m 9; —; 2022+/2
PR (}

Elementami tego zbioru sa nastepujace:

liczby naturalne: 9; % ;

1
liczby catkowite: —\/E; 9; %9;

~ liczby wymierne: —33%: —J16;-0,(3); 1%; 9; %:

liczby niewymierne: —18,1794732; —\/g —11; m 2022\/5 X
— liczby rzeczywiste: wszystkie liczby zbioru A.
Zgodnie z tym, co dotychczas powiedzieli$my o zbiorach liczbowych, liczbe

% przedstawiong w postaci utamka zaliczytam zaré6wno do zbioru liczb natu-

ralnych, jak i catkowitych. A wszystko dlatego, ze jest on rowny liczbie 13, a przy
takiej postaci tej liczby juz pewnie nikt nie ma watpliwosci. Dlatego warto pa-
migtac, ze rozstrzygajac przynaleznos¢ liczby do zbioru liczbowego, dazymy do
przedstawienia jej w najprostszej postaci.

2.4. Zbiory we wczesnej edukacji

Sposob, w ktory dotychezas omawialismy elementy teorii zbiorow, nie jest dobrym
rozwigzaniem dla uczniow szkél podstawowych, szczegélnie na poczatku nauki.
Uniemozliwia nam to m.in. poziom rozwoju intelektualnego matych uczniéw czy
znajomos$¢ formalnej notacji matematycznej. Jednak zbiory zostaly uwzglednione
w edukacji wezesnoszkolnej, o czym mozemy si¢ przekonaé, czytajac podstawe
programowa ksztalcenia ogdlnego dla pierwszego etapu edukacyjnego’. Aby

9 Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z 14 lutego 2017 r. w sprawie podstawy progra-
mowej wychowania przedszkolnego oraz podstawy programowej ksztatcenia ogolnego dla szkoty
podstawowej, w tym dla ucznidéw z niepetnosprawnoscia intelektualng w stopniu umiarkowanym
lub znacznym, ksztalcenia ogélnego dla branzowej szkoty I stopnia, ksztalcenia ogdlnego dla
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wypeti¢ to zobowigzanie, musimy dostosowa¢ metody nauczania i wlasciwie
dobra¢ odpowiednie pomoce dydaktyczne. Z. Semadeni przekonuje nas, ,,nalezy
zawsze pamietaé, ze dziecko poznaje pojecia matematyczne przez odpowiednio
ukierunkowane dziatanie” (Semadeni, 1979, s. 106), dlatego adekwatna do moz-
liwo$ci poznawczych uczniéw organizacja zajec, wsparta wlasciwymi pomocami
dydaktycznymi, powinna umozliwi¢ realizacje zadan zapisanych w podstawie
programowe;j.

Realizujac tresci programowe w klasach I-III obejmujace zbiory, nie ma
koniecznosci wykorzystywania samego pojecia ,,zbior”. Symboliczna petla gro-
madzaca obiekty wedlug wskazanej cechy jest wystarczajacym reprezentantem
zbioru na tym etapie szkolnym. Uczniowie musza wiedzie¢, ze jezeli element
znajduje si¢ w petli, to nalezy do zbioru. Jesli jest poza nia, to do tego zbioru nie
nalezy. Wazne jest, aby podczas pracy z uczniami zwraca¢ uwage na:

x wyodregbnianie zbioru poprzez wskazywanie lub wymienianie wszystkich
elementow (np. na stole lezy petla i rozne przedmioty, w petli umieszczamy
te spetniajgce podane przez nauczyciela warunki),

X wymienianie wszystkich elementéw zbudowanego zbioru,

X wyodrebnianie sposrod wszystkich elementow tych, ktére maja okreslong
ceche lub spetniajg okreslony warunek,

x okreslanie wspolnej cechy, gdy dany jest zbior przedmiotow (Semadeni,
1979, s. 95).

Jednak we weczesnej edukacji nie koncentrujemy na budowaniu zbioréw
skonczonych dla samego ich zaistnienia. Waznym aspektem podejmowanych
dziatan dydaktycznych jest doskonalenie umiejetnosci klasyfikowania obiektow.
Umieje¢tnos¢ ta stanowi podstawe ksztaltowania poje¢, w tym rowniez matema-
tycznych. To poprzez wskazywanie, wyodrebnianie, eliminowanie czy porow-
nywanie obiektow dzieci buduja pierwsze zbiory. Zbiory, ktore w swoim obrebie
skupiajg obiekty wyrozniajace si¢ dostrzezong przez nich wspolna ceche. Nastep-
nie, opisujac i uzasadniajac przynaleznos¢ obiektow do zbioru, formutujg pierw-
sze definicje. Definicje te nie spetniaja formalnych wymogéw matematycznych,
ale sg nieodzownym etapem ksztaltowania poje¢ matematycznych.

szkoty specjalnej przysposabiajacej do pracy oraz ksztalcenia ogodlnego dla szkotly policealnej
(Dz.U. z 2017 r., poz. 356).
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Klocki logiczne Dienesa

Bardzo warto$ciowg pomocg dydaktyczng sg klocki Dienesa'®, ktore mozemy
wykorzystaé nie tylko do ksztaltowania umiejetnosci klasyfikacji. Swietnie spi-
suja sie na lekcji geometrii przy omawianiu wiasnosci figur, podczas budowania
uktadow osiowosymetrycznych czy do budowania i kontynuowania z klockow
ciggow obiektéw o wyznaczonym rytmie.

Klocki Dienesa to zestaw plastikowych figur geometrycznych w czterech
ksztattach (kwadrat, prostokat, trojkat 1 koto), trzech kolorach (z6tty, niebieski,
czerwony), dwoch wielkosciach (duze, mate) i dwoch grubos$ciach (cienkie, grube),
tacznie 48 figur. Zestaw ten rozbudowano i obecnie mozemy go zakupi¢ w wersji
powickszonej o szesciokaty. Ta zmiana w zaden sposob nie wptywa na wartosc¢
dydaktyczna klockow, powoduje jedynie wzrost liczby klockow w zestawie.

Klocki Dienesa mozemy wprowadzi¢ juz w przedszkolu, kiedy to w formie
zabawy dzieci uczg si¢ rozpoznawacé i nazywac ksztatty, kolory czy ocenia¢ wiel-
ko$¢. Mozemy rowniez stawia¢ przedszkolakom wyzwania, proszac, aby porzad-
kowaty klocki wedtug jednej czy dwoch cech. WartoSciowa propozycja zadan
matematycznych odwotujacych si¢ do klockow Dienesa sa Matematyczne ma-
lowanki rozwijajgce zdolnosci uczniow. Klasa 0 i klasa 1 (Moroz, Wojnowska,
1993). Wszystkim, ktorzy dotychczas nie zetkneli si¢ z ta propozycja, szczerze
ja polecam. Ponadto do zabaw dydaktycznych zwigzanych z klockami Dienesa
proponuje si¢ wprowadzanie tzw. kodow. Kazdy z klockow mozemy opisac (za-
kodowac¢) wedtug przyjetych oznaczen, np.

x za pomocy liter i ksztattow, np. AZmc to zolty, maly, cienki trojkgt lub

Ondg to niebieski, duzy, gruby kwadrat,

X za pomocg wybranych kodéw obrazkowych, tj.

ksztatt 1 O ] A

kolor ‘ ‘
wielkos¢ * %
t T

grubosé

10 Zoltan Paul Dienes (1916-2014) byl matematykiem, ktérego zainteresowania obejmowaty
takze teorie nauczania matematyki.
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Na specjalnie przygotowanych kartach mozemy umieszcza¢ kody, czyli
informacje opisujace wybrane klocki. Ponizszy kod oznacza klocek, ktory ma
ksztatt trojkata, jest maty, zotty i cienki.

(ar o]

Nie jest to jedyna mozliwo$¢. Mozemy za pomoca kodow wskazywac
np. grupe elementow sktadajaca si¢ z szesciu klockow. Nasze utworzone kody
moga zawiera¢ trzy, dwie lub jedna informacje. Wtedy beda opisywaty nie wy-
brany element zestawu klockdw, ale pewien zbior.

Przyktady kodow
KOD 1 KOD 2 KOD 3

cet|] [t ] [ e |

Podane powyzej kody z zestawu klockow Dienesa wyr6zniaja:

KOD 1 — klocki, ktore sa okragte, niebieskie i cienkie — tacznie 2 elementy
zestawu,

KOD 2 — wszystkie mate i grube klocki — tacznie 12 elementow zestawu,

KOD 3 — czerwone klocki — lacznie 16 elementow zestawu.

Nietrudno dostrzec, ze wspomniane kody bardzo ulatwig organizacje zajec,
na ktoérych uczniowie beda budowali podzbiory, kierujac si¢ wskazanymi ce-
chami. Wspomniane kody mozemy wykorzysta¢ do odkrycia ciekawej wlasnosci
zbioru i jego podzbioréw. Wiasnie zabawa w budowanie zbioréw zgodnie z zakodo-
wang informacja ulatwi uczniom dostrzezenie, ze czym wigksza liczbg podzbiorow
roztacznych zbudujemy, tym mniejszg liczbe elementéw zawiera kazdy z nich.

Przyktad

W wyniku podziatu zbioru klockéw Dienesa na podzbiory wedtug pojedynczej
cechy uzyskamy nastepujace podzbiory:
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x ze wzgledu na wielko$¢ — zbidr matych i duzych figur, kazdy sktadajacy
si¢ z 24 elementow, do ktorego naleza kota, kwadraty, prostokaty i trojkaty
w trzech kolorach oraz dwoch grubosciach,

x ze wzgledu na grubos$¢ — zbior grubych i cienkich figur, kazdy sktadajacy
si¢ z 24 elementdw, do ktorego naleza kota, kwadraty, prostokaty i trojkaty
w trzech kolorach oraz dwdch wielkoSciach,

x ze wzgledu na kolor — zbior klockéw niebieskich, czerwonych i zottych,
kazdy sktadajacy si¢ z 16 elementow, do ktorego nalezg malte i duze, cienkie
i grube kota, kwadraty, prostokaty i trojkaty,

x ze wzgledu na ksztalt — zbior trojkatow, kwadratow, prostokatow i kot, kazdy
sktadajacy si¢ z 12 elementéw, do ktorego naleza figury grube i cienkie, duze
I mate wystepujace w trzech kolorach.

Kolejnym ciekawym ¢wiczeniem z wykorzystaniem klockow Dienesa jest
uktad zbioréw majacych wspoélne elementy. Niech dany bedzie 24-elementowy
zestaw cienkich klockoéw Dienesa. Rozwazmy dwa zbiory A i B. Elementami
zbioru A beda wszystkie trojkaty z zestawu, natomiast zbioru B wszystkie zoite
klocki. Aby moc wypetni¢ dwie petle symbolizujace nasze zbiory, musimy za-
stanowi¢ si¢, jak roztozy¢ je na plaszczyznie. Wprowadzenie w ¢wiczeniu jedy-
nego wlasciwego uktadu petli dla tego przypadku uczynitoby ¢wiczenie mniej
warto$ciowym dydaktycznie, dlatego warto nie narzuca¢ uczniom utozenia petli,
a da¢ im szans¢ na znalezienie wlasciwego rozwigzania. Rozwazmy nastgpujace
utozenia petli.

Utozenie 1 Ulozenie 2,
i i - gdy zbior A jest podzbiorem zbioru B
By zblony A1 B sg rovme i odwrotnie

A
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Ulozenie 3, Ulozenie 4,
gdy zbiory A i B sa roztaczne gdy zbiory A i B nie s roztaczne

Dla naszego przyktadu utozenie 1 wykluczamy, poniewaz zbiory A i B za-
wierajg inne elementy, a to utozenie oznacza rownos¢ zbiorow. Utozenie 2 wska-
zuje, ze B jest podzbiorem zbioru A lub odwrotnie. To réwniez uniemozliwia
wykonanie zadania, poniewaz z6tty kwadrat jest elementem zbioru B, a nie ma
go w A. W ulozeniu 3 mamy ktopot z rozmieszczeniem zottych trojkatoéw, bo
naleza one jednocze$nie do A i B. Stad wynika, ze petle symbolizujgce zbiory
A'i B powinny si¢ ,,zazgbiac¢” tak, jak przy ulozeniu 4. Poprawne rozmieszczenie
elementow tych zbiordw przedstawia si¢ nastepujaco:

Zestaw klockéw logicznych Dienesa jest bardzo wartosciowa pomoca dy-
daktyczna utatwiajaca prace nad rozwojem umiejetnosci klasyfikowania, jednak
nie jedyng. Taka pomoc mozemy stworzy¢ samodzielnie, budujac tzw. karty lo-
giczne. Karty logiczne to talia kart, na ktorej umieszczamy rysunki w taki spo-
sob, aby kazdy z nich byl opisany jedng z wybranych cech. W tym celu nalezy
zdecydowaé, ktore cechy uwzglednimy. Przyjmijmy, ze bohaterami naszego ze-
stawu logicznego beda pisanki wielkanocne. Pisanki beda w czterech kolorach,
a na kazdej z nich bedzie jeden z trzech mozliwych wzorow. Taki zestaw be-
dzie zawieral tylko 12 kart. Wprowadzenie kolejnej cechy, np. wielkos$ci pisanki
(duza, mata), zwigkszy ich liczbe dwukrotnie, dajac zestaw 24 kart. Wybierajac
dowolny zestaw cech, mozemy zbudowac autorskie karty, ktorych liczba bedzie
zalezata od naszego wczesniejszego wyboru cech.
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Rysunek 12. Zestaw kart logicznych ,,Wielkanocne pisanki”
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2.5. Zadania - zbiory

Zadanie 2.1

Czy ponizej wlasciwie okreslono zbiory? OdpowiedZ uzasadnij.
a) zbior ziarenek piasku na plazy w Mielnie,
b) zbior kredek w pidrniku Kasi Kowalskiej z klasy 3a, uczennicy SP 24
w Szczecinie!l,
¢) zbiér mieszkancow Opola,
d) zbioér miast,
e) zbiér dobrych uczniow,
f) zbior ksigzek w Bibliotece Gtownej Uniwersytetu Slaskiego.

Zadanie 2.2

Sformutuj warunek, na podstawie ktérego zbudowano ponizsze zbiory.
a) A=1{2,3,5,7,11,13,17,19}
b) B = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90}
) C={v, M & ¢}
d) D=1{a,a,e,¢1i0,u,y}

Zadanie 2.3

Wymien elementy nastgpujacych zbiorow:
a) O
b) {9}
©) {2,3,4}
d) {2, 3%}
e) 10,0, {0}}
f) zbior liczb jednocyfrowych w dziesigtkowym systemie pozycyjnym.

I Wybrana uczennica jest osoba fikcyjna.
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Zadanie 2.4

Umies¢ dane zbiory liczbowe w dwodch petlach tak, aby elementy wspolne tych
zbiorow nie powtarzaty sie.
a) A=1{1,2,3,4,5},B=1{4,5,6,7}
b) M={1,2,2,3,3}, N={1,2,3}
c) K — zbior dzielnikéw pierwszych liczby 12, L — zbior dzielnikow pierw-
szych liczby 10
d) P — zbiodr prostokatow, T — zbidr trapezow.

Zadanie 2.5

Niech dany bedzie zbior K = {x € N: 0 <x < 30}. Wypisz elementy zbioru spet-
niajgce warunki:

a) liczby nie mniejsze od 25,

b) liczby nie wicksze od 5,

c) liczby, ktore dadzg si¢ zapisa¢ za pomocg iloczynu liczby 5 i dowolne;j

liczby naturalnej,
d) liczby dwucyfrowe mniejsze lub rowne 24,
e) liczby trzycyfrowe.

Zadanie 2.6
Dane sg zbiory: A = {0, 1,2, 3}, B=1{0,2,4,1, 3}, C=1{0,0, 1, 2, 3, 4}. Ktore
z tych zbiorow sa rowne? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 2.7

Niech dany bedzie zestaw klockow Dienesa. Podaj trzy warunki wyznaczajace
podzbiory tego zbioru oraz sformutuj taki warunek, ktory wyznacza zbior pusty.

Zadanie 2.8

Niech X bedzie zbiorem klockéw Dienesa, A zbiorem klockéw czerwonych tego
zestawu, za$ B zbiorem wszystkich matych klockow tego zestawu. Za pomoca
petli zaznacz relacje miedzy tymi zbiorami.
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Zadanie 2.9

Ile podzbioréw ma zbidr sktadajacy si¢ z trojkata, kota i prostokata? Wypisz
wszystkie podzbiory.

Zadanie 2.10

Wypisz wszystkie podzbiory zbioru {-1, {-1}, {-1, 1}}.

Zadanie 2.11

Ile jest podzbiorow zbioru K = {2, 4, 6, 8}? Wypisz wszystkie podzbiory tego
zbioru. Wskaz podzbiory wlasciwe.

Zadanie 2.12

Dane sg zbiory:
A — zbior wszystkich trojkatow,
B — zbidr wszystkich trojkatow rownobocznych,
C — zbior wszystkich wielokgtow,
D — zbidr wszystkich trojkatow prostokatnych.

Wskaz dla zbioréw A, B, C i D, ktére z ponizszych relacji zawierania sg

prawdziwe.
AcCcA BcA CcA DcA
AcB BcB CcB DcB
AcC BcC CcC DcC
AcD BcD CcD DcD

Zadanie 2.13

Uzupetnij zapis wstawiajac jeden ze znakow: c, €, =.
a) {a,b,c} ... {a,b, c,d}
b) a... {a,b, c}
¢) {a,b,c} ... {a,c, b}
d) {a} ... {a,b, c}
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Zadanie 2.14

Ktore z nastepujacych zdan sg prawdziwe? Odpowiedz uzasadnij.
a) 7€ {{3,7}, {6, 8}}

b) OcA
c) —-1e{-1,1}
d -lc{-1,1}

e LT}

f) 3,4 € {1}, 3.4}, 3, 4}
g 9 € {9}

h) 0 < {{0}}

Zadanie 2.15

W migdzynarodowej konferencji naukowej bierze udziat 75 uczestnikow z Pol-
ski. Sposréd nich 35 zna jezyk angielski, 20 zna jezyk rosyjski, 26 francuski,
15 angielski i1 francuski, 17 angielski i rosyjski, 10 rosyjski i francuski, za$ 7 zna
wszystkie trzy jezyki. Ilu, sposrod wymienionych, uczestnikéw konferencji nie
zna zadnego jezyka obcego?

Zadanie 2.16

Dane sg dwa zbiory: A = {—1} oraz B = {{-1}, {-1, 1}}. Okredl relacj¢ migdzy tymi
zbiorami.

a) zbior A zawiera si¢ w zbiorze B,

b) zbior A nalezy do zbioru B,

¢) zbiér B zawiera si¢ w zbiorze A,

d) zbioér B nalezy do zbioru A.

Zadanie 2.17

Ocen ponizsze relacje migdzy zbiorami liczbowymi. Ktéra z nich zostata Zle
okreslona? Odpowiedz uzasadnij.
a) zbidr liczb naturalnych zawiera si¢ w zbiorze liczb catkowitych,
b) zbidr liczb rzeczywistych ujemnych zawiera si¢ w zbiorze liczb rzeczy-
wistych dodatnich,
¢) zbior liczb wymiernych zawiera si¢ w zbiorze liczb rzeczywistych,
d) zbidr liczb niewymiernych zawiera si¢ w zbiorze liczb rzeczywistych.



80 | Zbiory. Algebra zbioréw

Zadanie 2.18

Dane sg zbiory: A — zbidr rownoleglobokow, B — zbior czworokatow, C — zbior
wielokatow. Jakie figury naleza do:

a) sumy zbioréw A i B,

b) sumy zbiorow A, B i C,

¢) przekroju zbiorow A, BiC,

d) przekroju sumy zbioréw A i B oraz zbioru C.

Zadanie 2.19

W zbiorze A znajdujg si¢ nastepujace elementy: a, b, ¢, f, natomiast w zbiorze B:
b, c, d, . Jakie elementy nalezg do réznicy zbioréw A z B, a jakie do réznicy B
ZA?

Zadanie 2.20

Na ponizszym rysunku zbiory A, B, C zawieraja si¢ w zbiorze X. Na diagramie
poszczegdlne obszary zostaty oznaczone liczbami. Okresl zbiory odpowiadajace
obszarom oznaczonym przez liczby:
a) 1,
b) 2,
c) 5, A
d) 815, y A
%Py
f) 3,516, v
g) 56,718, B
h) 1,3,416.

Zadanie 2.21

Niech dane beda zbiory: A ={1,2,3,7}, B={1,5,6, 8,9}, C= {2, 4, 6, 8}. Wy-
konaj ponizsze dzialania.

a) AnByuC

b) AnBNnC)uC

c) (C\B)UA

d) (C\B)nC

e) (A\B) n(B\C)
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Zadanie 2.22

Niech X bedzie zbiorem liczb jednocyfrowych, za§ A zbiorem zawierajacym
liczby nie wieksze od 4. Dopetnieniem zbioru A do przestrzeni X bedzie zbior
zawierajacy:

a) wszystkie liczby wieksze lub rowne 4,

b) wszystkie liczby mniejsze od 4,

c) wszystkie liczby mniejsze lub rowne 4,

d) wszystkie liczby wigksze od 4.

Zadanie 2.23

Na koniczynce zakres$l wyniki dziatan na zbiorach A, B i C.
a) AnBnC
b) An(BuUC)
¢) (AUB)\C
d) (AB)U (AN C)
e) CU(A\B)
f) (AU C)NA NB)
g2) (A\B) U (C\A)
h) A\(B\C)

Zadanie 2.24

Za pomoca digraméw Venna uzasadnij, ze zachodzg ponizsze réwnosci.

a) AuUB=(A\B)U (B\A) U (AN B)

b) A\(B N C) = (A\B) U (A\C) (prawo de Morgana'?)

¢) A\(B U C)=(A\B) n (A\C) (prawo de Morgana)

d) AuB)NC=(AnC)u (Bn C)(prawo rozdzielnosci iloczynu wzgle-
dem sumy)

e) AnB)uC=(AuUC) N (B C) (prawo rozdzielnosci sumy wzgledem
iloczynu)

f) (AN B\C=Bn AC)

g) AUMBA=AUB

12 Augustus de Morgan (1806—1871) — angielski matematyk i logik; zajmowat si¢ glownie logika
formalna i teorig szeregow.



82 | Zbiory. Algebra zbioréw

h) A\(B u C)=(A\B)\C
i) AN (A uB)=A (prawo absorpcji)
) AU (A nB)=A (prawo absorpcji)

Zadanie 2.25

Wyznacz taki zbior X, dla ktérego prawdziwa jest ponizsza rownosc¢:
a) XN {1,2,3}=0
b) X\{x} =0
¢) {a,b,c,d}\({a, b} U X)={d}
d (Xn{2,4,6,8)u{l,3,5={1,2,3,4,5}

Zadanie 2.26

Podaj przyktad zbioréw A i B takich, ze zbiér A ma trzy elementy, a zbiér B ma
sze$¢ elementow oraz:

a) zbior A U B ma 9 elementow,

b) zbior A U B ma 6 elementow,

¢) zbior A U B ma 8 elementow,

d) zbiér A N B ma 3 elementy,

e) zbior B\A ma 4 elementy.

Zadanie 2.27

Ocen warto$¢ logiczng zdan':
a) Kazda liczba catkowita jest liczba dodatnia.
b) Kazda liczba catkowita jest liczba naturalna.
¢) Kazda liczba catkowita niedodatnia jest liczba wickszg od zera.
d) Kazda liczba catkowita nieujemna jest liczba naturalna.
e) Liczba przeciwna do danej liczby catkowitej jest liczba naturalna.

13 Pamigtajcie! Przyjmujemy, ze zero jest liczba naturalna.



3. Przyporzadkowywanie zbioréw

Do tej pory zajmowali$my si¢ zbiorami i dzialaniami na zbiorach. W tym rozdziale
bedziemy przyporzadkowywac elementy jednego zbioru elementom innego zbioru.
Przyporzadkowanie zwane zamiennie odwzorowywaniem jest pojeciem matema-
tycznym, ktore — jak wiele innych — swoje zrodto ma w zyciu codziennym. Przy-
porzadkowania stosujemy powszechnie, niekoniecznie tak je nazywajac, np. nu-
merowi linii autobusu w danym miescie przyporzadkowana jest trasa przejazdu,
kazdy uczen w szkole przyporzadkowany jest do klasy, kazdy samochdéd w danym
momencie ma przyporzadkowany numer rejestracyjny pojazdu czy kazdy student
ma przyporzadkowang uczelnie, na ktorej postanowit studiowac. Nikt do dzi$ nie
policzyt, ile takich przyporzadkowan funkcjonuje na §wiecie, ale nie to jest wazne.
Istotne jest to, po co je tworzymy i do czego mozemy je wykorzystaé.

Naszg przygode z przyporzadkowaniami rozpoczniemy od wyszczegolnie-
nia tzw. par uporzgdkowanych. Niech dane bedg zbiory A = {x,y, z} i B= {a, b}.
Utworzmy z tych zbiorow wszystkie mozliwe pary takie, ze pierwszy element
pary nalezy do zbioru A, za$§ drugi do zbioru B. Otrzymujemy w taki sposob
nastepujacy zestaw par: (x, a), (X, b), (v, a), (y, b), (z, a), (z, b). Zwro¢my uwage, ze
nasz zestaw nie uwzglednia pary np. (a, X). Ma to zwiazek ze sposobem, w jaki
postanowiliSmy te pary tworzy¢. Na poczatku przyjeliSmy, ze pierwszy element
pary jest z pierwszego zbioru, a drugi z drugiego. Zatem w naszym przypadku
(x, a) # (a, X) 1 co wiecej, ta druga para nie jest mozliwa do uzyskania przy tak
wybranych zbiorach A i B.

O parze uporzgdkowanej

Para uporzadkowana (a, b) bedziemy nazywali taka pare, w ktorej na pierwszym
miejscu stoi a, a na drugim b. Zamiana miejsc a z b tworzy zupetnie inng pare,
oile a#b. Pierwszy element pary uporzadkowanej nazywamy poprzednikiem,
a drugi nastepnikiem.
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Wprost z powyzszej definicji wynikajg nastepujace wasnosci:

(1) (a,by=(b,a)dlaa=b
() [(a,b)=(b,a) <a=b
(3) [@,b)=(,d)]<=@=cab=4d)

Przyktady uporzadkowanych par odnajdujemy w wielu dziedzinach,
np. w sporcie, gdzie wynik meczu Pogon Szczecin — Rakow Czestochowa wy-
niést (2 : 1) i zamiana miejscami 1 z 2 znaczylaby, ze Pogon przegrata. Innym
przyktadem par uporzadkowanych sa wspotrzedne punktu na ptaszczyznie, gdzie
zamiana odci¢tej z rzedng przy réznych wspotrzednych wyznacza zupetnie inny
punkt. Oczywiscie skoro okreslono pary uporzadkowane, to istniejg rowniez nie-
uporzadkowane. Przyktadem par nieuporzadkowanych moze by¢ zestaw mozli-
wych wynikow przy jednokrotnym rzucie moneta, tj. {orzet, reszka}. Z racji tego,
ze nasze rozwazania dotyczg matematyki, skoncentrujemy si¢ jednak na parach
uporzadkowanych. Dla matematykow to one majg wickszg warto$e.

Oczywiscie oprocz uporzadkowanych par sg jeszcze uporzadkowane trojki,
czworki itd. Przyktadem uporzadkowanej trojki moze by¢ punkt przestrzeni tréj-
wymiarowej o wspotrzednych (2, 3, 4). Wypisywanie uporzadkowanych par czy
trojek dla zbioréw o niewielkiej liczbie elementéw moze by¢ pracochtonne, ale
mozliwe do wykonania. Czynno$¢ ta staje si¢ niemozliwa wowczas, gdy cho-
ciazby jeden ze zbioréw jest nieskonczony. Matematycy w takich sytuacjach do
wyznaczenia uporzadkowanych par, trojek itd. postuguja si¢ zapisem symbolicz-
nym lub rysunkiem. Dla A = {1, 2, 3,4} i B={y € R: | <y <4} zbiér wszystkich
uporzadkowanych par wyglada nastepujaco:
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3.1. lloczyn kartezjanski

Wréémy jeszceze na chwile do par uporzadkowanych. Dla przyktadu wezmy dwa
zbiory A i B oraz przyporzadkowanie zbioru A w zbior B. Zastanowmy sig, jakie
pary uporzadkowane otrzymamy w tym przypadku.

Tabela 5. Przyktady par uporzadkowanych dla zbiorow A, B

Wybrane zbiory Przyktady par uporzadkowanych
A={% ¢, v 4}
B {ab) (#.2). (+,2), (v, 2). (,). (+.b). (¥.b). (4,b)
A= {A, 0O}

(A, 5), (0, 5), (0, 6), (O, 7)

B={5,67}

Zrédto: opracowanie wlasne.

Zwré¢my uwage, ze w tabeli 5 nie wypisano wszystkich uporzadkowa-
nych par. Podano tylko ich przyktady. Po uzupetnieniu przyktadow wypisanych
W pierwszym wierszu o parg (s, b), a w drugim o (A, 6) i (A, 7), otrzymamy zbior
wszystkich mozliwych par uporzadkowanych. I taki wlasnie stat si¢ przedmiotem
badan matematykow.

O iloczynie kartezjanskim

Iloczynem kartezjanskim (produktem kartezjanskim) dwoch dowolnych zbio-
réw A i B nazywamy zbior wszystkich uporzadkowanych par takich, ze po-
przednik nalezy do zbioru A, a nastgpnik do zbioru B. Oznaczamy go symbo-
lem A x B.

A xB={(a, b):acA A beB}

Przyktady
% Niech dane begdg zbiory A = {a, b, ¢, d, e, f, g, h} orazB={l, 2, 3,4, 5, 6,
7, 8}. lloczyn kartezjanski tych zbiorow ma postac:
AxB={ab,c,d,e f,gh}*x{1,23,456,7 8 ={@,l),,?2),@a,?3),
(@, 4), @,5), (@, 6),(@,7), (,8), (b, 1), (b, 2), (b, 3), (b, 4), (b, 5), (b, 6), (b, 7),
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(b, 8), (c, 1), (¢, 2), (¢, 3), (¢, 4), (¢, 5), (¢, 6), (¢, 7), (¢, 8), (d, 1), (d, 2), (d, 3),

(d, 4), d, 5),(d, 6),(d,7),d,8), (e 1), 2), E 3), @ 4), E5), (e 6), (e 7),

@ 8), (f, 1), (£ 2), (, 3), (£, 4), (£, 5), (£, 6), (£, 7), (£, 8), (g, 1), (& 2), (2, 3), (2, 4,

(8 5), (g, 6),(g,7), (g 8), (h, 1), (h, 2), (h, 3), (h, 4), (h, 5), (h, 6), (h, 7), (h, 8)}.

Tak otrzymalismy zbidr par opisujgcych pola szachownicy 8 x 8.

X Sprobujmy wyznaczy¢ iloczyn kartezjanski dla trzech, a nastgpnie dla czte-
rech zbiorow.

— Niech dane beda zbiory A= {a,b},B={1,2,3},C={e, %, &, 9}, D={A, [}.
Aby wyznaczy¢ A x B x C, wyznaczamy A X B, a nastepnie (A x B) x C.
AxB={@,l), (@ ?2),(@,3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)},

(AxB)xC={@a,l), (@, ?2),(@,3),(b,1),(b,2), (b, 3)} x {e, &, &, v} =
{@, 1, ¢),(@a 2 ), 3, ¢),(b, 1, ¢),(b 2, ¢),(D,3, ¢),(@,l, ), (@2, ),
(@, 3, %), (b, I, %), (b, 2, &), (b, 3, %), (a, 1, &), (a, 2, &), (a, 3, &), (b, 1, &),
(b,2, a),(b,3,a),( 1,v),(@2,¥v),(@ 3 ¥),(D,I1 v, (b2, v), (b3, v

— Aby wyznaczy¢ A x B x C x D wyznaczamy A x B, nast¢pnie (A x B) x C,

by wreszcie okresli¢ (A x B) x C) x D.
(AxB)xC)xD=({(a, 1), (a,2), (@, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)} * {#, &, &, w})x
{A O ={@, 1, ¢),@2 ¢).3a3,e),(b 1 ¢),(02, e),(b3,e),(@ 1 ),
(@, 2, &), (a, 3, %), (b, 1, &%), (b, 2, %), (b, 3, &%), (a, 1, &), (a, 2, A), (a, 3, &),
(b, 1, &), (b, 2, &), (b, 3, A), (a, 1, ¥), (a, 2, ¥), (a, 3, ¥), (b, 1, ¥), (b, 2,
v),(b,3,v)} x{A O} ={@al, ¢ A), (@2, ¢ A), (@3, ¢ A), (D1 e A),
(b, 2, ¢, A), (b, 3, ¢, A), (a1, & A), (a2, & A), (a3, % A), (b, 1, & A),
(b,2, %, A), (b,3, % A), (a1, 6 A), (@2 6 A),@ 3 &, A),(D, 1 & A),
(b,2, &, A),(b,3, s A), (a1l %A, (@2 vA),@?3vA),(DbI1eA),
(b,2, %, A),(b,3,%A), @1, e 0),@?2 ¢0),@,3, ¢ 0),(b, 1, ¢ 0),
(b,2, ¢,00),(b,3, ¢, 1), (a, 1, % 1), (a, 2, & L), (a, 3, &, L), (b, 1, %, L),
(b,2, %, ), (b,3, & ), (@1, s 0),@2 & 0),(@,3, s, 0O),(b, 1, s, ),
(b,2, s, [0),(b,3, s, ), (@, 1, v ), (@2 v 0),@a,3, v 0),(0b,I1 v ),
(b, 2, », 0O), (b, 3, », [)}.

Powyzszy przyktad umieécitam celowo. Nie ma on duzej warto$ci mate-
matycznej, cheiatam jedynie podkresli¢, ze dazenia matematykow do prostoty
i elegancji wyrazania mysli sa jak najbardziej zasadne. Szczeg6lnie wtedy, gdy
zapisanie rozwigzania jest tak zmudne, jak w naszym przyktadzie.
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Oczywiscie iloczyn kartezjanski nie musi by¢ okreslony na réznych
zbiorach. W sytuacji, gdy A = B, iloczyn kartezjanski A x A = A% ={(a, b):
ae AAbe A}l Naprzykiad dla A = {a, b} otrzymujemy A% = {(a, a), (a, b),
(b, a), (b, b)}. lloczyn kartezjanski okreslony na tym samym zbiorze nazywamy
kwadratem kartezjanskim. Analogicznie wyznaczamy uporzadkowane trojki,
czworki itd.

A= {@a,b,cac ArbeAAceA}
A*={@,b,c,dpac Arbe Arce ArdeA}
A’={@,b,c,d,e:ac Arbe Arce ArdeAnrecA}

Iloczyn kartezjanski zbiorow mozemy zilustrowaé za pomocg grafu strzat-
kowego, tabeli lub w uktadzie wspotrzednych.

Przyktady

% Niech dane beda zbiory A i B takie, ze A = {0, 1, 2} oraz B = {3, 4}. Iloczyn
kartezjanski tych zbiorow to A x B = {(0, 3), (0, 4), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4)}:

— w formie grafu strzatkowego przyjmuje postac:

A
i

— w formie tabeli:

—7 3 4
0 0, 3) 0,4)
1 1,3) 1,4)
2 2,3) 2,4

Uwaga: strzatka oznacza kierunek przyporzadkowania.
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— w prostokgtnym uktadzie wspotrzednych:

B A
49 @ °
3-9 ° °
27
1,
T T T >
0 12 3 A

Na wykresie kropkami zaznaczono pary nalezace do iloczynu kartezjan-
skiego.
X Niech dane beda teraz zbiory X 1Y takie, ze
X={xeR:1<x<6}orazY = {y € R: 1 <y <3}. W prostokatnym uktadzie
wspotrzednych zaznaczono zbior wszystkich punktéw nalezacych do X x Y.

Y A
5
4-
3 Q o}
1+ o o
\ \ \ \ \ >

W przypadku zbioru punktéw na plaszczyznie musimy zwracaé uwage na
punkty brzegowe. Linig ciggla zaznaczono zbior punktow, ktore naleza do
iloczynu kartezjanskiego. Linia przerywana oznacza, ze punkty o poprzed-
niku 11 6 oraz nastgpniku 1 nie naleza do rozwigzania. Wynika to z przyje-
cia zbioréw X 1Y, dla ktoérych ten iloczyn okreslono.

Dla iloczynu kartezjanskiego, tak jak dla kazdego zdefiniowanego pojecia
matematycznego, poszukuje si¢ wtasnosci. To one pozwalaja doglebnie poznac
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mozliwosci 1 zastosowania obiektu matematycznego. Wsrod wilasnosci iloczynu
kartezjanskiego wyrdzniamy:

) AXP=0xA=0

2 AxBBxA,gdyAzB,A=(),B=(]

3) Ax(BxC)=(AxB)xC

Z pierwszej wlasnosci dowiadujemy sie, ze iloczyn kartezjanski dowolnego
zbioru ze zbiorem pustym zawsze jest zbiorem pustym. Druga mowi o nieprze-
miennosci iloczynu kartezjanskiego, a trzecia o jego facznosci. Sprobujmy teraz
uzasadni¢ twierdzenie o liczbie par uporzadkowanych nalezacych do iloczynu
kartezjanskiego.

O liczbie par iloczynu kartezjanskiego

Jezeli A jest zbiorem n-elementowym, a B zbiorem m-elementowym, to A X B

jest zbiorem ztozonym z n - m uporzadkowanych par (a, b) takich, ze a € A
ibeB.

Uzasadnienie

Niech m bg¢dzie dowolng liczbg naturalng i B = {b;, b2, ..., bm}. Dla n =1
zbior A = {a;} i A x B = {(a;, b)), (a1, b2), ..., (a1, bm)}, zatem iloczyn kartezjanski
zbiorow A i B bedzie zawierat 1 - m = m par uporzadkowanych. Jesli teraz przyj-
miemy, ze A = {aj, a2}, to iloczyn begdzie miat postac:

AxB= {(al, b1), (al, bz), ey (al, bm)
(a2, by), (a2, bo), ..., (a2, bm)}

Wtedy A x B bedzie sktadat si¢ z 2 - m = 2m par uporzadkowanych. Zwigkszajac
zbior A 0 kolejne elementy, otrzymamy prostokatna tablice par o n wierszach i m
kolumnach:

A x B = {(a;, b), (a1, b2), ..., (a1, bm)
(a2, by), (a2, by), ..., (a2, bm)

(an, bl), (an, b2), ceey (an, bm)}
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Stad wnioskujemy, ze iloczyn kartezjanski A X B zawiera n - m par uporzadko-
wanych (a, b) takich, zea € Aib € B.

Powyzsze uzasadnienie nie jest formalnym dowodem matematycznym.
Mimo to jest dobrym przyktadem intuicyjnego poszukiwania rozwigzan. A jak
wiemy, to intuicja jest przyczyng wielkich odkry¢.

Moze wyda¢ si¢ to zaskakujace, ale iloczyn kartezjanski pojawia si¢ juz we
wczesnej edukacji. Zazwyczaj przyjmuje postaé prostokatnych tabelek. Roz-
wazmy jeden z takich przyktadéw. W tabeli 6 przedstawiono mozliwe wybory
strojow karnawatowych trzech dziewczynek.

Tabela 6. Mozliwe wybory strojow karnawatowych trzech dziewczat

Stroje karnawalowe

Bella Dzwoneczek Elsa Vaiana
Kasia + + + +
Ania + + + +
Monika + + + +

Zrédto: opracowanie wlasne.

Zapisujac informacje z tabeli 6 w formie iloczynu kartezjanskiego, uzyska-
liby$my postac:

{(K, B), (K, D), (K, E), (K, V), (A, B), (A, D), (A, E), (A, V), (M, B), (M, D),

(M, E), (M, V)}, gdzie K, A, M sg pierwszymi literami dziewczat, za$ B, D,

E, V pierwszymi literami bohaterek bajek, za ktére moga przebrac si¢ dziew-

czynki. Jesli teraz w naszej tabeli umiescimy wybory dziewczynek z dwoch

ostatnich lat, to tabela 6 przyjmuje postac tabeli 7.

Tabela 7. Wybory strojow karnawatowych trzech dziewczat z ostatnich dwoch lat

Stroje karnawatowe

Bella Dzwoneczek Elsa Vaiana
Kasia + +
Ania + +
Monika + +

Zrbdlo: opracowanie wiasne.
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Pary opisujace wybory dziewczynek z ostatnich dwoch lat rowniez tworza
zbior, tj. {(K, B), (K, V), (A, D), (A, E), (M, D), (M, V)}. Okazuje si¢, ze zbior
ten jest podzbiorem zbioru wszystkich mozliwych wyborow dziewczat (tab. 6).
Zagadnienie podzbiorow omawiali$my w rozdziale drugim i wszystko, czego si¢
dowiedzieli$my poprzednio, wykorzystamy, aby otworzy¢ kolejne drzwi. Drzwi,
za ktérymi znajduja sie¢ nowe pojgcia matematyczne i ich wlasnosci.

3.2. Relacje i ich wtasnosci

Stowo ,,relacje” niejednokrotnie pojawiato si¢ na stronach tego opracowania. Za-
zwyczaj postugujemy sie nim w matematyce wtedy, gdy chcemy opisa¢ zwigzki
miedzy obiektami matematycznymi. Przed wprowadzeniem definicji relacji po-
wrocmy jeszcze raz do przykladu z wyborami strojow karnawatowych. Przy-
pomnijmy, pierwsza tabelka (tab. 6) prezentowata wszystkie mozliwe wybory
dziewczynek, natomiast druga (tab. 7) tylko te stroje, ktore zostaly wybrane
w ciggu ostatnich dwoch lat. Przesledzmy calg sytuacje od poczatku.

W naszym wypadku punktem wyjscia sa dwa zbiory, tj. A — zbior dziewczy-
nek dokonujgcych wyboru stroju karnawatowego oraz B — zbior strojow karna-
watowych. Zbior wszystkich mozliwych wyborow dziewczynek mozemy opisac
A x B, natomiast analizujac tabelke opisujacg wybory dziewczynek z ostatnich
dwoch lat, mozemy powiedzie¢, ze tylko pewne elementy zbioru A sa w relacji
Z pewnymi elementami zbioru B (np. Kasia wybrata str6j Belli). Oznaczajac rela-
cje miedzy elementami zbioréw przez p', mozemy zapisaé

pcAxB

gdzie p = {(K, B), (K, V), (A, D), (A, E), (M, D), (M, V)}, za§ A x B = {(K, B),
(K, D), (K, E), (K, V), (A, B), (A, D), (A, E), (A, V), (M, B), (M, D), (M, E),
(M, V).

I p —(czyt. ro) litera alfabetu greckiego.
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O relacji dwucztonowej

Relacja dwucztonowa p w iloczynie A x B, gdzie A i B sa dowolnymi zbiorami,
nazywamy dowolny podzbior tego iloczynu. Mowimy, ze element a € A pozo-
staje w relacji z b e B, co zapisujemy apb lub (a, b) € p. Zbidr poprzednikow
wszystkich par nalezacych do relacji nazywamy dziedzing relacji, za$ zbior
nastepnikow tych par przeciwdziedzing relacji.

Przyktady

% Niech dane bedg zbiory A = {1, 2, 3} i B= {2, 3, 4}. W zbiorze A x B okre-
slono relacje p1 = {(a, b) € A x B: a=b} oraz p> = {(a, b) € A x B: a>b}.

P1 2 3 4 p1

: ’

Do relacji p1 naleza dwie uporzadkowane pary: (2, 2) oraz (3, 3). Dziedzing
i przeciwdziedzing p; jest zbior {2, 3}. Relacja p2 zawiera tylko jedng pare
uporzadkowana, czyli (3, 2) € p2. Dziedzinag p2 jest zbior {3}, a przeciwdzie-
dzing p2jest {2}.

x Uczniowie pewnej klasy trzeciej postanowili przygotowac ozdoby na cho-
inke, ktora miata stang¢ w szkolnym holu. Zdecydowali, ze przygotuja dwu-
kolorowe bombki styropianowe. W wybranej przez nich palecie barw znala-
zty si¢ srebrny, ztoty i czerwony. Ponizsza tabelka wskazuje, ktore bombki
udato si¢ dzieciom uzyskac.

Srebrny (S) Ztoty (Z) Czerwony (C)
Srebrny (S) (S,2) S, 0
Ztoty (Z) Z,8S) Z,0)
Czerwony (C) (C,S) (C,2)

Do relacji ,,bombki choinkowe” nalezy szes¢ dwukolorowych wzorow. Dzie-
dzing 1 przeciwdziedzing relacji jest zbior {S, Z, C}. Wsréd wzoréw bom-
bek nie ma bombek jednokolorowych. Mozemy powiedzie¢, ze pary (S, S),
(Z, Z), (C, C) nie naleza do relacji ,,bombki choinkowe”.
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W definicji okresliliSmy relacje dwucztonowa jako podzbioér pewnego ilo-
czynu kartezjanskiego. A skoro jest ona podzbiorem, to zgodnie z tym, co po-
wiedzielismy w drugim rozdziale, istnieje relacja, do ktorej nie nalezy zadna
uporzadkowana para. Taka relacje nazywamy relacjg pustq. Przyktadem takiej
relacji okreslonej w zbiorze A x B, gdzie A= {1, 2, 3} i B= {2, 3, 4} bedzie relacja
p3 = {(a, b) € A x B: a+ 2022 < b}. Na drugim biegunie mozliwych do wyzna-
czenia relacji danego iloczynu kartezjanskiego znajduje si¢ taka, ktora sktada
si¢ z tych samych uporzadkowanych par, co iloczyn kartezjanski. Taka relacje
nazywamy relacjq peing. Przyktadem relacji petnej bedzie zbior uzyskanych par
podczas dwukrotnego rzutu moneta, tj. {(O, O), (O, R), (R, R), (R, O)}.

Zwro¢my uwage, ze zardéwno relacja pusta, jak i relacja pelna niewiele wno-
sza do naszych rozwazan. Podkreslenie ich obecno$ci miato za zadanie zwrdcic
uwage czytelnika na range rozwazenia wszystkich mozliwych przypadkow na-
wet wtedy, gdy sa mato ciekawe matematycznie. Odwotujac si¢ do podzbiorow
zbioru, warto zwroci¢ uwage na jeszcze jeden, mysle, cieckawy fakt. Zastandéwmy
si¢ teraz, ile mozliwych relacji moge uzyska¢ w zbiorze A x B, gdzie A = {1, 2}
i B = {a, b}. Poszukujac odpowiedzi, potagczymy informacje z rozdziatu drugiego
i trzeciego. Na podstawie informacji o liczbie mozliwych do uzyskania par upo-
rzadkowanych wiemy, ze iloczyn kartezjanski naszych zbiorow zawiera 4 pary.
Ze sposobu wyznaczania liczby podzbiorow danego zbioru wiemy, ze mozemy
wyznaczy¢ 2*= 16 roéznych relacji. Teraz dla dowolnych dwoch zbioréow skonczo-
nych bedziemy mogli przewidzie¢ liczbg roéznych relacji, jakie mozemy utworzy¢.

Wiasnosci relacji

Zdefiniowali$my pojecie relacji i przeanalizowalismy kilka przyktadow. Teraz
czas na wlasnosci nowego pojecia. W dalszych rozwazaniach skoncentrujemy sie
na relacjach okreslonych w dowolnym zbiorze X, czyli takich, ktore sa podzbio-
rami zbioru X x X (lub X?).

(1) Relacja p = X? jest zwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru X
pozostaje w relacji sam z soba, czyli

p jest zwrotna < VYxer (X p X)
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Przyktady

% Niech dana bedzie relacja p < X2, gdzie X = {1, 2, 3, 4} oraz p = {(1, 1),
(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), 3, 3), (4, 4)}. Relacje p przedstawiono za pomoca
grafu strzatkowego oraz tabeli, gdzie znakiem + zaznaczono par¢ nalezaca

do relaciji.
p 1 2 3 4
1 + + +
2
3 +
4 +

Relacja p jest zwrotna, bo kazdy element zbioru, w ktorym zostata okre-
Slona, pozostaje w relacji sam z sobg. Na grafie jest to zaznaczone petelkami
ze strzalka, natomiast w tabeli przekatna jest wypelniona przez pary nale-
zace do relacji.

X Innym przyktadem relacji zwrotnej jest zbior prostych réwnolegtych na
plaszczyznie, bo kazda prosta jest rownolegta do samej siebie.

X Zwrotna jest relacja podzielno$ci w zbiorze liczb naturalnych dodatnich, bo
kazda liczba naturalna z wyjatkiem 0 jest swoim wtasnym dzielnikiem.

x Zwrotna jest takze relacja < w zbiorze liczb rzeczywistych, bo x < x jest
prawda dla kazdej liczby rzeczywiste;.

(2) Relacja p < X2 jest przeciwzwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy zaden element
zbioru X nie pozostaje w relacji sam z soba, czyli

p jest przeciwzwrotna < Vxex ~(X p X)

Przyktady

% Niech dana bedzie relacja p < X?, gdzie X = {1, 2, 3, 4} oraz p = {(2, 1),
(1,2), 4, 3), (1, 4)}.
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Relacja p jest przeciwzwrotna, bo zaden element zbioru, w ktorym relacja
zostata okreslona, nie jest w relacji sam z sobg. Na grafie zadna strzatka nie
prowadzi od elementu do niego samego (brak petelek), natomiast w tabeli
przekatna nie jest wypelniona przez zadng parg nalezacg do relacji.

x Relacja mniejszosci w zbiorze liczb rzeczywistych jest relacja przeciw-
zwrotng, poniewaz warunek x < x nie jest prawdziwy dla zadnej liczby rze-
czywistej.

(3) Relacja p = X? jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
elementoéw X, y ze zbioru X, z faktu, ze x jest w relacji z y wynika, ze y jest
w relacji z x, czyli

p Jest symetryczna <> Vxyex (X py) = (y p X)

Przyktady

% Niech dana bedzie relacja p = X2, gdzie X = {1, 2, 3, 4} oraz p = {(1, 2), (1, 4),
2,1),2,2),2,4),(3.4,4,1),4,2),4,3)}.

p 1 2 3 4
1 + +
2 + +
3 +
4 + + +

Relacja p jest symetryczna. Aby si¢ o tym przekonad, wystarczy przesledzi¢
pary nalezace do relacji, np. jesli (1, 2) € p, to (2, 1) € p. Na grafie symboli-
zuja to podwdjne strzatki, np. strzatka prowadzi od 4 do 1 i odwrotnie. Na-
tomiast w tabeli pary uktadajg si¢ symetrycznie wzgledem przekatnej tabeli.

x Relacja rownos$ci w zbiorze liczb rzeczywistych jest symetryczna, bo z faktu,
ze X =y zawsze wynika, ze y = X.
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(4) Relacja p = X? jest przeciwsymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-
nych elementow x, y ze zbioru X z faktu, ze x jest w relacji z y wynika, ze y
nie jest w relacji z x, czyli

p Jest przeciwsymetryczna < Vxyex (X py) = ~(y p X)

Przyktady

% Niech dana bedzie relacja p < X2, gdzie X = {1, 2, 3,4} oraz p= {(1, 2), (1, 4),
(2,4), 3, 1), 4, 3)).

A lwIN|~—|D

Relacja p jest przeciwsymetryczna. Wsrod wszystkich par nalezacych do re-
lacji nie ma ani jednej, dla ktorej z faktu (x, y) € p wynikaloby, ze (y, x) € p.
Na grafie nie ma strzatek podwojnych, a w tabeli pary nie sa utozone syme-
trycznie wzgledem przekatne;.

x Relacja < jest przeciwsymetryczna, bo jesli x <y, to nieprawdg jest, ze y < X.

(5) Relacja p < X2 jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
elementow x, y ze zbioru X z faktu, ze x jest w relacji z y iy jest w relacji z x
wynika, Ze X jest rowne y, czyli

p jest antysymetryczna < Vxyex (X pY)A(YPX)] =X =Yy

Przyktady

% Niech dana bedzie relacja p = X2, gdzie X = {1, 2, 3, 4} oraz p = {(1, 2), (1, 3),
(1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}. Transpozycja implikacji zawartej w warunku rela-
cji antysymetrycznej pozwala nam twierdzic, ze

p jest antysymetryczna < Vyyex X #y =[~X py) vV ~(y p X)]
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Relacja p jest antysymetryczna. Wsrdéd wszystkich par nalezacych do relacji
nie ma ani jednej, dla ktorej z faktu, ze (x, y) € p wynikatoby, ze (y, X) € p.
Na grafie nie ma strzatek podwdjnych, a w tabeli pary nie sg utozone syme-
trycznie wzgledem przekatne;.

X% Relacja < jest relacja antysymetryczna, bo z faktu, ze x <y iy < x wynika,
ZeEX =Y.

x Relacja inkluzji zbiorow jest rowniez antysymetryczna, bo jesli A < B
i B — A, to na podstawie definicji rownosci zbiorow wiemy, ze zbiory A i B
sg rowne.

(6) Relacja p = X? jest spojng w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-
nych elementow x, y € X x jest w relacji z y lub y jest w relacji z x, lub x =y,
czyli

p jest spdjna < Vxyex (X py) V(Y pX) v (X =Y)]

Przyktady

% Niech dana bedzie relacja p = X2, gdzie X = {1, 2, 3,4} oraz p = {(1, 2), (1, 4),
2,2),(2,3),(2,4),3, 1), 4, 3).

p 1 2 3 4
1

2 + + +
3 +

4 +

Relacja p jest spojna. Wérod wszystkich par nalezacych do relacji kazdy ele-
ment zbioru x jest w relacji z y lub y jest w relacji z x lub x i y sg sobie rowne.
Na grafie od kazdego elementu odchodzi strzatka lub do niego dochodzi,
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a w tabeli w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie mamy pare¢ nalezaca do
relacji.

X Relacje < oraz < sg spojne w N, bo dla kazdej liczby naturalnej prawda jest,
ze:

X<yVvVy<XVX=y oraz XSyVy<XVX=y

(7) Relacja p < X2 jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
elementow X, y, z ze zbioru X z faktu, ze x jest w relacji z y i y jest w relacji
z z wynika, ze x jest w relacji z z, czyli

p Jest przechodnia < Vxyex (X pY) A (Y P 2)] = X p 2)

Przyktady
% Niech dana bedzie relacja p « X?, gdzie X = {1, 2, 3, 4} oraz p= {(1, 1), (1, 3),
G, 1), 3, 3).

P 2 | 3 | 4

1 + +

2

3 + +

4

Relacja p jest przechodnia, bo dla kazdej uporzadkowanej pary (X, y) € p
i kazdej (y, z) € p, para (X, z) rOwniez nalezy do relacji p.

x Relacja podzielnosci w zbiorze liczb naturalnych jest przechodnia, bo jesli x
jest dzielnikiem y iy dzielnikiem z, to x jest dzielnikiem z.

% Relacja inkluzji zbioroéw jest rowniez przechodnia, bo jesli A c B i B < C,
toAcC.

x Relacja rownoleglosci prostych na plaszczyznie jest przechodnia, bo jesli
prosta k||l i I||m, to proste k i m tez sa rownolegte.

Analizujac powyzsze przyktady, nietrudno dostrzec, ze posiadanie jednej
wlasnosci nie wyklucza posiadania innej. Matematycy dostrzegli ten fakt 1 wy-
roznili relacje, ktore jednoczesnie posiadajg kilka z powyzszych wtasnosci. Przy-
ktadami takich relacji beda: relacja rownowaznosci, relacja czgSciowego upo-
rzadkowania i relacja catkowitego uporzadkowania.
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O relacji rownowaznosci

Relacja p X x X jest relacja rownowazno$ci w X jesli jest zwrotna, syme-
tryczna i przechodnia.

Przyktady

X Relacja rownosci zbiorow bedzie relacja rownowaznosci na mocy definicji
zbiorow roéwnych. Zauwazmy, ze:
— kazdy zbior jest sobie rowny (zwrotnos¢ relacji),
— jesli zbior A jest rowny B, to B bedzie rowny A (symetrycznos$é relacji),
— jesli zbior A jest rowny B i B jest rowny C, to A jest rowny C (przechod-

nio$¢ relacji).

x Relacja rownoleglosci prostych na ptaszczyznie jest rowniez relacja réwno-
waznosci, bo jak pokazano w powyzszych przyktadach, jest zwrotna, syme-
tryczna i przechodnia.

O relacji czesciowo porzgdkujgcej

Relacja p < X x X jest relacja czeSciowo porzadkujaca X, jesli jest zwrotna,
antysymetryczna i przechodnia. Natomiast zbior X, w ktorym ta relacja zostala
okreslona, nazywamy zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym.

Przyktady

% Relacja < zbiordéw jest relacjg czeSciowo porzadkujaca, bo jest zwrotna
(kazdy zbior jest swoim podzbiorem), antysymetryczna i przechodnia (co
omowiono w przyktadach ilustrujacych wlasnosci relacji).

x Relacja < w zbiorze liczb rzeczywistych jest cze¢$ciowo porzadkujaca, bo
jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia. Zbior liczb rzeczywistych jest
czesciowo uporzadkowany przez relacje <.



100 | Przyporzadkowywanie zbioréw

O relacji catkowicie porzqdkujqcej

Relacja p < X x X jest relacja catkowicie porzadkujaca zbior X, jesli jest an-
tysymetryczna, spdjna i przechodnia. Natomiast zbior X, w ktérym ta relacja
zostata okreslona, nazywamy zbiorem catkowicie uporzgdkowanym.

Przyktady

x Relacja <w zbiorze liczb rzeczywistych jest relacja catkowicie porzadkujaca,
bo jest antysymetryczna, spojna i przechodnia, co pokazano w opisywanych
przyktadach wilasnosci relacji. Zatem relacja < ustala catkowity porzadek
w zbiorze liczb rzeczywistych.

X Relacja inkluzji zbiorow jest relacjg catkowicie porzadkujaca.

3.3. Funkcje jako relacje

Funkcj¢ bedziemy uwazali za pewien specjalny rodzaj relacji, tzn. za pewien
zbior par uporzadkowanych spetniajacych okreslone warunki. Jednak zanim do
niej przejdziemy, przypomnijmy sobie krotko, co waznego do tej pory powiedzie-
lismy o iloczynie kartezjanskim i relacjach dwucztonowych. Zbudujmy przykta-
dowy iloczyn kartezjanski i rozwazmy kilka wybranych relacji.

Przyktad

X% Niech dane bedg dwa zbiory A = {1, 2, 3} i B = {a, b}. lloczyn kartezjanski
tych zbioréw bedzie wyznaczat zbior wszystkich mozliwych przyporzadko-
wan miedzy elementami kazdego z tych zbiorow.

A xB={(,a),(,b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)} <"
7

Zbioér A jest zbiorem trzyelementowym, a B dwuelementowym zatem
wszystkich uporzadkowanych par w iloczynie kartezjanskim tych zbiorow
jest 3-2=6. Wiemy rowniez, ze relacja jest dowolnym podzbiorem iloczynu,
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zatem liczba wszystkich mozliwych relacji to 232 = 26 = 64. Wybieramy kilka
z nich i prezentujemy za pomoca grafow.

Graf' 1 Graf 2

7
g

Graf 3 Graf 4

4
4

Graf 5 Graf 6

3
/
Y

Przyjrzyjmy si¢ teraz naszym dowolnie wybranym relacjom i sprobujmy
okresli¢, jakie cechy posiada kazda z nich. Grafy 1, 2 i 5 mozemy okresli¢ jako
przyporzadkowanie wykorzystujace kazdy element zbioru A. Pozostate, przed-
stawione na grafach 3, 4 i1 6, nie posiadaja tej wlasnosci. Nas beda interesowaty
wiasnie te relacje, w ktorych kazdy element zbioru A jest w relacji z elementem
zbioru B, dlatego nasza uwaga koncentruje si¢ tylko na relacjach przedstawionych
na grafach 1, 2,15. Porownujac sposob, w jaki okreslono przyporzadkowanie mig-
dzy elementami tych zbiorow, dostrzegamy, ze relacje 2 i 5 réwniez maja wspolna
wiasno$¢, mianowicie taka, ze kazdy element ze zbioru A zostat przyporzadko-
wany tylko raz. Tylko raz, czyli méwiac jezykiem graféw, od kazdego elementu
ze zbioru A wychodzi doktadnie jedna strzatka. Takiej wlasnosci nie posiada
relacja przedstawiona za pomocg grafu 1. Krotko podsumowujac, wybrane przez
nas relacje zilustrowane grafami 2 i 5 posiadajg dwie wazne wtasnosci. Pierwsza
mowi o wykorzystaniu wszystkich elementdéw ze zbioru, w ktorym okreslona jest
relacja, a druga o jednokrotnym przyporzadkowaniu tych elementéw elementom
zbioru B. Takie relacje bedziemy nazywali funkcjami.
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O funkcji

Funkcja okre$lona w zbiorze A o warto$ciach nalezacych do zbioru B (lub:
funkcja ze zbioru A w zbiér B) nazywamy dowolna relacje p z A w B spetnia-
jaca nastepujace warunki:

1° Vaea JbeB(a, b) € p
2° VaeA VbeB VieB[(@, b) e pA(a,b’) € pl = b=b’

Przyktady

x Rozwazmy dwa zbiory A i B. Niech A bedzie zbiorem przedszkolakow
Przedszkola Publicznego nr 53 w Rzeszowie, za§ B to wzrost przedszkola-
kow tegoz przedszkola wyrazony w centymetrach. Mozemy zatem mowic
0 relacji opisanej nastepujaco: kazdy przedszkolak ma swoj wzrost wyrazony
W centymetrach. Ponizszy graf ilustruje owo przyporzadkowanie.

Kasia
Tomek
Zosia
Franek

Faktem jest, ze kazdy przedszkolak ma przypisany swdj wzrost i zaden
Z nich nie ma przypisanych dwoch réznych wartosci liczbowych wyrazonych
w centymetrach. Mozemy zatem wnioskowac, ze kazdy element zbioru A zo-
stat przyporzadkowany elementowi ze zbioru B. Co wiecej, kazdy z nich ma
przyporzadkowana jedna wartos¢ liczbowa. Zatem spetniony jest pierwszy
warunek definicji, czyli dla kazdego elementu ze zbioru A istnieje element
w B, z ktorym tworzy on uporzadkowang par¢ nalezaca do relacji. I drugi,
poniewaz kazdy element z A tworzy doktadnie jedng par¢ uporzadkowang
nalezacg do relacji.

x Niech A oznacza zbior wszystkich studentow drugiego roku pedagogiki
przedszkolnej i wczesnoszkolnej wyzszych uczelni w Polsce, a B bedzie
zbiorem pierwszych liter ich nazwisk. Relacja okreslona: student drugiego
roku pedagogiki przedszkolnej i wczesnoszkolnej w Polsce ma pierwszq li-
tere nazwiska jest funkcja, bo kazde nazwisko zaczyna sig¢ literg i jest ona
tylko jedna.
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% Niech A oznacza zbior uczniéow szkot podstawowych w Zielonej Gorze, za$
B bedzie zbiorem numeréw PESEL. Relacja okreslona nastgpujaco: uczen
szkoty podstawowej w Zielonej Gorze posiada numer PESEL moze nie by¢
funkcja. Taka sytuacja zdarzy sie wtedy, gdy wsrdd uczniéw tych szkot jest
obcokrajowiec nieposiadajgcy takiego numeru.

Relacje mozemy przedstawiaé za pomocg opisu stownego, za pomocg grafu,
rownania, wykresu, zbioru par uporzadkowanych czy tabeli. Tak tez jest w przy-
padku funkcji. Przyjrzyjmy si¢ teraz ponizszym przyktadom relacji zaprezento-
wanym w tabelach i rozstrzygnijmy, czy sa funkcjami.

Przyktad

% Niech dane bedzie przyporzadkowanie ze zbioru A w zbiér B. Elementami
zbioru A sa aj, a2, azdla p; i p2 oraz aj, a2 dla ps, natomiast do zbioru B naleza
b1, b2, bs w przypadku p; i p2 oraz by, by, bs, ba, bs dla relacji ps. Przyjrzyjmy
si¢ tabelkom 1 rozstrzygnijmy, ktéra z nich przedstawia funkcj¢ (przypo-
mnienie: znak + wskazuje pary uporzadkowane nalezace do relacji).

p1 | br | b2 | bs p2 | br | b2 | b p3 | by | by | bs | bs | bs
ai + ar | + ap | + +
az + az + a +

as as +

Wsrod relacji p1, p2, p3 tylko p2 jest funkcja. Relacja p1 nie spelnia pierw-
szego warunku definicji funkcji, poniewaz element a3 nie jest w relacji z zad-
nym elementem zbioru B. Relacja p3 réwniez nie jest funkcja, bo (ar, by) € p
A (ai, bs) € P, ale by # bs.

Funkcje oznaczamy matymi literami, np. f, g, h. Okreslona na X i odwzoro-
wang w zbior Y zapisujemy:

£X>Y lub X5Y lub y=fx) dlaxeXiyeY

Przyktad

% Funkcje ze zbioru X w zbior Y przedstawiono za pomocag grafow strzatko-
wych. Sa one na tyle nieskomplikowane, ze nie musimy dowodzi¢, ze spet-
niajag warunki podane w definicji. Przyjrzyjmy si¢ zbiorom X i Y oraz zilu-
strowanym przyporzadkowaniom.



104 | Przyporzadkowywanie zbioréw
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Zbior X, na ktorym okreslono funkcje, nazywamy dziedzing funkcji i 0zna-
czamy Dr. Elementy zbioru X nazywamy argumentami funkcji. W kazdym z na-
szych przyktadow funkcji Dr= {1, 2, 3}, a argumentami sg 1, 2, 1 3.

Zbior Y, w ktory odwzorowano zbidr X, nazywamy przeciwdziedzing funk-
cji i oznaczamy D;'. Jezeli w przeciwdziedzinie funkcji kazdy element zostat
przyporzadkowany pewnemu argumentowi funkcji, to Y nazywamy zbiorem
wartosci funkcji, a jego elementy wartosciami funkcji. Dla funkcji f1, {2, 3 prze-
ciwdziedzina zawiera elementy, ktore nie zostaty przyporzadkowane zadnym ar-
gumentom. Te elementy nie sg wartosciami funkcji, a jedynie nalezg do przeciw-
dziedziny funkcji. Gdy w przeciwdziedzinie istnieje co najmniej jeden element,
ktory nie zostat przyporzadkowany zadnemu argumentowi, mowimy, ze funkcja
jest przyporzadkowaniem w zbior Y. W przeciwnym wypadku mowimy, ze funk-
cja jest odwzorowana na zbior Y. W naszych przyktadach fi, 2, f3 beda funkcjami
w Y, zas$ fs bedzie funkcja na Y. Dla funkcji f4 zbidr wartosci i przeciwdzie-
dzina sa rdwne, co mozemy zapisa¢ Y = D;] . Przeciwdziedzing dla fi, f2, {3 jest
D;l = {a, b, c, d}, za$ zbiorami wartosci:

dla fy mamy Y = {a, b} i Y < D;'
dla f,mamy Y = {a, b, d} i Y c D}’
dla fymamy Y = {c,d} i Y c D}’

Chcac poda¢ wartosci funkcji dla wybranych argumentow, korzystamy z za-
pisu: fi(1) = a i czytamy wartos¢ funkcji f1 dla argumentu 1 wynosi a.
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Wiasnosci funkgji

Do tej pory po kazdym wprowadzonym pojeciu staraliSmy si¢ okresli¢ jego wias-
nosci. Tak tez bedzie i w tym wypadku. Rozwazmy ponownie funkcje f2 i f4 jako
przyktady odwzorowan, ktore w matematyce nazywamy niezwykle istotnymi.
A oto ich definicje.

O funkcji roznowartosciowej

Funkcj¢ ze zbioru X w zbidér Y nazywamy odwzorowaniem réznowartoscio-
wym (iniekcja) wtedy i tylko wtedy, gdy dwom réznym argumentom odpowia-
daja dwie rézne wartosci funkcji i zapisujemy symbolicznie:

VxleX szex (Xl * XZ) = f(Xl) * f(XZ)

Przyktadem iniekcji sg funkcje f2 i fa. W tych odwzorowaniach kazdemu
argumentowi przypisano inng warto$¢.

O funkcji ,,na”

Funkcje ze zbioru X w zbiér Y nazywamy suriekcja wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy element przeciwdziedziny zostat przyporzadkowany co najmniej jed-
nemu argumentowi.

Przyktadem suriekcji jest fa. Tu kazda wartos¢ funkceji zostala przypisana do
co najmniej jednego argumentu. Suriekcja jest funkcja na zbior Y.

O odwzorowaniu wzajemnie jednoznacznym

Funkcj¢ ze zbioru X w zbiér Y nazywamy odwzorowaniem wzajemnie jedno-
znacznym (bijekcja) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element przeciwdziedziny
zostat przyporzadkowany co najmniej jednemu argumentowi oraz gdy dwom
r6znym argumentom odpowiadajg dwie rézne wartosci funkcji.

Przyktadem bijekcji jest f4, bo kazdemu argumentowi odpowiada inna war-
tos¢ funkcji oraz kazdy element przeciwdziedziny zostal przyporzadkowany



106 | Przyporzadkowywanie zbioréw

pewnemu argumentowi. Nietrudno zauwazy¢, ze kazda funkcja, ktora jest iniek-
cja i suriekcja, jest rowniez bijekcja.

Funkcja odwrotna

Rozwazmy teraz funkcje f: X — Y taka, ze f jest bijekcja. Sprawdzmy, czy od-
wracajac to odwzorowanie, rowniez otrzymamy funkcje. Niech X = {1, 3, 5, 7, 9},
a f bedzie odwzorowaniem, ktore kazdej liczbie zbioru X przyporzadkowuje
liczbe 0 2 wigksza. Wtedy Y = {3, 5, 7, 9, 11}. Na grafie prezentuje si¢ to w naste-
pujacy sposob:

Odwzorowanie odwrotne do wyjsciowego rowniez spetnia warunki funkcji.
Dla kazdego elementu ze zbioru Y istnieje element w X, z ktorym tworzy pare
uporzadkowanag nalezgcg do relacji oraz kazdy element zbioru Y ma przyporzad-
kowany doktadnie jeden element ze zbioru X, co potwierdza spetnienie drugiego
warunku zapisanego w definicji. Na tej podstawie mozemy wnioskowac, ze od-
wzorowanie nazywane w matematyce odwrotnym jest rowniez funkcja. Funkcje
taka bedziemy nazywali funkcjq odwrotng i oznaczali ja f!. Nietrudno si¢ domy-
§li¢, ze dziedzina funkcji f bedzie zbiorem wartosci funkcji £, a zbior wartosci
f zbiorem argumentow !, czyli dziedzing. Pozostalo nam tylko okre$li¢, w jaki
sposob funkcja odwrotna przeksztatca Y w X. Wiemy, ze f kazdemu elementowi
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zbioru X przyporzadkowywata liczbe o 2 wigksza, zatem f! kazdemu elemen-
towi zbioru Y bedzie przyporzadkowywata element o 2 mniejszy. Nasze funkcje
mozemy opisa¢ wzorem:

f(x) =x + 2 dla kazdego x € X
fli(y)=y -2 dlakazdegoy € Y

Teraz wystarczy przemianowa¢ funkcje odwrotng i otrzymujemy: f(x) =
x — 2. Dziedzing naszej funkcji odwrotne;j jest zbior Y, a zbiorem warto$ci zbior X.

Mysle, ze czytelnicy zwrocili uwage na zatozenie przyjete na poczatku po-
szukiwan funkcji odwrotnej. Ustalili$my, ze rozwazana funkcja f jest bijekcja.
Dlaczego? Poszukujac odpowiedzi na to pytanie, rozpatrzymy sytuacje, w ktorej
funkcja nie jest iniekcja lub nie jest suriekcja.

Przyjmijmy na wstepie, ze nasza funkcja nie jest suriekcja. Znaczy to do-
ktadnie tyle, ze w zbiorze, w ktory odwzorowano funkcjeg, znajduja sie elementy
niebedace jej wartosciami. W takiej sytuacji nie mozemy wyznaczy¢ funkcji od-
wrotnej, bo nie bedzie spetniony pierwszy warunek zapisany w definicji. Gdyby-
$my teraz przyjeli, ze nasza funkcja nie jest iniekcjg, to wyznaczajac odwzorowa-
nie odwrotne, uzyskaliby$§my takie, ktore nie spetnia drugiego warunku definicji.

Ztozenie funkgcji

Rozwazmy teraz trzy zbiory X, Y, Z, na ktorych okreslono dwie funkcje. Pierw-
sza z nich funkcja f: X — Y, a druga g: Y — Z. Wezmy dowolny element x ze
zbioru X. Funkcja f przyporzadkowuje mu pewien element z Y taki, ze y = f(x).
Nastepnie elementowi y funkcja g przyporzadkuje pewien element z Z taki, ze
z = g(y). Do ostatniej réwnosci w miejsce y podstawiamy f(X) i otrzymujemy
2 = g(f(x).

X Y Z

)
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Przyporzadkowanie, ktore otrzymalismy, nazywamy ztozeniem (lub super-
pozycjq) funkcji £1g. Oznaczamy je g o f, czyli

gof:X—>Z

Przyktad

% Rozwazmy dwie funkcje f(x) = x + 3 oraz g(x) = 2x okreS$lone w zhiorze
liczb rzeczywistych. Ztozeniem funkcji fz g bedzie g o f=g(f(x)) =2 - f(x) =
2 - (x +3) =2x + 6, natomiast ztozeniem funkcji g z f bedzie f o g = f(g(x)) =
g(x) + 3 = 2x + 3. Uzyskalismy inne funkcje. Wniosek jest taki, ze ztozenie
funkcji nie jest przemienne.

O niewspomnianych dotychczas sposobach przedstawiania
funkcji

Funkcje, a przede wszystkich ich graficzna prezentacja, powinny si¢ nam wszyst-
kim kojarzy¢ z wykresami. Niektore z zadan, ktorymi do§wiadczano nas w szkole,
zawieraty polecenie: narysuj wykres funkcji. Powro6¢my wiec przez chwile do
wykresow tych znanych ze szkoty i tych rzadko wystgpujacych w podrecznikach
szkolnych.

Wspominany niejednokrotnie graf strzatkowy jest rowniez prezentacja gra-
ficzng funkcji. Uczynmy go punktem startowym naszych rozwazan i przyjmijmy
ponizsze przyporzadkowanie. Analizujac graf, przekonujemy si¢, ze nasze przy-
porzadkowanie jest funkcja (spetnione sg warunki okreslone w definicji). Jednak
nie jest ona ani suriekcja, ani iniekcja, poniewaz w zbiorze, w ktérym zostalo
okreslone przyporzadkowanie, mozemy wyrdézni¢ elementy nieprzypisane do
zadnego argumentu, np. 5. Ponadto elementowi 3 przyporzadkowano liczby 2, 4
I 5, zatem funkcja nie jest rdznowartosciowa.
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Zwro¢my uwage na elementy zbioréw. Okazuje sig, ze podana funkcja jest
okreslona na zbiorze {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8} i zostata odwzorowana w zbior {0, 1,
2,3,4,5,6, 7, 8}, czyli zbiory sg rowne. Mozemy zatem przedstawi¢ funkcje
w formie innego grafu, ktoéry rownie czgsto pojawia si¢ w matematyce.

Wiemy ze szkoty, ze liczby mozemy przedstawi¢ na osi liczbowej lub osiach
liczbowych. Sprobujmy zatem pokazac, jak moze wygladaé prezentacja graficzna
naszej funkcji za ich pomoca.

Funkcja przedstawiona za pomocg osi liczbowej

P

0 ”\\MM_/S 6\\J_/8

Funkcja przedstawiona Funkcja w prostokatnym uktadzie
za pomocg dwoch osi liczbowych wspotrzednych
A
e
7
6 ®
5
4 °
3 [ ] e o
2 [ ] [}
1
ol 1 2 3 4 5 6 7 8

Kazdy z przedstawionych rysunkéw mozemy nazwaé prezentacja graficzna
funkcji, ale tylko ostatni z nich jest wykresem funkcji. Wykres funkcji to zbior
wszystkich punktow plaszczyzny takich, ze kazdemu z nich odpowiada uporzad-
kowana para (x, y) ktora nazywamy wspotrzednymi punktu. Pierwsza wspot-
rz¢dna punktu odpowiada poprzednikowi pary uporzadkowanej, a druga jej na-
stepnikowi.
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Funkcja we wczesnej edukacji

Funkcja pojawia si¢ juz na pierwszym etapie edukacyjnym, chociaz z samym po-
jeciem uczniowie spotykaja sie¢ duzo pdzniej. W zeszytach ¢wiczen i podreczni-
kach przygotowanych dla najmtodszych uczniéw odnajdziemy tzw. tabelki funk-
cyjne oraz grafy, ktorych poprawne uzupetnienie polega na wskazaniu wielkos$ci
liczbowej powstate] w wyniku przyporzadkowania okreslonego przez strzatke.
Ponizej przedstawig kilka propozycji, ktore zilustruja przyktady funkcji pojawia-
jace si¢ we wczesnej edukacji.

x Przyktady tabelek funkcyjnych.

@i 5 3 7 2 4 3

Na poczatek przyktad bardzo prostej tabelki. Zadaniem uczniow jest uzupet-

nienie pustych pol odpowiednig wartos$cig liczbowa. W naszym przyktadzie
kazdej liczbie pierwszego wiersza przypisuje liczbe o 3 wieksza.

Ei 0 4 7 6 b
8 9 6

W powyzszej tabelce mamy przyktad taczacy funkcje z funkcja odwrotna.

Do uzyskania poprawnych wynikéw w drugim wierszu tabeli nalezy kaz-
dej liczbie z pierwszego wiersza przyporzadkowac liczbe o 5 wigkszg. Na-
tomiast aby uzupetni¢ wiersz pierwszy, musimy od kazdego elementu wpi-
sanego w wierszu drugim odja¢ 5. Zwro¢my uwage, ze kierunki strzalek
wyznaczajg dziatania odwrotne.

2 4 6 9 D
@i 6 8 8 13
3 5 2 7 10 @

Ostatnia z przyktadowych tabelek funkcyjnych jest rozbudowana i taczy
w sobie funkcje odwrotng oraz ztozenie funkcji. I tak, aby uzupeini¢ ko-

lumne trzecig tabeli, nalezy w pierwszej kolejnosci znalez¢ liczbe o 4 wigk-
sza, by nastepnie odja¢ od niej 3. Zatem kazdej liczbie z pierwszego wiersza
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przyporzadkowujemy liczbe o 4 wigksza, a nastepnie przyporzadkowujemy
liczbe o 3 mniejsza. Jest to rownowazne z przyporzadkowaniem liczbie
z pierwszego wiersza liczby o 1 wigkszej w trzecim wierszu (co w tabelce
zaznaczono zewnetrzng strzatka). Jest to nic innego jak ztozenie funkcji.
Do uzupetnienia elementow w pierwszym i drugim wierszu stosujemy funk-
cje odwrotne, tj. liczbie dwa z wiersza trzeciego przyporzadkowujemy ko-
lejno liczbe o 3 wigksza, a nastepnie liczbe o 4 mniejsza.

Podane przyktady tabelek odwotujacych si¢ do funkcji nie wykraczaja poza
tresci matematyczne realizowane w klasie pierwszej. Co wigcej, tabelki mozemy
stosowa¢ w starszych klasach, wystarczy dobra¢ trudniejsze przyktady. Tabelki
funkcyjne rownie dobrze sprawdzajg si¢ dla mnozenia i dzielenia, nalezy jednak
uwazac, aby wyniki ilorazow zawsze nalezaty do zbioru liczb naturalnych.

Nie jest to jedyny przyktad, w ktorym mozemy wskaza¢ obecnos¢ funkcji.
Innym przyktadem sg grafy, ktore najczgsciej wprowadza sie¢ w edukacji mate-
matycznej do zilustrowania dziatania i dzialania do niego odwrotnego oraz jako
pomoc przy rozwigzywaniu zadan tekstowych. W grafach strzatki rowniez sym-

bolizujg funkcje.
X Przyktady grafow.
Graf jako przyktad funkcji i funkeji odwrotne;.
- Liczbie 8 przyporzadkowano liczb¢ o 4 wigk-
° ‘ szg 1 odwrotnie, pewnej liczbie przyporzad-
kowano liczbe o 4 mniejsza. W wyniku prze-
—4 ksztatcenia otrzymano 8.

Ponizsze grafy sa bardziej rozbudowane. Tu uczniowie muszg wykonac
wiele dziatan. Graf na rysunku z lewej strony daje mozliwo$¢ poréwnania
funkgcji, ktora jest odwrotna do zlozenia dwdch funkcji. Natomiast na grafie
po prawej uczen wyznacza funkcj¢ odwrotng do podanej. Oczywiscie, tak
jak w wypadku tabelek funkcyjnych, tu réwniez mozemy wykorzysta¢ mno-
zenie i dzielenie.

+8
+2 +3 +4 : 9 j
-5 7 -5 -1 -2



112 | Przyporzadkowywanie zbioréw

Jest jeszcze jedno wazne miejsce, w ktérym wykorzystujemy funkcje we
wczesnej edukacji. Z funkcja uczniowie spotkajg si¢ podczas porownywania li-
czebnosci zbiorow, ale o tym w nastgpnym podrozdziale.

3.4. Relacja réwnolicznosci zbioréw

Na ponizszych grafach zaprezentowano relacje miedzy trzema dowolnie wybra-
nymi zbiorami skonczonymi A, B, C. Relacja pi jest okreslona w zbiorach A i B,
arelacja p> w B i C. Analizujac przyporzadkowanie zilustrowane strzatkami, do-
strzegamy, ze p1 i p2 sg funkcjami, przy czym tylko jedna z nich, tj. relacja pi, jest
bijekcja. Z faktu, ze miedzy zbiorami A i B okreslono bijekcje, wynika, ze zbiory
te muszg mie¢ po tyle samo elementdéw. Inng sytuacje opisuje relacja pz. Okazuje
si¢, ze w zbiorze C znajduje si¢ element, ktdry nie zostal przyporzadkowany zad-
nemu z B. Wnioskujemy stad, ze B i C nie maja tej samej liczby elementow.

Zbiory skonczone, ktore majg taka sama liczbe elementéw, nazywamy zbio-
rami rownolicznymi. Na podstawie dokonanej analizy wnioskujemy, ze A i B sa
réwnoliczne, a B i C nie. Decyzja o rownoliczno$ci zbiorow w naszym przykta-
dzie nie wymagata prowadzenia skomplikowanych rozumowan matematycznych.
Po pierwsze byty to zbiory skonczone, a po drugie kazdy z nich zawierat nie-
wielka liczbg elementow. Jednak trudno$¢ pojawia si¢ przy zbiorach nieskonczo-
nych. Rozszerzmy wigc pojecie rownolicznosci zbioré6w na zbiory nieskonczone.
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O zbiorach rownolicznych

Niech A i B beda dowolnymi zbiorami. Zbiory A i B nazywamy roéwnolicz-
nymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja z A w B. Zbiory réwnoliczne
oznaczamy A = B.

Podana definicja warunkuje istnienie rownolicznos$ci od istnienia bijekcji, co
zresztg potwierdza nasz przyktad na zbiorach skonczonych.

Pojecie rownolicznosci jest jednym z tych poje¢ matematycznych, ktéoremu
we wcezesnej edukacji poswiecamy wiele czasu. Wykorzystujemy je do porow-
nywania liczebno$ci zbiorow, szczegdlnie wtedy, gdy liczba elementéw zbioru
przekracza zakres liczbowy dziecka. Wtedy wtasnie jedynym dostepnym dzie-
cku sposobem uporania si¢ z zadaniem jest wyznaczenie bijekcji miedzy zbio-
rami. Dziecko zwyczajnie buduje pary elementdéw, zestawiajac kolejno element
Z pierwszego zbioru z elementem drugiego zbioru. Jesli do utozenia par wykorzy-
sta wszystkie elementy z obydwu zbioréw, to znaczy, ze zbiory sg rownoliczne.
Jesli w jednym z nich zostanie co najmniej jeden element bez pary, to znaczy,
ze ten zbior ma wigcej elementéw. Podczas porownywania liczebnos$ci zbiorow
przez ucznidw nalezy zwroci¢ uwage na jeszcze jeden, czesto pojawiajacy sie
btad. Dotyczy on porownywania liczebno$ci zbiordw, w ktorych elementy réznia
si¢ jakosciowo, np. w jednym zbiorze umiescimy mate piteczki, zas w drugim
duze pitki. Dziecigce pomylki pojawiajace si¢ w takich sytuacjach najczesciej
swiadcza o zbyt matej liczbie do§wiadczen z przeliczaniem roznych obiektow.

Wiasnos¢ relacji rownolicznoSci

Powrdémy ponownie do relacji rownolicznos$ci, a doktadniej do jej wtasnosci. Re-
lacja rownolicznosci jest relacja rownowaznosci, czyli jest zwrotna, symetryczna
I przechodnia. A doktadniej:

(1) Kazdy zbidr jest rownoliczny sam ze soba, czyli dla kazdego elementu
z A istnieje bijekcja z A w A. Przyktadem takiej relacji jest funkcja, ktora
kazdemu elementowi zbioru A przyporzadkowuje ten sam element. Taka
funkcje nazywamy tozsamosciowq lub identycznosciowg (Rasiowa,
2003, s. 45).
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(2) Jezeli zbior A jest rownoliczny ze zbiorem B, to zbior B jest rownoliczny
z A. Z zalozenia o rownoliczno$ci zbiorow A i B wynika, ze istnieje
bijekcja ze zbioru A w B. Skoro istnieje bijekcja, to z definicji funkcji od-
wrotnej wiemy, ze istnieje bijekcja ze zbioru B w A. To za$ potwierdza,
zeB=A.

(3) Jezeli zbior A jest rownoliczny ze zbiorem B i zbiér B jest rownoliczny
ze zbiorem C, to zbior A jest rownoliczny z C. Z zalozenia o rownolicz-
nosci zbioréw A i B i rownoliczno$ci zbiorow B i C wynika, ze istnieje
bijekcja ze zbioru A w B oraz bijekcja ze zbioru B w C. Po ztozeniu tych
dwoch przyporzadkowan (patrz ztozenie funkcji) otrzymujemy przypo-
rzadkowanie ze zbioru A w C, ktore rowniez jest bijekcjg. To za$ po-
twierdza, ze A = C.

Przysztego nauczyciela edukacji wczesnoszkolnej najbardziej powinna za-
interesowa¢ wlasnos¢ (3). To ona pozwala uczniom wnioskowaé, ze skoro w ko-
szyku pierwszym jest tyle samo pitek, co w koszyku drugim, a w koszyku dru-
gim tyle samo, co w trzecim, to w koszyku pierwszym jest tyle samo pitek, co
w trzecim. Jest to bardzo wazna wlasnos¢, ale niestety dla niektorych uczniow
nie taka oczywista.

Zastanawiam si¢, czy czytelnicy zwrdcili uwage na jeden wazny fakt. Do tej
pory intuicyjnie poshugiwalismy si¢ pojeciami ,,zbidr skonczony’ oraz ,,zbidr nie-
skonczony” i mysle, ze nikt nie miat wickszych probleméw z ich rozréznianiem.
Mimo ze w edukacji wezesnoszkolnej ograniczamy si¢ do zbiorow skonczonych
poza zbiorem liczb naturalnych, to warto dopetni¢ formalnosci.

O zbiorach skonczonych i nieskornczonych

Zbior jest nieskonczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest rdéwnoliczny z CO naj-
mniej jednym swoim podzbiorem wlasciwym, natomiast jest skonczony, gdy
nie jest rownoliczny z zadnym swoim podzbiorem wlasciwym.
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3.5. Zadania - przyporzgdkowywanie zbiorow

Zadanie 3.1

Wypisz wszystkie uporzadkowane pary nalezace do A x Bdla A= {%, ¢, v, &}
iB={W,D,K, Al

Zadanie 3.2

Niech dane begdg zbiory A = {0, 1, 2, 3} i B= {2, 3, 4}.
a) zilustruj zbior A x B za pomoca grafu,
b) zaznacz pary nalezace do A x B w prostokatnym uktadzie wspotrzednych,
¢) zaproponuj tabelke dla iloczynu A x B.

Zadanie 3.3

Uzupelnij ponizsze zapisy:

a) {a} x {a} =
b) @ x {a} =

©) {9} x {aj =

Zadanie 3.4

Dla dowolnie wybranych zbiorow trdjelementowych pokaz, ze A X B# B x A,

Zadanie 3.5

Dla dowolnie wybranych zbioréw dwuelementowych pokaz, ze zachodzi

(AxB)xC=Ax (B xC)

Zadanie 3.6

Przyjmujac, ze A = {1}, B = {2, 3}, C = {4, 5}, wypisz pary nalezace do zbioroéw:
a) AxB
b) (AuB)xC
¢c) (ANnB)xC
d) (AxB)xC
e) (BUC)xA
f) AxB)U(AxCQC)
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Zadanie 3.7

Zilustruj ponizsze wlasnosci iloczynu kartezjanskiego za pomoca tabelek. Przyj-
mij, ze A= {1,2,3},B={3,4,5} orazC= {a, b, c}.

a) AuUB)xC=(AxC)u (B xCQC)

b) ANB)xC=AxC)n (B xC)
Zadanie 3.8

Ile roznych relacji dwucztonowych mozemy okreslic w zbiorze:
a) jednoelementowym,
b) dwuelementowym,
¢) piecioelementowym.

Zadanie 3.9

Niech dany bedzie zbior A = {2, 3, 4, 10} i relacja p — A x A. Narysuj graf strzal-
kowy i sporzadz tabelke relacji p, wiedzac, ze p = {(x, y) € A% x +y jest liczbg
pierwsza}.

Zadanie 3.10

Podaj opis stowny relacji oraz okresl jg za pomocg wzoru.

Zadanie 3.11

Pewna relacje p przedstawiono w postaci tabelki. Okres$l stownie te relacje, nary-
suj graf i podaj jej wlasnosci.

p 2 3 4 6 | 12
2

3 +

4 + +

6 + + +

12 | + + +
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Zadanie 3.12

Majac do dyspozycji dwa zbiory X i Y, zaproponuj funkcje f: X — Y i sprobuj
przedstawi¢ ja za pomocg wzoru.

a) X=1{0,1,2,3,4} Y=1{2,3,4,5,6}

b) X=1{0,1,2,3,4} Y=1{0,2,4,6,8}

c) X=1{1,2,3,4,5} Y=1{1,3,5,7,9}

Zadanie 3.13

Ktory z grafow przedstawia funkcje? Dla kazdej zidentyfikowanej funkeji wy-
znacz dziedzing i zbioér wartosci.

a) b)
—P |
C) - d)
e) N f) B
X YAN
/ \ , ©
' /b ‘ O @ I
Zadanie 3.14
Rysunek przedstawia funkcje g. Na jego «
podstawie, o ile to mozliwe, uzupetnij c
nastepujace zapisy: b
g@=... g(b)=... a
g(..)=b+2 D=...

D =.. Y=..
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Zadanie 3.15

Funkcja przeksztalca zbior A na zbior B. Wypisz wszystkie elementy zbioru A,
jezeliB={1,3,5,7,9, 11} i f(a) =2a— 1.

Zadanie 3.16

Przedstaw za pomoca grafu strzatkowego przyktad funkeji, ktora jest tylko iniek-
cja oraz takiej, ktora jest tylko suriekcja. Dla kazdego podanego przyktadu okresl

dziedzing i zbior wartos$ci.

Zadanie 3.17

Dla zbiorow X = {a, b, c} i Y = {1, 2, 3, 4, 5} okresl funkcje, ktora jest suriekcja
i nie jest bijekcja. Przedstaw ja w formie tabeli i grafu strzatkowego.

Zadanie 3.18

W ponizszych tabelkach strzalki okreslaja sposob przyporzadkowania liczb
w kolejnych wierszach. Uzupetnij tabelki wedtug okreslonych przyporzadkowan
oraz okresl przyporzadkowanie w miejscach, ktore opisano znakami zapytania.
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i

Zadanie 3.19

Na ponizszych grafach przedstawiono relacje okreslone w A = {m, n, o}. Spo-
rzadz tabelke dla kazdej z tych relacji oraz okresl ich wlasnosci.

a) b)

d)

.D> .D> .D>

Zadanie 3.20

Wyznacz funkcj¢ odwrotng do podanej funkcji f. Wyznacz dziedzing i zbior war-
tosci funkcji odwrotne;.

a) fn)=n+5neN

b) f(n)=4n,n e N
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Zadanie 3.21

Pewna funkcje f: N — N opisano wzorem f(n) = 6n + 9. Podaj przyktady funkcji
g(n) 1 h(n) takich, ze funkcja f(n) jest ich ztozeniem.

Zadanie 3.22

Uzasadnij, ze zbiory rownoliczne nie musza by¢ rowne.

Zadanie 3.23

Uzasadnij, ze jezeli skoniczone zbiory sg rowne, to sa rownoliczne.

Zadanie 3.24

Podaj przyklad relacji jednoczes$nie zwrotnej i przechodniej. Uzasadnij podane
wlasnosci relacji.

Zadanie 3.25

Podaj przyktad relacji symetrycznej oraz relacji przechodnie;.



4. Liczby naturalne

Bog stworzyl liczby naturalne, wszystko inne jest dzietem cztowieka — to stowa
jednego z wielkich matematykow Leopolda Kroneckera!, ktore w szczegolny
sposob wyrozniaja liczby naturalne spos$rdd innych zbioréw liczbowych. Teraz
wiasnie skoncentrujemy si¢ na zbiorze liczb naturalnych, czyli nieskonczonym
zbiorze liczbowym. Pamigetacie, jak pisatam, ze matematykoéw interesujg takie
wiasnie zbiory. My rowniez si¢ nim zainteresujmy z dwoch powodow. Pierwszy
to wszechobecnosc¢ tych liczb potwierdzona réwniez na kartach historii (Juszkie-
wicz, 1977, s. 54), a drugi wiaze si¢ z przyszta pracg zawodowa, bo to wlasnie od
nich zaczynamy szkolng przygode z matematykg (Dz.U. z 2017 r., poz. 356).
Liczbami ludzie postuguja sie¢ od wiekow. Jednak w pierwotnym znaczeniu
liczbe postrzegano jako wspdlna ceche zbiorow skonczonych o takiej samej licz-
bie elementow. To wtasnie wskazanie tej cechy dla zbiorow jednoelementowych,
dwuelementowych itd. przyczynito si¢ powstania liczb naturalnych, ktére dtugo
funkcjonowaly w naszej rzeczywisto$ci w taki wlasnie sposob. Wszystko, co
wtedy o nich powiedziano, opieralo si¢ na ich intuicyjnym pojeciu (Waliszewski,
1989, s. 121). Wielu matematykéw operowato nimi, przyjmujac za podstawe je-
dynie rozumienie intuicyjne. Mimo zZe uznaj¢ intuicje jako podstawe odkry¢ ma-
tematycznych, to bywa ona zawodna. Przyktadem moze by¢ paradoks Hilberta?
(zwany tez paradoksem Grand Hotelu), ktory postuzyt do zilustrowania trudno-
$ci w intuicyjnym rozumieniu ,,ilo$ci” elementdéw zbioru nieskonczonego (Sporer,
1987, s. 113). W matematyce uscisleniem budowanych na intuicji teorii matema-
tycznych sa teorie aksjomatyczne. Budujac teori¢ aksjomatyczng, przyjmujemy
pewne pojecia, a ich wlasnos$ci opisujemy aksjomatami. Aksjomaty na szczescie

! Leopold Kronecker (1823—-1891) — niemiecki matematyk ktory zajmowat sie teorig liczb, algebra
i analizg zespolona.

2 David Hilbert (1862—1943) — jeden z najbardziej wptywowych niemieckich matematykow XIX
i XX w. Zajmowat si¢ m.in. algebraiczng teorig liczb, rachunkiem wariacyjnym oraz podstawami
geometrii i logiki matematycznej. Paradoks Hilberta przedstawiono w ostatnim rozdziale ksigzki.
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nie wymagajag dowodow. Przyjete w danej teorii pojecia nazywamy pojeciami
pierwotnymi, a te z kolei nie wymagajg definicji. Stuza do definiowania innych
poje¢, ktorymi — tak jak pierwotnymi — postugujemy si¢ w obrebie danej teorii.
Uzupelnieniem teorii sa twierdzenia. Formutujemy je na postawie aksjomatow,
ale te niestety musimy udowodnié. Co wigcej, wszystkie wlasnosci, ktorych nie
opisano aksjomatami, rowniez nalezy udowodnié. Tak tez stato si¢ z liczbami na-
turalnymi. Pod koniec XIX wieku, a doktadniej w 1891 roku, wloski matematyk
Giuseppe Peano zbudowal aksjomatyczny system arytmetyki liczb naturalnych
(Waliszewski, 1989, s. 121)%, do ktorego powrdcimy w dalszej czesci rozdziatu.

O liczbach naturalnych pisalam w podrozdziale przedstawiajacym szkolne
przyktady nieskonczonych zbioréow liczbowych. Ustalismy, ze liczba naturalna
jest elementem zbioru:

{0,1,2,3,4,5, ..., 2022, 2023, 2024, ..., 100 000, 1 000 001, 1 000 002, ...},

a zbior oznaczamy litera N. | tak, jak nie definiowaliémy pojecia zbidr, tak tez nie
definiujemy pojecia liczba naturalna. Uznajemy je za pojecie pierwotne. Ponadto
bez dowodu przyjmujemy ponizsze aksjomaty rownosci:
(1) Kazda liczba naturalna jest rowna samej sobie, czyli

VxeN X =X aksjomat zwrotnosci.

(2) Jesli pierwsza liczba naturalna jest rowna drugiej liczbie naturalnej, to druga
jest rowna pierwszej, czyli

ViyeN (X =y =y =X) aksjomat symetrycznosci.

(3) Jesli pierwsza liczba naturalna jest rowna drugiej i druga liczba naturalna jest
réwna trzeciej, to pierwsza jest rowna trzeciej liczbie naturalnej, czyli

VyzeN [X =Yy Ay =2) =>Xx=12] aksjomat przechodniosci.

(4) Jesli liczba naturalna jest réwna innej liczbie, to ta liczba rowniez musi by¢
naturalna, czyli

Viy [x e NAx=y)=y e N] aksjomat domknigcia.

Zwrdémy uwage, ze na podstawie aksjomatow (1), (2) i (3) relacja okreslona
w N bedzie relacjg rownowaznos$ci. Ponadto w trzech pierwszych aksjomatach

3 Oczywiscie nie jest to jedyny sposob definiowania liczb. Liczby mozemy jeszcze definiowaé
poprzez stworzenie konstrukcji albo poprzez wydzielenie podzbioru spetniajacego warunek z od-
dzielnie zdefiniowanego nadzbioru.
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przyjelismy, ze X, y, z sa liczbami naturalnymi. Brak tego zatozenia powodo-
walby wiele problemow, dlatego tez przyjeliSmy aksjomat (4), ktory gwarantuje
nam, ze rozwazane liczby sg liczbami naturalnymi. Powyzsze aksjomaty sg czg-
sto pomijane, bo matematycy uznaja je za pewnik. Potraktujmy zatem aksjomaty
rownosci jako dopetnienie aksjomatéw G. Peano.

Pamigtajac, ze pozadang cecha aksjomatow jest ich oszczednos¢ i komple-
mentarnos¢, przyjeto istnienie zbioru N i co najmniej jednej liczby n nalezacej do
N oraz okreslono funkcje nastepnika f: N — N taka, ze f(n) =n".

Aksjomaty Peano

(5) Zero jest liczbg naturalna, czyli 0 € N.
W alternatywnych wersjach aksjomatéw Peano przyjmuje si¢ posta¢ 1 € N.
Woéwczas zbior liczb naturalnych zaczyna si¢ jedynka. My juz wczesniej
przyjelismy, ze zero jest liczba naturalng i konsekwentnie przy tym trwamy.

(6) Jesli n nalezy do zbioru N, to wartos¢ funkeji f dla n rowniez nalezy do tego
zbioru, czyli jeslin € N, to f(n) =n" € N.
Aksjomat (6) wykorzystuje funkcje f do generowania kolejnych liczb naleza-
cych do N. W matematyce t¢ wygenerowang liczbe nazywa si¢ sekwensem
(nastgpnikiem) liczby n. Zatem w (6) dowiadujemy sie, ze funkcja f dowolnej
liczbie z N przyporzadkowuje jej sekwens, ktory rowniez nalezy do N. To jed-
nak ciagle za malo, aby zbior liczb naturalnych byt poprawnie zdefiniowany.

(7) Dla kazdej liczby n nalezacej do zbioru N funkcja f nie przyjmuje wartosci 0,
czyli Vhen f(n) # 0.
Aksjomat (7) méwi, ze sekwensem 0 nie moze by¢ zero, zatem istnieje inna
liczba, ktora musi by¢ sekwensem zera. Przyjmijmy, ze bedzie to liczba 1.
W taki sposob nasz zbior N sktada si¢ juz z 0 i 1. Jednak my wiemy, ze liczb
naturalnych jest znacznie wigcej.

(8) Dlakazdej liczby n; i n2, ktore naleza do zbioru N, jesli f(n) = f(n2), to n; = no.
Aksjomat (8) glosi, ze z rownosci sekwensow musi wynikaé rownos¢ liczb
w N. Gdyby tak nie byto, to otrzymaliby$my f(0) = 1 oraz f(1) = 1. Zwré¢my
uwagg na aksjomat (7). Mowi on, ze 0 nie jest warto$cig tej funkcji, a dotych-
czas ustaliliSmy, ze zbior liczbowy N zawiera 0 i 1. I tak, skoro zbior N za-
wiera 0, a jego sekwens okreslony przez funkcj¢ nastepnika wynosi 1 = f(0),
to sekwensem jego sekwensu f(f(0)) bedzie 2 itd.

(9) Aksjomat indukcji. Dla dowolnego podzbioru A < N mamy:

OeAAVhien(n e A= f(n) e A) > A=N
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Aksjomat (9) przekonuje nas, ze skoro 0 nalezy do zbioru A i sekwens dowol-
nej liczby naturalnej nalezy do A, to kazda liczba nalezy do N, bo zatozyli-
smy, ze A jest podzbiorem zbioru N (Waliszewski, 1989, s. 122).
Na mocy przyjetych poje¢ pierwotnych oraz aksjomatéw G. Peano zdefiniu-
jemy dodawanie i mnozenie w zbiorze liczb naturalnych.

Dodawanie liczb naturalnych

Z aksjomatu (6) wiemy, ze dla dowolnej liczby n ze zbioru liczb naturalnych ist-
nieje dokfadnie jedna liczba n”, ktora jest jej sekwensem i rowniez nalezy do
zbioru liczb naturalnych. Ponadto na mocy aksjomatu (5) wiemy, ze 0 jest liczba
naturalng. Dodawanie zdefiniujemy w nastgpujacy sposob:

1°Vhien n+0=n
2° ¥nmen n + f(m) = f(n + m)
Zauwazmy, ze tak zdefiniowana funkcja moze wygenerowaé kolejne sumy.

Na przyktad:
1+1=1+10)=1f(1+0)=1(1)=2,

i dalej 1+2=1+f()=f1+1)=f2)=3,....

Kontynuujac ten tok rozumowania, mozemy wygenerowac¢ dodawanie, kto-
rym wszyscy postugujemy si¢ na co dzien.

Mnozenie liczb naturalnych

Czytelnicy pewnie pamigtajg ze szkoty sposob, w jaki wigzano dodawanie z mno-
zeniem. Uczono nas, ze jest to prostsza forma zapisu dodawania tych samych
liczb i zamiast pisa¢ 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 wystarczy napisa¢ 6 - 4. W taki tez
sposob uswiadamiano nam zwigzek dodawania z mnozeniem. Sprobujemy zatem
wprowadzi¢ mnozenie. Zdefiniujmy je w nastgpujacy sposob:

1° Voex N -0=0
2° Vomex N - fm) =n + (0 - m)
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Na podstawie powyzszej definicji z tatwoscia mozemy pokazaé, ze n - 1 =n.
Zaobserwujmy, ze skoro f(0)=1ton - 1=n-f(0)=n+ (n- 0)=n+0=n. Wyznaczmy
teraz iloczyn liczb 2 1 3. Zauwazmy, ze 3 -2=3 - f(1)=3+(3 - 1)=3+3=6.

Dzigki wymienionym powyzej aksjomatom i definicjom w matematyce udo-
wodniono wszystkie podstawowe twierdzenia arytmetyki. Zainteresowanych
czytelnikow odsytam do Wstepu do matematyki wspotczesnej (Rasiowa, 2003,
S. 31-35), gdzie mozna znalez¢ przyktady takich dowodow. My teraz skoncentru-
jemy sie na wlasnosciach dziatan, a wybrang wykazemy po wprowadzeniu liczby
kardynalne;j.

Dziatania arytmetyczne i ich wybrane wtasnosci

Wiemy juz, ze w zbiorze liczb naturalnych okreslamy dziatanie wewnetrzne,
ktore nazywamy dodawaniem. Dodawanie dowolnym dwom liczbom naturalnym
a i b przyporzadkowuje liczb¢ a + b zwang sumg, ktéra rowniez nalezy do zbioru
liczb naturalnych. Liczby a i b nazywamy skltadnikami sumy.

Niech dane beda liczby naturalne a, b, ¢, d. Wérod wlasnosci dodawania wy-
rézniamy:
. a=caAab=d=at+tb=c+d
II. @a+b)y+c=a+(b+c)=a+b+c prawo lgcznosci dodawania

lll. a+b=b+a prawo przemiennosci dodawania
IV. atc=b+cea=b prawo skreslania
V. a+0=a

Wtasnos¢ (V), mimo ze pojawila si¢ jako warunek 1° w aksjomatycznej de-
finicji dodawania, zostala tu powielona z waznego powodu. Okreslajac wlasnosci
dziatan, musimy zwroci¢ uwage na element, ktory nie zmienia wyniku dziatania.
Nazywamy go w matematyce elementem neutralnym. Liczba 0 jest wlasnie ta-
kim elementem neutralnym dodawania, cho¢ czytelnik mogt rowniez styszeé, ze
okresla si¢ go mianem modutu dodawania.

Odejmowanie jest kolejnym dzialaniem arytmetycznym, ktéore mozemy
wykonywa¢ na liczbach naturalnych. Odejmowanie dowolnym dwom liczbom
naturalnym a i b przyporzadkowuje liczbe a — b zwang rdznicq. Liczbe a nazy-
wamy odjemng, za$ b odjemnikiem. Mysle, ze czytelnik z tatwoscia zauwazyt,
ze nie przypisalam wyniku odejmowania do zbioru liczb naturalnych, przeciez
np. 12 — 7 =35 € N. Niestety nie zawsze tak jest. Wystarczy zamieni¢ odjemng
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z odjemnikiem miejscami, aby okazalo si¢, ze w wyniku takiego odejmowania
otrzymamy liczbe catkowita. Ot6z wynik odejmowania bedzie nalezal do zbioru
liczb naturalnych pod warunkiem, ze odjemna bedzie wigksza od odjemnika.
Zatem w naszym opisie odejmowania nalezy dopisa¢ dowolnym dwoém liczbom
naturalnym takim, ze a > b. To wystarczy, aby mie¢ pewno$¢ przynaleznos$ci
roznicy do zbioru liczb naturalnych.

Kolejnym dziataniem, juz zdefiniowanym za pomoca aksjomatow, jest mno-
zenie. Opiszmy je analogicznie do dodawania i odejmowania. Mnozenie dowol-
nym dwom liczbom naturalnym a i b przyporzadkowuje liczbe a - b zwang iloczy-
nem, ktora rowniez nalezy do zbioru liczb naturalnych. Liczby a i b nazywamy
czynnikami lUb @ mnozng, za$ b mnoznikiem. Ta druga nomenklatura ponownie
zaczyna dominowa¢ w podrecznikach szkolnych. Przedstawmy teraz kilka wias-
nosci mnozenia.

Niech dane beda liczby naturalne a, b, ¢, d. Wsr6d wlasno$ci mnozenia wy-
rézniamy:

. a=cab=d=a-b=c-d

II. @a-b)y-c=a-(b-c)=a-b-c prawo tgcznosci mnozenia

Ill. a-b=b-a prawo przemiennosci mnozenia
IV.c0=(@-c=b-c<a=bh) prawo skracania

V. a-1=a element neutralny mnozenia

Pozostato nam dzielenie. Dzielenie nazywane dzialaniem odwrotnym do
mnozenia dwom liczbom naturalnym a i b przyporzadkowuje liczbe ¢ = a : b
zwang ilorazem liczb a i b, taka, ze a="b - c. Liczb¢ a nazywamy dzielng, zas b
dzielnikiem. Niestety, tak jak w przypadku odejmowania, nie kazdy uzyskany
wynik bedzie nalezat do zbioru liczb naturalnych. Chociazby dla a = 12 oraz b =
5 liczba ¢ przyjmuje wartos¢ 2,4 ¢ N. Ponadto pozostaje jeszcze kwestia dziele-
nia przez 0. Matematycy twierdza, ze dzielenie przez 0 jest niewykonalne. Naj-
prostszym uzasadnieniem bedzie wykorzystanie faktu, ze mnozenie i dzielenie
sg dziataniami odwrotnym. Sprobujmy przeprowadzi¢ rozumowanie nie wprost,
ktore z powodzeniem mozemy wykorzysta¢ we wczesnej edukacji.

Uzasadnienie niewykonalnosci dzielenia przez 0

Przyjmijmy nie wprost, ze istnieje iloraz, ktérego dzielnik wynosit zero. Wtedy
iloczyn dzielnika i ilorazu bytby rowny O dla dowolnie wybranej dzielnej, co
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oczywiscie jest nieprawda dla np. dzielnej rownej dowolnej liczbie naturalne;
roznej od zera. Nie oznacza to oczywiscie, ze dla dzielnej rownej 0 mozemy dzie-
li¢ przez 0. Ten przypadek wykluczamy na podstawie niejednoznacznosci uzy-
skanego ilorazu, bo wtedy moglby by¢ dowolna liczba. Pozostaje jeszcze kwestia
przelozenia tego rozumowania na zestaw dziatan na liczbach, aby bez trudu ucz-
niowie mogli poszukiwac iloczynow i ilorazoéw, pamigtajac przy tym o odwrot-
nos$ci dziatan mnozenia i dzielenia. Za przyktad postuzy¢ tu moze zadanie dla
uczniow wcezesnej edukaciji:

Wykonaj podane dzielenia, a wyniki sprawdz za pomocq mnozenia.
a)l2:4=3bo4-3=12

b)24:6= .. bo .........
c)27:3=..,bo .........
d)30:6=..bo........
e)10:2=..,bo ...
)8:0=..,bo........

Oczywiscie, zanim przejdziemy do przyktadu z dzieleniem przez 0, na-
lezy wykona¢ znacznie wigcej przykladow dziatan, niz zapisatam. Zalezy nam
na tym, aby nie bylo trudnosci ze sprawdzeniem wyniku dzielenia za pomoca
mnozenia i sprowokowaniu sytuacji, w ktorej nastapi tzw. konflikt poznawczy.
Ponadto pamigtajmy, ze w tym zadaniu przyktady powinny by¢ na tyle proste,
by nie odwracaty uwagi uczniow od tego, co maja dostrzec. Wartos$cia dodana
tego zadania jest samodzielno$¢ uczniowska dotyczaca rozstrzygniecia problemu
dzielenia przez 0.

Podsumowujac, w zbiorze liczb naturalnych mozemy dodawac¢, odejmowac,
mnozy¢ i dzieli¢. Jednak tylko dodawanie i mnozenie okreslamy mianem dzia-
tan wykonalnych w zbiorze liczb naturalnych. Dzialania wykonalne w pewnym
zbiorze gwarantuja nam, ze dla dowolnych dwoch liczb ze zbioru wynik zawsze
bedzie nalezat do tego zbioru. Jak pokazalismy wczesniej, odejmowanie i dziele-
nie takimi dziataniami nie sa.

Na koniec podam kilka wlasnosci taczacych dzialania arytmetyczne. Wyko-
rzystujemy je do tzw. sprytnych rachunkow. Sformutowanie ,,sprytne rachunki”
zapozyczytam od autorow podrecznikow szkolnych. Mozemy w nich znalez¢
zadania rachunkowe z poleceniem Oblicz sprytnie, ktdre sugeruje uczniom, ze
z wykorzystaniem wlasnos$ci dziatan rachunki beda tatwiejsze.
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Dla dowolnych liczb naturalnych a, b, ¢ zachodzg nastepujace prawa dziatan
arytmetycznych:

. a-(btc)y=a-b+a-

2.a-(b-c)=a-b-a-

3. (a+tb)y:c=a:c+b:

4. (a—b):c=a:c—b:

rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania
rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem odejmowania
rozdzielnos¢ dzielenia wzgledem dodawania
rozdzielnos¢ dzielenia wzgledem odejmowania

o o O o

Przyktady
%X 34-8+66-8=(34+66)-8=100-8=2800
x84-5-34-5=84-34)-5=50-5=250
%x 107 -8=(100+7)-8=100-8+7 -8 =800+ 56 =856
%X 198-6=(200-2)-6=200-6-2-6=1200-12=1188
Musimy jeszcze pamigtac, ze dziatania na liczbach wykonujemy w pewnej
ustalonej kolejnosci. Dla dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia obowia-
zuja nastepujace reguty:
— pierwsze wykonujemy dziatania w nawiasach,
— mnozenie i dzielenie wykonujemy przed dodawaniem i odejmowaniem,
— gdy w dziataniu wystepuje wylacznie mnozenie i dzielenie, to wykonujemy
je zgodnie z kolejno$ciag wystepowania,
— gdy w dziataniu wystepuje wytacznie dodawanie i odejmowanie, to wykonu-
jemy je zgodnie z kolejnoscig wystepowania.
W edukacji wezesnoszkolnej w celu utatwienia opanowania regut kolejnosci
wykonywania dziatan stosuje si¢ tzw. drzewka. To za ich pomocg uczniowie ucza
si¢ wyznaczac kolejnos¢ dziatan w zlozonych przyktadach arytmetycznych.

Przyktad

x Kolejno$¢ wykonywania dziatan mozemy zilustrowac za pomocg ,,drzewka”,
np.:

[5-8—(2+3)]:7

OOOOO
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4.1. O podzbiorach zbioru N

Nie bytoby matematyki, gdyby nie ciagla potrzeba zaspokajania ciekawosci po-
znawczej. Wyznaczylismy zbior liczb naturalnych i okreslili§my w nim dziatania,
a pozostat nam jeszcze wglad w to, co kryje si¢ w samych liczbach naturalnych.
Wiemy juz, ze kazda nast¢pna liczba naturalna od poprzedniej rozni si¢ o 1. Czy
to wszystko? Okazuje si¢, ze nie. Badajac liczby naturalne, matematycy wyodreb-
nili wiele ciekawych podzbioréw w N. Elementy podzbioru taczy pewna, istotnie
wyrozniajaca je sposrod innych liczb naturalnych, cecha. Rozwazmy zatem kilka
przyktadoéw podzbiordéw zbioru liczb naturalnych. Niektére z nich pojawiaja si¢
juz w edukacji wezesnoszkolne;.

Jednym z najstarszych podzialéow N jest podziat na liczby parzyste i nie-
parzyste. Liczby naturalne podzielne przez 2 (przy dzieleniu przez dwa dajg
reszte 0) nazywamy liczbami parzystymi, a pozostalte liczbami nieparzystymi. Jak
nietrudno si¢ domysli¢, liczby nieparzyste przy dzieleniu przez 2 dajg reszte 1.

Przyktady

x Liczby parzyste, np. 0, 2, 4, 6, 8, 10, ...

x Liczby nieparzyste, np. 1, 3,5, 7,9, ...

x Jesli przyjmiemy, ze dowolng liczb¢ naturalng oznaczymy przez n, to:
— dowolng liczbe parzysta oznaczymy 2n,
— dowolng liczbe nieparzystg oznaczymy* 2n + 1,
— sume kolejnych czterech liczb nieparzystych zapiszemy

@n+1)+@2n+3)+@2n+5)+@2n+7).

Kolejne liczby, ktore byly znane juz w starozytnos$ci, to liczby pierwsze
i ztozone. Jednak zanim do nich przejdziemy, powinnismy przypomnie¢ pewne
pojecia, tj. dzielnik i podzielno$¢. Definiujac dzielenie, wskazaliSmy, ze liczba,
przez ktora dzielimy, nazywa si¢ dzielnikiem. Ponadto dzielnikiem okresla si¢
liczbe, ktora dzieli inng liczbe naturalng bez reszty. Dla kazdej liczby natural-
nej mozemy wyznaczy¢ zbior jej dzielnikow, np. dla liczby 28 zbior dzielnikow
ma postac: Dyg = {1, 2, 4, 7, 28}. Z dzielnikiem wiaze si¢ pojecie podzielnosci.
Mowimy, ze liczba naturalna jest podzielna przez dana liczbe naturalng rézna

4 Dowolng liczbe naturalng nieparzysta mozemy oznaczy¢ rowniez przez 2n — 1.
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od zera (przypominam, ze nie dzielimy przez 0), gdy ta jest jej dzielnikiem. My-
Sle, ze z wyznaczeniem zbioru dzielnikéw albo rozstrzygnieciem, czy pewna
liczba jest podzielna przez inng, nie bgdzie trudnosci dla matych liczb. Jednak
w przypadku liczb typu 3 782 915 taka trudnos¢ sie pojawia. Oczywiscie mozna
skorzysta¢ chociazby z algorytmoéw dziatan pisemnych (potocznie nazywanych
dziataniami w stupkach), ale jesli kto$ nie lubi rachunkow, zawsze pozostaja ce-
chy podzielnosci.

Tabela 8. Wybrane cechy podzielnos$ci liczb

Liczba jest podzielna przez Przyktad
2 | gdy w rzedzie jednoscima 0, 2, 4, 6, 8 39 756
3 | gdy suma jej cyft jest podzielna przez 3 32712 _
B+2+7+1+2=15)
4 | gdy liczba utworzona z dwoch ostatnich cyfr jest podzielna przez 4 799 056
5 | gdy w rzedzie jednosci ma 0 lub 5 28 365 005
6 | gdy jest podzielna przez 2 i przez 3 32712
8 | gdy liczba utworzona z trzech ostatnich cyfr jest podzielna przez 8 765 800
9 | gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9 2 379 465
10 | gdy w rzedzie jednosci ma 0 48932 110
15 | gdy jest podzielna przez 3 i przez 5 46 37235

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Teraz mozemy powroci¢ do liczb pierwszych i ztozonych. Liczbg pierwszg
nazywamy liczbe naturalng, ktéra ma tylko dwa dzielniki, tj. 1 i sama siebie.
Wsréd liczb pierwszych wyrozniamy: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ... Jedyna liczba
pierwsza parzysta jest liczba 2. Jak myslicie dlaczego? Ot6z kazda liczba parzysta
wieksza od dwoch dzieli sie przez 1, 2 i sama siebie, np. dzielnikami liczby 4 sg 1,
21 4. Liczbg ztozong nazywamy liczbe naturalna, ktéra ma wigcej niz dwa dziel-
niki, np. 4, 6, 8,9, 10, 12, 14, ... Kazda liczb¢ ztozong mozemy zapisa¢ za pomoca
iloczynu liczb pierwszych, np. 15 =3 - 5, bo liczby 3 1 5 sg liczbami pierwszymi.
Sprawa ponownie si¢ komplikuje przy duzych liczbach, ale i na to matematycy
znaleZli radg.
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Przyktad

% Rozktad liczby 420 na czynniki pierwsze, czyli dzialania prowadzace do
przedstawienia liczby za pomoca iloczynu liczb pierwszych.

42012 2 jest najmniejszym dzielnikiem liczby 420, ktory jest liczbg pierwsza
2102 2 jest najmniejszym dzielnikiem liczby 210, ktory jest liczbg pierwsza
1053 3 jest najmniejszym dzielnikiem liczby 105, ktory jest liczbg pierwsza
3515 5 jest najmniejszym dzielnikiem liczby 35, ktory jest liczba pierwsza
77 7 jest najmniejszym dzielnikiem liczby 7, ktory jest liczba pierwsza

Zatem420=2-2-3-5-7.

Do omoéwienia zostaly nam jeszcze dwie liczby naturalne, o ktorych do tej
pory nie wspomnieli$my, omawiajac liczby pierwsze i zlozone. Te liczby to 0
i 1. Nie sg to liczby pierwsze, bo 0 nie dzieli si¢ przez samg siebie, a 1 ma tylko
jeden dzielnik. Nie sa to réwniez liczby zlozone, bo zadna z nich nie posiada co
najmniej trzech dzielnikow.

Mysle, ze wszyscy zgodzg si¢ ze mng w kwestii poszukiwania i wyznaczania
liczb pierwszych. Niektore z nich utrwalily si¢ nam w pamigci i Z tatwoscia je
wskazujemy. Najprawdopodobniej ma to zwigzek z ich powtarzalnoscia si¢ w r6z-
nych przyktadach i zadaniach. Jednak gdyby kto$ spytal mnie o liczby pierwsze
wigksze od 100, musiatabym si¢ zastanawiaé. Takiego dylematu do$wiadczyt
pewnie Eratostenes®, ktoremu zawdzieczamy jedng z metod wyznaczania liczb
pierwszych, zwang sitem Eratostenesa. Metoda ta polegata na wykreslaniu kolej-
nych wielokrotnosci liczb zapisanych w rzedach tak, jak w tabeli 9. Strategia, we-
dtug ktorej w systematyczny (cho¢ moze zmudny) sposéb Eratostenes wyznaczat
liczby pierwsze, prezentuje si¢ nastgpujaco. Wykreslit ze zbioru liczb wszyst-
kie wielokrotnosci liczby 2, pozostawiajac dwdjke jako zidentyfikowana liczbe
pierwsza. Nastepnie wykreslit wszystkie wielokrotnosci 3, pozostawiajac 3 jako
kolejna liczbe pierwsza. Liczba 4 zostala wykreslona jako wielokrotnos¢ liczby 2,
zatem mozemy przej$¢ do 5. Dla 5 rowniez wykreslit wszystkie jej wielokrotno-
$ci, pozostawiajac ja sama itd. Po wykres$leniu wszystkich wielokrotnosci w ta-
beli pozostaty tylko liczby pierwsze.

5 Eratostenes (II w. p.n.e.) — grecki geograf i matematyk znany z tego, ze obliczyt obwod Ziemi.
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Tabela 9. Sito Eratostenesa

Zrédto: na podstawie Ciesielski, Pogoda (2015), s. 10.

Przejdzmy teraz do NWW i NWD, bo wiaza si¢ one z podzielnoscia liczb
naturalnych i odgrywaja znaczaca role chociazby wtedy, gdy musimy znalez¢
liczbe, przez ktorg uproscimy licznik i mianownik utamka lub podczas poszuki-
wania wspolnego mianownika dwoch utamkéw. Podane skroty NWW i NWD to
pierwsze litery stow opisujacych dane pojecia matematyczne. NWW to najmniej-
sza wspolna wielokrotnosé, zas NWD to najwiekszy wspolny dzielnik.

Przyktady

X Niech dane beda dwie liczby naturalne 24 i 36. Zbiory wielokrotnos$ci tych
liczb réznych od zera maja postac: Wos = {24, 48, 72,96, ...} 1 W36 = {36, 72,
108, ...} zatem NWW (24, 36) = 72.

% Niech dane beda dwie liczby naturalne 124 i 360. Wyznaczenie zbioréw wie-
lokrotnosci tych liczb zajetoby duzo wigcej czasu niz dla 24 1 36. W przy-
padku duzych liczb przy poszukiwaniach NWW rozktadamy kazdg z nich
na czynniki pierwsze, by wybrac te, ktore po wymnozeniu dajg poszukiwane
NWW. Najprostsza strategia wyboru jest spisanie wszystkich dzielnikow
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pierwszej liczby i dotozenie z drugiej tych, ktore si¢ nie powtorzyty w pierw-
szej. Po wymnozeniu otrzymamy NWW.

124| 2 3602
62 2 1802
3131 90| 2
1 453
15/3

5|5

NWW (124,360)=2-2-31-2-3-3-5=11160.
x Niech dane beda dwie liczby naturalne 54 i 72. Zbiory dzielnikow tych liczb
maja postac:

Dss=1{1,2,3,6,9,18,27,54} iD= {1,2,3,4,6, 8,9, 12, 18, 24, 36, 72}

zatem NWD (54, 72) = 18.

x Niech dane beda liczby 17 i 31. Zbiory dzielnikow tych liczb maja postac:
Di7= {1, 17} i D31 = {1, 31} zatem NWD (17, 31) = 1. Liczby, ktorych najwigk-
szym wspolnym dzielnikiem jest 1, nazywamy liczbami wzglednie pierw-
SZymi.

X Niech dane beda dwie liczby naturalne 308 1 380, dla ktorych musimy wy-
znaczy¢ NWD. Wyznaczenie zbioréow dzielnikow kazdej z tych liczb zaje-
loby wigcej czasu niz dla liczb 54 1 72. W tym wypadku tez warto korzystaé
Z innego rozwigzania. Szybszym sposobem bedzie rozktad kazdej z liczb na
czynniki pierwsze, wybranie powtarzajacych si¢ czynnikéw w obu liczbach,
a nastepnie ich wymnozenie.

308 2 380 2

154 2 190 2

7 7 95| 5

11] 11 191 19
1 1

Zatem NWD (308, 380)=2 -2 =4.
Na koniec chciatabym podaé przyktady liczb, o ktérych rzadko mowi sig

w szkole. Prosze potraktowac je jako ciekawostke, bo w tym celu zostaty tu
umieszczone.
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X Liczby blizniacze to liczby pierwsze, ktore r6znig si¢ migdzy sobg o dwa,
np.517czy 171 19.

X Liczby doskonate to takie liczby naturalne, ktérych suma wszystkich dziel-
nikéw mniejszych od tej liczby jest rowna tej liczbie, np. najmniejszg liczba
doskonatg jest 6, bo 6 =3 + 2 + 1. Innym przyktadem jest liczba 28, bo suma
jej dzielnikéw wynosi 14 +7 +4 + 2 + 1 = 28.

x Liczby zaprzyjaznione to takie liczby naturalne a i b, ktore spetniajg waru-
nek: suma wszystkich mniejszych od a dzielnikow naturalnych liczby a rowna
Jjest b i jednoczesnie suma wszystkich mniejszych dzielnikow od b jest rowna
liczbie a. Przyktadami liczb zaprzyjaznionych beda 220 i 284. Zauwazmy, Ze
kazda liczba doskonata jest zaprzyjazniona sama z sobg.

4.2. Liczby naturalne w dziesigtkowym systemie
pozycyjnym

Liczby naturalne w dziesigtkowym systemie pozycyjnym zapisujemy za pomoca
dziesigciu cyfr 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Wartos¢ znaku zalezy od pozycji, na
ktorej si¢ znajduje, stad tez w nazwie pojawia si¢ termin ,,pozycyjny”. Ponadto
istotng cecha systemu jest wlasnosc¢, ktora mowi, ze dziesigé jednostek nizszego
rzedu daje jedna jednostke wyzszego rzedu, czyli 10 jednosci daje 1 dziesiatke,
10 dziesiatek daje 1 setke itd. Kazda liczbe w dziesigtkowym systemie pozycyj-
nym mozemy przedstawi¢ za pomocg ciagu cyfr

dnadn-1adn-2an-3an-4 ... a0
natomiast wartos$¢ tej liczby wynosi
an-10"+ay,_1- 10" +a,_5- 10"2+a,_3-10"3 +as4- 10"+ .. +ag- 10°

gdzie an, @n -1, @n-2, & -3, @ —4, ..., ag przyjmuja wartosci od 0 do 9. Kolejne po-
tegi liczby 10 nazywamy rzgdami. Kazde trzy rzedy naszej liczby buduja grupe.
Grupy wyznaczamy od konca, taczac dla kazdej z nich trzy znaki. Rozwazmy
liczbe 34 587 262 198. Zapisana za pomocg sumy poteg liczby 10 przyjmuje po-
stac:

3-10°+4-10°+5-10+8-10"+7-10°+2-10°+ 6 - 10* +
+2-103+1-102+9-10' +8 - 10°
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Tabela 10. Dziesigtkowy system pozycyjny

Grupa milardow Grupa milionow Grupa tysigcy Grupa jednosci
Y A A4 A~
] 5 2 5 2 5 2 5
& 2 NSy 2 & 2 & 2
A 7] Q A 7] o A 7] =] A 17 =]
[ 5] =] ) 5] =] [ o =] [ 5] =]
S ‘R i) o R = b ‘R el D R el
7] o . 2 7] o . qi, 7] o . q.i, 7] o . &
< 9 9 = 9 < e 9 ke 9 9 e
< < < < < < < < < < < <
N N N N N N N N N N N N
- - - $— - - — - - e - -
3 4 5 8 7 2 6 2 1 9 8

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Stownie naszg liczbe¢ zapiszemy:

trzydziesci cztery miliardy piecset osiemdziesigt siedem milionow

dwiescie szes¢dziesiqt dwa tysigce sto dziewieldziesigt osiem.

Dziesigtkowy system pozycyjny najprawdopodobniej pochodzi z Indii. Poja-
wit si¢ w Europie za posrednictwem Arabow, stad tez do dzi$ cyfry, ktoérymi za-
pisujemy liczby, nazywamy cyframi arabskimi. Do rozpowszechnienia si¢ w Eu-
ropie dziesigtkowego systemu pozycyjnego (X—XIII w.) przyczynily si¢ praca
arabskiego matematyka i astronoma Alchwarizmiego z zakresu arytmetyki prze-
thumaczona na jezyk tacinski XII wieku oraz dzieto Liber abaci (Ksigga abaku)
autorstwa wloskiego matematyka Fibonacciego® z 1202 roku (Waliszewski, 1989,
S. 272). Niestety w Europie nie od razu przyjat si¢ nowy sposob zapisywania
liczb. Potrzeba bylo kilku wiekow, by nie tylko kupcy, ale i uczeni zaczeli si¢ nim
postugiwac. Stosowany jest do dzis na calym Swiecie, cho¢ swiat komputerow
przyjal inny (o czym w rozdziale dotyczacym niedziesigtkowych systemow po-
zycyjnych).

¢ Leonardo Fibonacci (1175-1250) — wloski matematyk. Jednym z jego najpopularniejszych dziet
jest ciag Fibonacciego.
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4.3. O zwigzkach pomiedzy zbiorami
i liczbami naturalnymi

Na poczatku rozdziatu pisatam, ze liczby naturalne dtugo traktowano jako cechg
rownolicznych zbioréw skonczonych. Jednak to nie wszystkie zwiazki miedzy
zbiorami i liczbami naturalnymi. Zanim do tego przejdziemy, zdefiniuj¢ liczbe
kardynalng zbiorow (inaczej moc zbiorow).

Niech dane bedg bijekcje fi: A — B, f2: B—> Cifz: C > A, gdzie A, B, C
sa trzema skonczonymi zbiorami. Wtedy o tych zbiorach mozemy powiedzie¢,
ze sa rownoliczne. A skoro sa rownoliczne, to maja taka sama liczbe elementow.
Te liczbe elementéw matematycy nazywaja liczbg kardynalng zbioru lub mocg
zbioru. Jesli liczbe kardynalna dowolnego zbioru Z oznaczymy przez k(Z), to dla
naszych zbioréw A, B, C zachodzi rownos¢: k(A) = k(B) = k(C). Znaczy to do-
kfadnie tyle, ze liczby kardynalne (moce) tych zbiorow sg sobie rowne. Niekiedy
liczbe kardynalna zbioru oznaczamy |A| lub A. Z tym drugim oznaczeniem czy-
telnik mogt sie spotkac na lekcjach matematyki przy omawianiu tre$ci z zakresu
rachunku prawdopodobienstwa.

Przyktady

X% Niech dane bedg zbiory A = {1, 2, 3,4}, B=0,C= {0}, D= {x € N
5 <x < 20}. Liczby kardynalne tych zbiorow to: k(A) =4, k(B) =0, k(C) =1,
k(D) = 14.

X Liczby naturalne sg liczbami kardynalnymi zbioréw skonczonych, np. liczba 7
jest liczbg kardynalna zbioru siedmioelementowego.

Zwigzki miedzy zbiorami a dziataniami
na liczbach naturalnych

Majac juz zdefiniowang liczbg kardynalng zbioru, sprobujemy poszukaé zwigz-
kow miedzy zbiorami a dziataniami na liczbach naturalnych. W tym celu rozwa-
zymy kilka przyktadow.

Niech dane bgda dwa zbiory A = {1, 2, 3} 1 B = {2, 3, 4, 5}. Wyznaczymy
sume tych zbiorow oraz okreslimy liczbe kardynalng zbioru A, Bi A U B:
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k(A)=3,k(B)=4,AuB=1{1,2,3,4,5}

zatem k(A U B) =5.

Okazuje sig, ze nie zachodzi rownos¢ k(A U B) = k(A) + k(B). Jak mysli-
cie dlaczego? Jedyng mozliwa odpowiedziag w tym wypadku sg powtarzajace si¢
w obu zbiorach elementy (zbiory A i B nie sg roztaczne). Dlatego wyznacza-
jac liczbe kardynalng zbiorow, powinniSmy pamictaé, ze elementy wspolne tych
zbioréw sg dwukrotnie brane pod uwage podczas wyznaczania liczb kardynal-
nych dla A oraz B. To implikuje ponizsza definicjg.

O sumie liczb kardynalnych zbiorow

Niech dane bgda zbiory skonczone A i B. Suma liczb kardynalnych tych zbio-
réw jest rowna sumie liczby kardynalnej ztgczenia tych zbioréw oraz liczby
kardynalnej przekroju tych zbiordéw, co zapisujemy

k(A U B) + k(A N B) =k(A) + k(B)

Wracajac do naszego przyktadu otrzymujemy:
k(AUB)+k(ANB)=5+2=7=3+4=k(A)+k(B)

czyli rownos¢ k(A U B) + k(A n B) =k(A) + k(B) jest prawdziwa.

Sprawa upraszcza si¢ w przypadku zbiorow rozltacznych, bo jesli AN B =0,
to k(A m B) = 0 i nasza réwnos¢ przyjmuje postaé k(A U B) =k(A) + k(B).

Zobaczmy to na kolejnym przyktadzie. Niech A = {a, b, ¢, d, e, f} i B= {g,
h, i, j, k}. Liczby kardynalne dla zbioréw A oraz B wynosza k(A) = 6, k(B) = 5.
Wiemy, ze A N B =0 (zbiory A i B sa roztaczne, czyli nie maja zadnego elementu
wspodlnego), zatem k(A U B) =6+ 5= 11.

Przyjrzyjmy si¢ teraz zalezno$ciom miedzy roéznica zbiorow a liczbami na-
turalnymi. Niech dane beda dwa nieroztaczne zbiory skonczone A i B, tj. A= {2,
3,4,5,6,7 oraz B= {6, 7, 8, 9}. Wowczas A\B= {2,3,4,5} iAnB=1{6,7}
Liczby kardynalne dla poszczegdlnych zbiorow wynosza:

k(A)=6,k(B)=4ik(A\B)=4i k(A N B)=2

Zatem aby wyznaczy¢ liczbe kardynalng réznicy zbioréw, wystarczy od
liczby kardynalnej zbioru A odjaé¢ liczbe kardynalng przekroju tych zbioréw,
tj. k(A\B) =6 -2 =4.
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O liczbie kardynalnej roznicy zbiorow

Niech dane beda zbiory skonczone A i B. Liczba kardynalna réznicy tych zbio-
roéw jest rowna roznicy liczby kardynalnej zbioru A i liczby kardynalnej prze-
kroju tych zbioréw, co zapisujemy

k(A\B) = k(A) — k(A " B)

Tu, tak jak w przypadku liczby kardynalnej sumy zbioréw, gdy zbiory A i B
sg rozlaczne, w miejsce liczby kardynalnej przekroju do wzoru wpisujemy 0.
A co otrzymamy, gdy jeden ze zbiorow jest podzbiorem drugiego zbioru? W tym
wypadku sytuacja réwniez nie jest skomplikowana, bo wtedy liczba kardynalna
przekroju zbiorow A i B jest rowna liczbie kardynalnej zbioru B i nasz wzor
przyjmuje postac¢ k(A\B) = k(A) — k(B).

Pokazalismy, jakie zaleznos$ci wystepuja miedzy sumg zbiorow a dodawa-
niem oraz mi¢dzy rdznica zbiorow a odejmowaniem. Przyjrzyjmy si¢ teraz zalez-
nosci migdzy iloczynem kartezjanskim a mnozeniem liczb naturalnych.

Wezmy dwa dowolne zbiory skonczone A = {a, b, ¢} i B = {x, y} 1 wy-
znaczmy ich iloczyn kartezjanski, tj. A x B = {(a, x), (b, x), (c, x), (a, y), (b, y),
(c, y)}. Teraz wyznaczmy liczby kardynalne zbiorow dla A, B oraz A x B. Otrzy-
mujemy nastepujace wartosci:

k(A)=3,k(B)=2,k(AxB)=6
Okazuje sig, ze:
k(AxB)y=6=3-2=k(A) - k(B)
Z prawa przechodnio$ci mamy:
k(A x B) =k(A) - k(B)

Oczywiscie wykonujac rachunki, nikt nie korzysta z tak rozbudowanych
sposobow dodawania, odejmowania i mnozenia. Zalezato mi tylko na tym, aby
czytelnicy zobaczyli, jak w inny sposob mozna zdefiniowac¢ te dzialania arytme-
tyczne.

Sprobujmy teraz wykorzysta¢ poznane zwiazki migdzy zbiorami a dziata-
niami na liczbach naturalnych do udowodnienia przyktadowej wtasnosci taczacej
dodawanie i mnozenie. Niech A, B, C bedg roztagcznymi zbiorami skonczonymi
takimi, ze a = k(A), b = k(B), ¢ = k(C), dla ktorych zachodzi wtasnos¢:

a-(b+tcy=a-b+a-c rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania
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L=a-(b+c)=k(A) - [kB)+kC)]=kA)-[k(BuC)]=kAx(BuCQC)]=
=Kk[(A x B) U (A x C)] =k(A x B) + k(A x C) =k(A) - k(B) + k(A) - k(C) =
=a-b+a-c=P

4.4. Liczby naturalne we wczesnej edukacji

W edukacji wczesnoszkolnej uczniowie przygode z liczbami rozpoczynaja wihas-
nie od zbioru liczb naturalnych. Nie bez powodu. Ich powszechnos¢ nie jest
przez nikogo kwestionowana, a zatem to, co bliskie do§wiadczeniom dziecka,
uczyniono punktem startowym do matematyki. Liczby naturalne w klasach po-
czatkowych sg wykorzystywane do okreslania liczebnosci zbioréw skonczonych,
do przeliczania i poréwnywania zbioréw, do okreslenia miejsca w pewnym po-
rzadku, opisania wynikéw pomiaru czy wreszcie do rachunkéw. Mowimy, ze
liczby naturalne sa wykorzystywane w roznych aspektach, np.:
x aspekt kardynalny (mnogo$ciowy) — gdy liczb naturalnych uzywamy do
okreslenia liczby elementow w danym zbiorze, odpowiadaja na pytanie lle
Jjest elementow w danej kolekcji?;

x aspekt porzadkowy — gdy liczby naturalne sg wykorzystywane do okreslenia
wystepowania obiektu w danym porzadku, odpowiadaja na pytanie Ktory
Z kolei? Na ktorym miejscu?,

X aspekt miarowy — gdy za pomocg liczby naturalnej opisujemy pewien wynik
pomiaru wielkosci cigglych, np. dlugo$é¢, mase, objetosé, czas;

x aspekt algebraiczny liczby naturalnej — zwigzany ze sktadem i wewnetrzna
strukturg liczb, a takze z dziataniami na liczbach; przy opracowaniu mono-
graficznym liczb naturalnych utozsamiany jest z rozktadem liczby na dwa,
trzy 1 wigcej sktadnikow;

x aspekt wartosci (liczba jako warto$¢) — gdy liczbe naturalng wykorzystujemy
do opisu pewnej umownie przyjetej wartosci dla danej wielkosci, np. war-
to$¢ danej kwoty, ocena za sprawdzian czy punktacja konkursowa;

x aspekt kodowy (kodujacy) — gdy liczbie naturalnej przypisaliSmy pewien
kod, np. numer autobusu linii 75 w pewnym miescie, nr PESEL, nr telefonu.
Ksztattowanie pojgcia liczby naturalnej poprzez postugiwanie sie nig w r6z-

nych aspektach nie moze koncentrowac si¢ na utrwaleniu, ze liczbe naturalng
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mozemy stosowa¢ w wielu sytuacjach. Liczba dziecigcych do§wiadczen ma pro-
wadzi¢ do ,,oderwania” liczby naturalnej od konkretnego przedmiotu, z ktérym
wspotwystepuje w danej sytuacji zadaniowe;j. Istotg tych wszystkich dziecigcych
doswiadczen matematycznych na poziomie wczesnej edukacji jest uswiadomie-
nie, ze liczba naturalna jest pojeciem abstrakcyjnym, a utozsamianie jej z obiek-
tem fizycznym jest bledem.

Jedng z warto$ciowych pomocy dydaktycznych, ktéra w znaczacy sposob
utatwia uczniom wkraczanie w $wiat liczb naturalnych, sa kolorowe liczby (nazy-
wane klockami Cuisenaire’a’ \ub liczbami w kolorach). Kolorowe liczby to zestaw
drewnianych klockéw w ksztalcie graniastostupa prawidtowego czworokatnego,
ktorych podstawa jest kwadratem o boku 1 cm, a dtugosci klockéw zmieniajg si¢
w zakresie od 1 cm do 10 cm. Dodatkowo klocki r6znig si¢ miedzy soba kolorem.
Kolorystyka klockéw nie jest przypadkowa. Jest dobrana celowo by prezentowaé
pewne prawidtowosci, tj.

— klocki dtugosci 2 cm, 4 cm, 8 cm (kolejne potegi liczby 2) majg barwe po-
chodng od czerwonego;

klocki dtugosci 3 cm, 6 cm, 9 cm (kolejne wielokrotnos$ci liczby 3) maja
barwe pochodng od niebieskiego;

klocki dtugosci 5 cm i 10 cm (wielokrotnosci liczby 5) majg rézne odcienie
barwy zottej;
— klocek dtugosci 1 cm jest bialy, a klocek dtugosci 7 cm jest czarny (Sema-

deni, 1981, s. 82).

Nie opisuje szczegdtowo koloréw poszezegdlnych klockow. W zestawach
dostepnych na rynku te kolory sie roznig. Najwazniejsza cechg, na ktéra powin-
nismy zwroci¢ uwage przy zakupie zestawu kolorowych liczb, jest zachowanie
zalezno$ci miedzy dtugoscig klocka a jego kolorem. Kolorowe liczby mozemy
wykorzysta¢ do omawiania liczb naturalnych w kolejnych aspektach, tj. kardy-
nalnym, porzadkowym, miarowym czy algebraicznym, gdy uczniowie buduja
tzw. dywaniki liczbowe. Ponadto klocki bardzo dobrze sprawdzajg si¢ podczas
wprowadzania dziatan arytmetycznych i ich wlasnosci.

7 Georges Cuisenaire (1891-1975) — belgijski nauczyciel, tworca kolorowych liczb.
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4.5. Zadania - liczby naturalne

Zadanie 4.1

Zapisz stownie liczby: 5 832, 280 007, 3 000 270 podane w dziesigtkowym syste-
mie pozycyjnym.

Zadanie 4.2

Zapisz liczby dziesigtkowego systemu pozycyjnego za pomocg cyfr:
a) cztery miliony dwadziescia jeden tysigcy pigc,
b) osiem tysiecy osiem.

Zadanie 4.3

Zapisz za pomocg cyfr 1 stownie najmniejsza liczbe dziesigtkowego systemu po-
zycyjnego ztozong z siedmiu réznych cyfr.

Zadanie 4.4

Przedstaw podane w dziesigtkowym systemie pozycyjnym liczby za pomoca
sumy wielokrotno$ci poteg liczby 10: 367, 230 789, 10 002 345.

Zadanie 4.5

Wsrod dodatnich liczb naturalnych mniejszych od 30 wskaz:
a) liczby pierwsze,
b) liczby ztozone,
¢) kwadraty liczb,
d) szesciany liczb,
e) wielokrotnosci liczby 5.

Zadanie 4.6

Wsrod podanych w ramce liczb wskaz liczby podzielne przez:
a) 3,
b) 6, 1014 1299 2025 3440
0 8, 3307 5508 6099 8244

d) 12.
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Zadanie 4.7

Przedstaw liczbe 12 jako iloczyn dodatnich liczb naturalnych na trzy sposoby.

Zadanie 4.8

Roz16z liczbg 348 na czynniki pierwsze i przedstaw ja w postaci iloczynu.

Zadanie 4.9

Jaka jest reszta z dzielenia liczby 2456 przez 9?

Zadanie 4.10

Podaj przyktad liczby, ktora przy dzieleniu przez 8 daje reszte 2.

Zadanie 4.11

Podaj przyktad liczby, ktora przy dzieleniu przez 2022 daje reszte 5.

Zadanie 4.12

Przedstaw liczbe 10 jako sume dwoch roznych liczb pierwszych.

Zadanie 4.13

Ile jest dwucyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 6?

Zadanie 4.14

Podaj cyfre jednosci iloczynu jednocyfrowych liczb nieparzystych.

Zadanie 4.15

Czy rdéznica 70 987 — 11 872 jest podzielna przez 5? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4.16

Czy iloczyn 26 787 - 50 723 jest podzielny przez 3? Odpowiedz uzasadnij.
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Zadanie 4.17

Suma trzech liczb naturalnych jest liczbg nieparzysta. Rozstrzygnij, czy iloczyn
tych liczb jest liczba parzysta, czy nieparzysta. Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4.18

Wiadomo, ze liczba trzycyfrowa o réznych cyfrach jest wicksza od 900 i po-
dzielna przez 9. Z jakich cyfr moze sktadac¢ si¢ ta liczba? Podaj przyktady tych
liczb.

Zadanie 4.19

Przez jakie liczby jednocyfrowe jest podzielny iloczyn: 22 - 66 - 35?

Zadanie 4.20

Ile r6znych dzielnikéw ma liczba, ktorej rozktad na czynniki pierwsze ma postac:
2-3-5-7?

Zadanie 4.21

Znajdz najmniejszg liczbg naturalng wigksza od 10, ktora przy dzieleniu przez 5
oraz przez 13 daje reszte 4.

Zadanie 4.22

Gdy podzielimy pewna liczbe przez 12, otrzymamy iloraz a i resztg 11. Gdy po-
dzielimy t¢ sama liczbe przez 13, otrzymamy iloraz 11 i reszt¢ 0. Jaka to liczba?

Zadanie 4.23

Czy liczbe 125 mozna przedstawic¢ jako sume dwoch liczb pierwszych? Do uzy-
skania odpowiedzi wykorzystaj sito Eratostenesa.

Zadanie 4.24

Wyjasnij, dlaczego suma 10" + 5 jest liczbg podzielng przez 15.
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Zadanie 4.25

Sprawdz, czy ponizsza suma jest podzielng przez 4 oraz przez 9.
3-10+5-107+10°+9 - 10%°

Zadanie 4.26

Wszystkie cyfry pewnej liczby sa trojkami. Znajdz najmniejsza taka liczbe, ktora
jest podzielna przez 27.

Zadanie 4.27

Niech dane beda liczby naturalne a, b, ¢ i d spelniajgce warunki: a > 0, a < b,
¢ > 0, ¢ < d. Uzupetnij zapisy, wstawiajac w miejsce kropek jeden z nastgpuja-
cych znakow: <, >, =< > Czy w kazdym z tych przypadkéw mozemy okresli¢
znak? Odpowiedz uzasadnij.

a)a-b..0
b) a-b..0

a
c) m...o
a) a+c..0
b)a-c-d..0
¢c)a-b-c-d..0

Zadanie 4.28

Pewng liczbe naturalng trzycyfrowa zapisano za pomoca cyfr a, b, ¢ tak, ze
a oznacza cyfre setek, b cyfre dziesigtek, a ¢ cyfre jednosci. Nastepnie zamie-
niono miejscami cyfry jednosci i setek. Oblicz roznice tych liczb. Przez jaka
liczbe jest podzielna ta r6znica? Co dostrzegasz?

Zadanie 4.29

Niech n oznacza dowolng liczb¢ naturalng. Zapisz sume trzech kolejnych liczb
naturalnych, z ktérych najmniejszg jest liczba n. Wykonaj redukcje wyrazéw po-
dobnych. Sprawdz, przez jakg liczbg jest podzielna ich suma. Odpowiedz uza-
sadnij.
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Zadanie 4.30

Niech dana bedzie liczba dwucyfrowa, w ktorej cyfra dziesiatek jest wigksza od
cyfry jednosci. Wykaz, ze roznica tej liczby i liczby powstalej z przestawienia jej
cyfr jest liczba podzielng przez 9.

Zadanie 4.31

Przemienno$¢ mnozenia zastosowano, wykonujac przeksztalcenie:
a) 43-(70+8)=43-70+43 -8
b) 5-7-4=5-4.7
c) 20-4)-5=20-5-4-5

Zadanie 4.32

Wykonujac przeksztatcenie 23 - 8 + 77 - 8 = (23 + 77) - 8, zastosowano:
a) laczno$¢ mnozenia i przemiennos¢ dodawania,
b) tacznos¢ dodawania i przemienno$¢ mnozenia,
¢) rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania.

Zadanie 4.33

Wykonujac przeksztatcenie 204 - 8 = 1600 + 32 = 1632, zastosowano:
a) taczno$¢ dodawania i mnozenia,
b) taczno$¢ dodawania i przemienno$¢ mnozenia,
¢) rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania.

Zadanie 4.34

Wykonujac przeksztatcenie 9990 : 5 = 2000 — 2 = 1998, zastosowano:
a) przemienno$¢ mnozenia i dzielenia,
b) tacznos¢ dzielenia i przemienno$¢ odejmowania,
¢) rozdzielnos¢ dzielenia wzgledem odejmowania.

Zadanie 4.35

Ktora z wlasno$ci dzialan nie istnieje?
a) przemienno$¢ odejmowania,
b) tacznos$¢ dodawania,
¢) rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania.
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Zadanie 4.36

Wykonujac przeksztatcenie4 - 6 - (5+10+25)=4-6-5+4-6-10+4-6-25=
4-30+4-60+6-100=120+ 240 + 600 =120 + 840 = 960, nie zastosowano:
a) przemiennos$ci mnozenia,
b) tacznosci dodawania,
¢) taczno$ci mnozenia,
d) przemienno$ci dodawania.

Zadanie 4.37

Oblicz w pamigci, korzystajac z wlasnosci dzialan. Podaj, z jakich wtasnosci ko-
rzystates.

a) (144 +59) + 356 =

b) 43 + (157 +78) =

c) (64-5)-2=

d 25-7)-4=

e) 13+109+27+2+91=

f) 20-37-5=

g 11-17=

h) 23-99=

i) 38-102=

) 75-17+25-17=

k) 7-8+43-8=

Zadanie 4.38

Wypisz wszystkie wielokrotno$ci:
a) liczby 8 wigcksze od 30 i mniejsze od 89,
b) liczby 17 wigksze od 43 i mniejsze od 137,
¢) liczby 28 wigksze od 111 i mniejsze od 333,
d) liczby 72 wigksze od 500 i mniejsze od 1000.

Zadanie 4.39

Wiedzac, ze liczba 8246 jest wielokrotnoscig liczby 14, rozstrzygnij, ktora z liczb
9144 czy 9142 jest wielokrotnoscia liczby 14. Odpowiedz uzasadnij.
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Zadanie 4.40

Ile jest trzycyfrowych wielokrotno$ci liczby 12?

Zadanie 4.41

Wypisz wszystkie naturalne dzielniki liczb: 28, 78, 512, 4 - 6.

Zadanie 4.42

Wypisz wszystkie liczby pierwsze wigksze od 79 i mniejsze od 111.

Zadanie 4.43

Przedstaw w postaci iloczynu liczb pierwszych liczby: 240, 333, 729.

Zadanie 4.44
Wyznacz NWD liczb 28 1 156 oraz NWW liczb 351 14.

Zadanie 4.45

Wyznacz NWW dwodch wzglednie pierwszych liczb a i b.

Zadanie 4.46

Wykaz, ze suma kwadratéow kolejnych dwdch liczb nieparzystych jest liczbg pa-
rzysta.

Zadanie 4.47

Kasia przedstawita swoje rozwigzanie. Co myslisz o propozycji Kasi? Czy mozna
zrobi¢ to prosciej? Przedstaw swoje rozwigzanie.

35+(144:6-63)-0=35+(24—18) - 0=35+6-0=35+0=35

Zadanie 4.48

Od jednego miliona odejmujemy piecset czterdziesci osiem tysiecy. Roznica ta
WYynosi:

a) 1548000, b) 452 000,

c) 460 200, d) 648 000.
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Zadanie 4.49

Jaka liczbe nalezy wstawi¢ w miejsce @, aby warto$¢ wyrazenia byla rowna
1280?

(32 - @):25] 4

Zadanie 4.50

W liczbie 2 547 32w rzedzie jednosci brakuje cyfry. Dopisz cyfre jednosci tak,
aby liczba byta podzielna przez

a) 4,

b) 6,

c) 12,

d) 15.
Rozwaz wszystkie przypadki. Czy w kazdym podpunkcie znajdziemy liczbe jed-
no$ci? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4.51

Ile dziesigtek zawiera liczba 1245, a ile dziesigtek zawiera liczba 3 458 000?

Zadanie 4.52

Jak zmieni si¢ iloraz dwoch liczb, jesli dzielna zwigkszymy trzykrotnie, a dziel-
nik pozostanie bez zmian?

Zadanie 4.53

Jak zmieni si¢ suma dwoch liczb, jesli jeden ze sktadnikow zwigkszymy o 3?

Zadanie 4.54

Jak zmieni si¢ rdznica dwoch liczb, jesli odjemng zwigkszymy o 5, a odjemnik
zmniejszymy o 77

Zadanie 4.55

Jak zmieni si¢ iloczyn dwoch liczb, jesli mnozna zwigkszymy trzykrotnie,
a mnoznik zmniejszymy trzykrotnie?
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Zadanie 4.56

Ktora z ponizszych whasnosci utatwi wyznaczenie w pamigci wartosci iloczynu
17 - 8?2

a) rozdzielnos¢ dzielenia wzglgdem dodawania,

b) przemienno$¢ mnozenia,

¢) rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania,

d) rozdzielnos¢ dzielenia wzgledem odejmowania.

Zadanie 4.57

W zbiorze liczb naturalnych wykonalne sg nastepujace dzialania:
a) dodawanie,
b) dodawanie i odejmowanie,
¢) mnozenie i dodawanie,
d) wszystkie cztery dziatania arytmetyczne sg wykonalne w zbiorze liczb
naturalnych.

Zadanie 4.58

Ktora z ponizszych rownosci jest prawdziwa:
a) (7+14)-3=066
b I-1-1)=2
c) 26-17)-4=35
d) zadna odpowiedz nie jest prawdziwa.

Zadanie 4.59

Oblicz ponizsze dziatania:
a) suma liczby 5 i potrojonej liczby 7,
b) iloraz sumy liczb 6 i 10 przez roéznice liczb 12 i 4,
¢) roznica kwadratu liczby 12 oraz liczby 24,
d) iloczyn podwojonej sumy liczb 5 i 6 oraz podwojonej réznicy liczb 8 i 4.
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Zadanie 4.60

Ktore z ponizszych stwierdzen jest prawdziwe? OdpowiedZ uzasadnij.
a) liczby naturalne moga by¢ ujemne,
b) liczby naturalne r6znig si¢ zawsze jedna od drugiej o 1,
¢) kolejna liczba naturalna jest zawsze wicksza od poprzedniej o 1,
d) odejmowanie jest dziataniem wykonalnym w zbiorze liczb naturalnych.

Zadanie 4.61

Zilustruj ponizsze przyktady ,,drzewkami” i oblicz.
a) 2-3+5)—-4:2=
b)2-3+7)-5=
©) 20+10):5-C3+2)+1=
d)3-3-2+8+8-(14-8):2=

Zadanie 4.62

Uzupelnij ponizsze drzewka i opisz je za pomoca dzialania.

Zadanie 4.63

Niech dane beda zbiory A = {a, B, y} oraz B = {a, b, ¢, d}. Wyznacz A x B oraz
okresl liczbe kardynalng dla zbiorow A, B, A x B.

Zadanie 4.64

Sprawdz, czy dla dowolnie wybranych przez ciebie dwdch liczb naturalnych za-
chodzi rownanie:

NWW(a,b)- NWD (a,b)=a-b



5. Niedziesigtkowe systemy pozycyjne

Mimo powszechnosci dziesigtnego systemu pozycyjnego, nalezy wspomniec¢ o in-
nych pozycyjnych systemach liczbowych. Pierwszym, przy ktorym sie zatrzy-
mamy, bedzie system dwdjkowy, zwany binarnym. Do zapisu liczb w systemie
dwojkowym wykorzystuje sie cyfry 0 i 1, a podstawa tego systemu jest liczba 2.
Rozwazmy przyktady liczb zapisanych w systemie dwojkowym i zastanowmy
sig, jaka liczbe wskazuja w dziesigtkowym systemie pozycyjnym.

Chcac zamieni¢ liczbe z systemu dwojkowego na dziesigtkowy, musimy
przedstawi¢ ja w postaci sumy poteg liczby 2, a nastepnie wystarczy zsumowac
otrzymane sktadniki. Najwyzsza potege 2 ustalamy, przeliczajac znaki wykorzy-
stane do zapisu liczby. Przyjrzyjmy si¢ ponizszym przyktadom. Mimo ze znakow
w ponizszych liczbach jest odpowiednio 7 1 9, to najwyzsze potegi liczby 2 to 6
i 8. Wynika to z konieczno$ci uwzglednienia zerowej potegi liczby 2.

Przyktady

x(110100)2=1-20+1-224+0-2+1-224+0-22+0-2'+1-20=
64 +32+8+1=105

% (100 010 111)2=1-22+0-2"+0-26+0-25+1-2*+0-22+1-22+
1-2241-29=256+16+4+2+1=279

Jesli teraz chcieliby$my zamieni¢ liczbe zapisang w dziesigtkowym systemie
pozycyjnym na liczbg w systemie dwojkowym, to musimy ja przedstawi¢ w po-
staci sumy iloczynéw odpowiednich poteg liczby 2 oraz liczb 0 lub 1. Zeby tego
dokona¢, w pierwszej kolejnosci rozktadamy liczbe na sume poteg liczby 2. Po-
szukujac wymaganego rozktadu liczby, powinni$my kierowac si¢ wazng zasada.
Pamigtajmy, ze za kazdym razem musimy wskazaé najwyzsza mozliwa potege 2,
ktora zmiesci sic w danej liczbie. | tak dla 81 najwyzszg nieprzekraczajaca potega
2 jest 64. Stad wynika, ze naszg liczb¢ musimy roztozy¢ na (64 + 17). Do roz-
lozenia zostato jeszcze 17, bo nie jest zadng potega 2. Z liczbg 17 postepujemy



152 | Niedziesigtkowe systemy pozycyjne

analogicznie jak z 81, tj. najwyzsza nieprzekraczajacg potega liczby 2 jest 16
(17 = 16 + 1). Pozostata liczba 1, ktéra jest rowna 2°.

Przyktady

X8l =64+16+1=204+24420=1.2040-2541-2*40-224+0-22+
0-2'+1-20=(1 010 001),

X678=512+128+32+4+2=22+27+254+22+21=1.294+0-28+1.27+
0:-2041-25+0-24+0-22+1-22+1-2'+0-2°=(1010 100 110)2

Oczywiscie nie jest to jedyny sposob. Bardzo wygodnym i chetnie wykorzy-
stywanym sposobem jest odnotowywanie reszt z dzielenia przez 2. W systemie
dwojkowym reszta z dzielenia wynosi 0 albo 1. Nastepnie wystarczy odczytaé
uzyskane reszty od dotu do gory.

678
339
169
&4
42
21
10
5

2

1

»
!

— O~ 0O~ OO0~ — 0O

System dwojkowy jest wykorzystywany w informatyce, mowi si¢ o nim ,,je-
zyk komputerow”. Informacje, ktore przesyla procesor, sa podawane za pomocg
ciggu 0 i 1. Powodem takiego rozwigzania jest mniejsze prawdopodobienstwo
btedu i tatwos¢ uzycia, gdyz najprosciej przypisa¢ dwa znaki do sytuacji: jest
impuls, nie ma impulsu.

Tak jak zbudowali$my liczby w systemie dwojkowym, tak tez mozemy budo-
wac system trojkowy, czworkowy, piatkowy itd. Nalezy jedynie pamigtac o tym,
jaka liczba jest podstawg danego systemu oraz jakie cyfry mamy do dyspozycji.
Nietrudno dostrzec, ze jesli chcieliby$my zapisywaé liczby w systemie szostko-
wym, to jego podstawg uczynimy liczbe 6. Skoro 6 jest podstawsg, to znaczy, ze
sze$¢ jednostek nizszego rzgdu tworzy jedna jednostke wyzszego rzedu. Ponadto
wiemy, ze liczby w systemie szostkowym zapisujemy za pomoca cyfr0, 1,2, 3,4, 5.
Zwrocmy uwage, ze sa one wszystkimi mozliwymi resztami z dzielenia przez 6.
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Oczywiscie nie moze by¢ inaczej, bo wtedy nie zostatby spetniony warunek pod-
stawy systemu. Dla ¢wiczenia zamienimy dwie liczby z dziesiatkowego systemu
pozycyjnego na system czworkowy oraz dwie z systemu czworkowego na dzie-
siatkowy.

Przyktady
% Zamiana liczb z systemu czworkowego na system dziesigtkowy.
201)4=2-424+0-4+1-4°=2.16+0-4+1-1=32+0+1=33

23021)4=2 - 4*+3 -8 +0-42+2-4+1-4°=2.256+3 .64+
0-16+2-4+1-1=512+192+8+1=713

x Zamiana liczb z systemu dziesigtkowego na system czworkowy.

W tym przypadku sprawa si¢ nieco komplikuje. Do przeksztatcenia liczby
potrzebujemy poteg liczby 4. Odnotowanie ich na ,,marginesie” znacznie
upraszcza zadanie. Kolejne potegi liczby 4 to 4° =1, 4' =4, 42 = 16, 4° = 64,
44 =256, 4° = 1024, 4°= 4096, ...

Przejdzmy teraz do zamiany z systemu dziesigtkowego na czworkowy.
239=3-64+2-16+3-4+3-1=3-43+2-42+3-4"+3.49=(3233),

2022=1024+3-256+3-64+2-16+1-4+2-1=1-4+3-4*+3 -4+
2-4241-4+2-4°=(133 212)4

Teraz liczbe 2022 zamienimy sposobem powszechnie uwazanym za la-

twiejszy. W przypadku systemu czworkowego po prawej zapisujemy reszty

z dzielenia przez 4.

2022 | 2
505 |1
126 | 2

31 |3
713
1)1

Rodzi si¢ pytanie, czy w momencie, gdy koncza si¢ cyfry, konczg si¢ nasze
systemy liczbowe. Ot6z nie. Na przyktad dwunastkowy system liczbowy oprocz
cyfr od 0 do 9 wykorzystuje litery A i B. Literze A przypisuje si¢ 10, a literze
B 11. Zatem liczba zapisana w systemie dwunastkowym, np. SAB7, w systemie
dziesigtkowym przyjmuje postac:
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5AB7=5-122+A-122+B-12'+7-120=5-123+10- 122+ 11 - 12! +7 - 120 =
=5-1728+10-144+11-12+7-1=8640+ 1440+ 132 + 7 =10 219

Na liczbach w kazdym z systeméw liczbowych mozemy wykonywac dzia-
fania dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia. Rachunki wykonujemy
analogicznie do tych w dziesigtkowym systemie pozycyjnym. Musimy tylko pa-
migtac, ile jednosci w danym systemie tworzy jedng jednostke wyzszego rzedu.

X Przyktady dodawania liczb:

w systemie dziewigtkowym w systemie szostkowym
2 7 3 4 2 01 5 5

+ 8 2 6 + 3 4 4 3
3 6 6 1 2 4 0 4 2

X% Przyklady odejmowania liczb:

w systemie sioddemkowym w systemie trojkowym
4 2 3 6 2 0 0 1

- 4 5 1 - 2 1 0
3 4 5 5 1 0 2 1

X% Przyktady mnozenia i dzielenia liczb:

w systemie trojkowym w systemie dwojkowym
1 0 2 1 0 1
2 1 11 1 1 @ 11
1 0 2 - 1 1
+ 1 1 I 1
2 1 2 -1 1
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5.1. Zadania - niedziesigtkowe systemy pozycyjne

Zadanie 5.1

Zapisz w systemie dziesigtkowym liczby podane w systemie dwojkowym:
a) 1010 001,
b) 1010 101 011,
c) 111011 011,
d) 110 111.

Zadanie 5.2

Podane w dziesigtkowym systemie pozycyjnym liczby zapisz w systemie dwoj-
kowym.

a) 78,

b) 296,

c) 748,

d) 2564.

Zadanie 5.3

Wykonaj dziatania w systemie dwojkowym:
a) 1011 101 + 100 101
b) 10 110 110 — 100 111
¢) 101 011 - 101
d) 110 111 : 101

Zadanie 5.4

Zapisz w systemie:

a) czworkowym — liczby, ktore w systemie dziesigtkowym maja postac: 95,
137,

b) trojkowym — liczby, ktore w systemie dziesigtkowym majg postac: 85, 303,

¢) dziesigtkowym — liczby, ktore w systemie siddemkowym maja postac:
201, 2022,

d) dziesigtkowym — liczby, ktore w systemie piatkowym majg postac: 342,
1340.
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Zadanie 5.5

Oblicz sposobem pisemnym:
a) (76 402)s + (2407)s =
b) (12 301)4+ (333)4=
©) (4321)s—(210)s =
d) (50 012)7 — (4443); =
e) (123)4-(32)4=
£) (642)9 - (77)9 =
g) (110)2 : (10)2 =

Zadanie 5.6

Zamien liczby:
a) (1 101 110)2 na liczbg w systemie trojkowym,
b) (1142)s na liczbe w systemie dwojkowym.

Zadanie 5.7

Uzasadnij, ze ponizsze zapisy sa biedne.
a) (22 024)4
b) (346 201 822)¢

Zadanie 5.8

Wskaz, w jakim systemie liczba 121 z systemu dziesigtkowego wynosi 232. Od-
powiedz uzasadnij.

Zadanie 5.9

Jakie reszty mozemy uzyskac¢, dzielac przez siebie liczby w systemie siddemko-
wym, a jakie w trojkowym?

Zadanie 5.10

Liczbe 12 078 dziesiatkowego systemu pozycyjnego przedstaw w systemach:
a) trojkowym,
b) szostkowym,
¢) dziesiatkowym,
d) dwunastkowym.
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Zadanie 5.11

Liczb¢ AEF3 podang w systemie szesnastkowym przedstaw w systemach:
a) trojkowym,
b) piatkowym,
¢) o6semkowym,
d) dziesigtkowym.
Wskazowka: w systemie szesnastkowym A = 10, E =14, F = 15.

Zadanie 5.12

Przedstaw liczby podane w systemie 6semkowym w postaci wielokrotnosci ko-
lejnych poteg liczby 8.

a) 777,

b) 1375,

c) 22245,

d) 100 000 077.



6. Liczby dawnych cywilizacji

Zastanawialiscie si¢ kiedy$, kto wymyslit liczby i cyfry albo czy zawsze one
wygladaty tak jak dzisiaj? Takie pytania, z pozoru btahe, mozemy ustysze¢ od
naszych uczniéw. Dlatego warto poruszy¢ te tematyke, tym bardziej ze liczby,
ktorymi postugujemy si¢ dzis, sa stosunkowo mtode w poréwnaniu z tymi, kto-
rymi postugiwaty si¢ dawne cywilizacje. W tym rozdziale przedstawi¢ kilka
,dawnych” liczb i zaprosze czytelnikow, aby sami sprobowali je zapisac.

Systemy liczbowe, ktérymi postugiwano si¢ dawniej, korzystaty z zupeinie
innych znakoéw, niz robi si¢ to dzisiaj. Co wiecej, niektore z nich nie wykorzy-
stywaty zera, bo w 6wczesnych czasach nie miato ono takiego znaczenia jak te-
raz. Jednak zanim przejdziemy do starozytnych sposobow notowania liczb, za-
trzymajmy si¢ chwile przy pojeciu system liczbowy.

System liczbowy to zbior zasad i znakow, za pomocg ktorych zapisujemy
liczby i wykonujemy na nich dziatania (Waliszewski, 1989, s. 271). Ponadto kazdy
Z systemow pozycyjnych posiada tzw. podstawe, ktérg mozemy okresli¢ mianem
cechy danego systemu, np. podstawg systemu czworkowego jest 4, 6semko-
wego 8, a dwunastkowego 12 (o tym mowiliSmy w poprzednim rozdziale). Wsrod
systemow liczbowych wyrdzniamy pozycyjne i addytywne, cho¢ system rzym-
skim mozemy sklasyfikowa¢ jako addytywno-pozycyjny, ale o tym w dalszej
czesci tej pracy. W pozycyjnych systemach liczbowych liczby zapisujemy jako
ciagg znakow, a kazdy z nich ma swojg warto$¢ uzalezniong od pozycji, na ktorej
stoi. Wezmy dla przykladu rok kalendarzowy 2022. Jest to cigg czterech cyfr,
a doktadniej 2 i 0. Dwojka stoi na trzech pozycjach i1 na kazdej z nich ma inng
warto$¢. Ta stojaca na pierwszej pozycji oznacza 2 tysigce, a na ostatniej 2 jed-
nos$ci. Inaczej sprawa wyglada w addytywnych systemach liczbowych. Tu war-
to$¢ przedstawionej liczby jest sumg wszystkich jej znakoéw. Wérdd addytywnych
systemow liczbowych wyrdzniamy np. hieroglificzny system liczbowy wykorzy-
stywany w starozytnym Egipcie, a do pozycyjnych mozemy zaliczy¢ obecnie wy-
korzystywany system dziesigtkowy.



Zacznijmy od najdawniejszych $ladéw notowania liczby pewnych obiektow.
Uznaje sig, ze pierwszy system liczenia pojawit si¢ okoto 30 000 lat p.n.e. Na-
zwano go systemem karbowym, poniewaz polegal na ztobieniu karbow w kos-
ciach upolowanych zwierzat. Jednak system ten jest klopotliwy dla duzych liczb,
na co rowniez znaleziono sposob. Pomyst, ktory mial utatwi¢ odczytywanie du-
zych liczb, polegat na grupowaniu karbow, co humorystycznie zilustrowano na
rysunku 13.

Rysunek 13. Graficzna ewolucja systemu karbowego

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

System karbowy zmienial si¢ z czasem, przyjmujac coraz prostszg do od-
czytu posta¢. W naszym przyktadzie na pierwszej kosci za pomoca kresek przed-
stawiono liczbe 37. Dla utatwienia odczytéw piatg kreske stawiano pod innym
katem (jak pokazano na nastegpnej kosci). Gdy to nie wystarczalo, wprowadzono
kolejne uproszczenie, polegajace na tym, aby co drugg pigtke oznaczaé jeszcze
inaczej. To w znaczny sposob upraszczato odczytywanie duzych liczb. Jesli teraz
w zapisie karbowym opusécimy zbedne kreski i pozostawimy tylko wyrdznione,
to otrzymamy zapis bardzo zblizony do rzymskiego systemu liczbowego.

Zrédta twierdza, ze Rzymianie wzorowali si¢ na systemie Etruskow (Krysi-
cki, 1986, s. 35), jednak gdy wprowadzimy w systemie karbowym uproszczenia
polegajace na odrzuceniu zbgdnych kresek, otrzymamy zapis bardzo zblizony do
prezentacji matych liczb w systemie rzymskim, np.

\\\\\\\J \ \ \ \\\\\\\] \

Po odrzuceniu skres$lonych kresek otrzymujemy XVI.

| 159
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W systemie rzymskim dominuje siedem znakow:

| —jeden (1), L — pigc¢dziesiat (50),
V —pigc (5), C — sto (100),
X — dziesigc (10), D — pigcset (500),

M - tysiac (1000).

W ten sposdb mozemy zapisac liczby od 1 do 3999. Rzymianie jednak po-
stugiwali si¢ rowniez wigkszymi liczbami, dlatego musieli wprowadzi¢ kolejne
znaki. Najczeéciej tworzono je poprzez dopisanie nad znakiem kreski, np. V, co
oznaczato liczbe 1000 razy wigksza, a zatem 5000. Stosowano rowniez zapis
z pionowymi kreskami, np. |V|, co znaczyto mnozenie wartosci znaku przez 100.
Uzywano jeszcze innych symboli, ktore szybko wyszty z uzycia, np. symbol D
oznaczat 5000, a @ liczbe 10 000 (Ciesielski, Pogoda, 2015, s. 28).

W systemie rzymskim znaki notujemy wedtug nastepujacych regut:

(1) obok siebie mozemy zapisac co najwyzej trzy takie same znaki sposrod: I, X,
C, M,

(2) obok siebie nie mozemy umiesci¢ dwoch znakow: V, L, D,

(3) jesli przed znakiem o wyzszej warto$ci stoi znak o mniejszej wartosci (zna-
kami poprzedzajacymi moga by¢ I, X, C), to od wigkszej wartosci odejmu-
jemy mniejsza, np. IV -4, (bo 5 —1), IX -9, XL — 40, CD - 900,

(4) jesli znaki wystepuja w kolejnosci malejacej, to wartos¢ liczby jest suma war-
tosci znakow.

Przyktady

X Liczba 1872 w systemie rzymskim ma posta¢ MDCCCLXXII. Kolejno wy-
konano nastepujace przeksztatcenia:

1872=1000+800+70+2=M+(D+C+C+C)+(L+X+X)+1+1
po czym wystarczy opusci¢ nawiasy i znaki +.

x Liczba CDXLIX w dziesiatkowym systemie pozycyjnym ma postac 449. Ko-
lejno wykonano nastepujace przeksztatcenia:

CDXLIX=CD + XL +IX =400+ 40 + 9 =449

Znaki rzymskie sa uzywane do dzis. Mozemy je spotka¢ w zapisie dat, na
tarczach zegarow, w numerach kolejnych toméw ksiag, w opisie roku produkc;ji
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filmu czy roku budowy domu. Nie sg dzi$ jednak wykorzystywane do obliczen.
Byloby to zbyt ucigzliwe, chociaz Rzymianie za ich pomoca prowadzili zmudne
rachunki.

Okoto cztery tysigce lat przed nasza erg na terenie obecnego Iraku miescit
si¢ kraj zamieszkiwany przez Sumerow. Ich, jak na owe czasy, wysoko rozwi-
nigta kultura wykorzystywata do zapisu liczb tzw. kliny. Liczbe 1 zapisywano za
pomoca pionowanego klina i tak, grupujac kliny, moglismy uzyskac liczby do 9.
Natomiast do zapisu liczby 10 stosowano dwa potaczone kliny.

=1 =10

W taki sposdb mozna byto zapisac liczby od 1 do 99, stawiajac kliny dziesia-
tek po lewej, a kliny jednosci zapisujac po prawej stronie, np. liczba 37 w pismie

A
1\/\/

A
<V

Liczbe 100 Sumerowie zapisywali za pomoca polaczenia klina pionowego

klinowym wyglada nastgpujaco:

i poziomego, a kolejne 1000, 10 000 itd. — umieszczajac znak liczby 10 przed 100.

Powszechnie uwaza si¢, ze Sumerowie postugiwali si¢ najstarszym z dotych-
czas znanych sposobow zapisywania liczb, ktory byt oparty na liczbie 10 (Kry-
sicki, 1986).
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Babilon to jedno z najpotezniejszych panstw starozytno$ci. Znajdowal sie
w Azji Mniejszej miedzy rzekami Eufrat i Tygrys. Tam narodzit si¢ liczbowy sy-
stem babilonski wzorowany na sumeryjskim pismie klinowym. Babilonczycy do
zapisu liczb uzywali 59 znakow, a jesli zaistniata potrzeba wykorzystania zera,
to pozostawiali puste miejsce. Podstawa ich systemu liczbowego byta liczba 60
(Juszkiewicz, 1975, s. 38 i dalsze).

Rysunek 14. Tablica znakow wykorzystywana przez Babilonczykoéw do zapisywania liczb
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Zrédto: Swiatmatematyki.pl, https:/swiatmatematyki.pl/index.php?p=145.

Przyktad

% Za pomoca znakéw babilonskich zapiszemy liczbe, ktorej pierwsza cyfra
w zapisie to 24, druga to 3, a ostatnia to 7.

24 3 7

<Y W
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Aby sprawdzi¢, jaka warto$§¢ ma ta liczba w dziesigtkowym systemie pozy-
cyjnym, musimy dokona¢ nastgpujacych obliczen:

24-60%+3-60'+7-60°=24-3600+3-60+7-1=86587

Podrézujac dalej w poszukiwaniu systemoéw liczbowych, docieramy do
Ameryki Potudniowej i cywilizacji Majow. Majowie to grupa ludnosci indian-
skiej zamieszkujaca tereny obecnie nalezace do potudniowo-wschodniego Mek-
syku, Gwatemali, Belize, Hondurasu i Salwadoru. System liczbowy, ktérym si¢
postugiwali, byt oparty na liczbie 20. Sktadat si¢ z 20 znakow, ktére budowano
przy uzyciu trzech znakéw podstawowych, tj. kropki, poziomej kreski i pustej
miski (lub zdaniem innych — muszli) (Krysicki, 1986, s. 40, 41).

Rysunek 15. Tablica znakéw wykorzystywana przez Majow do zapisywania liczb

Zrédto: na podstawie Ciesielski, Pogoda (2015), s. 30.

Przyktad

X Przedstawmy sposobem Majow liczbe 457. Tu pojawia si¢ pytanie, skad wia-
domo, jakich znakoéw uzy¢. Nie jest to tak oczywiste. Musimy pamigtac, ze
Majowie postugiwali si¢ dwudziestkowym systemem pozycyjnym. Dlatego
przed wyborem znakdéw z tabeli nalezy liczbe 457 podang w dziesigtkowym
systemie pozycyjnym zapisa¢ w systemie dwudziestkowym (analogicznie do
tego, jak zamieniali$my liczbe w systemie babilonskim), czyli 457 =1 - 20% +
2-20' + 17 - 20°. Przy zapisie liczby nalezy uzy¢ znakoéw dla 1, 2 i 17, dzigki
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czemu — przestrzegajgc kierunku zapisu od gory do dotu — otrzymujemy
liczbe 457, ktora w systemie Majow ma postac:

Przenie$my si¢ teraz do starozytnego Egiptu. Najdawniejsze zapisy liczb
w systemie egipskim odnaleziono na pomniku z czaséw I dynastii (okoto 3300 lat
p.n.e) oraz w papirusie Ahmesa' odnalezionym w Tebach. Liczby w systemie
egipskim zapisywano za pomoca hieroglifow od lewej do prawej. Aby zapisac
dang liczbe, powtarzano znaki, a ich wartosci sumowano. Egipcjanie nie znali
zera, a podstawa ich systemu byta liczba 10 (Krysicki, 1936, s. 30).

Rysunek 16. Tablica znakéw wykorzystywana przez Egipcjan do zapisywania liczb

1 10 102 103 10* 10° 10° 107

BRI Q

Zrédto: na podstawie Krysicki (1986).

Przyktady

X Liczba 2022 zapisana za pomocg hieroglifow.

AN

! Papirus Ahmesa, zwany papirusem Rhinda (od nazwiska odkrywcy Alexandra Henry’ego
Rhinda (1833-1863)) jest jednym z najstarszych znanych dokumentéw matematycznych. Zawiera
przyktady rozwiazan probleméw matematycznych z algebry i geometrii. Jego wiek datuje si¢ na
XVII wiek p.n.e.
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x Liczba 2 306 100 zapisana za pomocg hieroglifow.

FITTTT?

Oczywiscie nie sg to wszystkie systemy liczbowe starozytnych cywilizacji.
Zainteresowanego czytelnika odsytam do literatury z zakresu historii matema-
tyki, gdzie bedzie mogl poszerzy¢ swoja wiedzg.

6.1. Zadania - liczby dawnych cywilizacji

Zadanie 6.1

Zapisz w systemie rzymskim nastepujace liczby: 34, 65, 237, 999, 2021, 2494,

Zadanie 6.2

Liczby podane w systemie rzymskim zapisz w dziesigtkowym systemie pozycyj-
nym.

a) MCDXCII,

b) CMXLYV,

¢) CDXCIX,

d) LXXVI.

Zadanie 6.3

Zapisz w systemie rzymskim rok swoich urodzin oraz rok, w ktorym bedziesz
obchodzit 63 urodziny.
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Zadanie 6.4

Zapisz liczby cyframi arabskimi, a nast¢pnie wykonaj dzialania. Wynik obliczen
podaj w systemie rzymskim.

a) XL +LXX+LXXI

b) CCLXVI-CXXXII

c¢) CDLVI: LVl

d) CDX - XXV : CCL

Zadanie 6.5

Zapisz za pomocg hieroglifow liczby podane w dziesigtkowym systemie pozy-
cyjnym.

a) 381,

b) 6957,

c) 1111 113.

Zadanie 6.6

Zapisz za pomocg cyfr babilonskich liczby, w ktorych:

a) pierwsza cyfra to 3, druga to 29,

b) pierwsza cyfra to 1, druga to 5, trzecia to 38.
Przedstaw kazda z nich w dziesiatkowym systemie pozycyjnym w postaci sumy
iloczynow poteg liczby 10 i liczb mniejszych od 10.

Zadanie 6.7

Wypisz wszystkie mozliwe cyfry systemu Majow, ktore mozemy zbudowac, ma-
jac do dyspozycji dwa patyki i trzy kamienie.

Zadanie 6.8

Odczytaj liczby zapisane w systemie Majow. Zapisz kazda z nich w dziesigtko-
wym systemie pozycyjnym.
a) b)
° XXX
( X N J
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Zadanie 6.9

Zapisz za pomoca znakow Majow liczby 156 oraz 254.

Zadanie 6.10

Wybierz dwie dowolne liczby trzycyfrowe i zapisz je:
a) w systemie rzymskim,
b) za pomocg hieroglifow,
¢) w systemie Majow,
d) w systemie babilonskim.



7. Paradoks Hilberta

Wyobrazmy sobie hotel z nieskon-

czong liczbg pokoi. Przyjmijmy,

ze znajduja si¢ w nim tylko pokoje

jednoosobowe ponumerowane 1,

2,3,4,5,6,7,8,9, 10, ... Recep-

cjonista hotelu, Pan Tomek, przy-

dziela pokoje gos$ciom i wrecza

im klucze. W pewnym momencie

okazuje si¢, ze wszystkie pokoje

sa zajete, czyli aktualnie w hotelu

mamy nieskonczong liczbe gosci.

Nagle w drzwiach hotelu pojawia si¢ nieoczekiwany gos¢, dla ktorego pan To-

mek koniecznie musi znalez¢ pokdj. Recepcjonista po krotkim namysle wpadt

na pomyst, by goscia z pokoju nr 1 przenies¢ do pokoju nr 2, goscia z pokoju

nr 2 przenies¢ do pokoju nr 3 itd. W ten sposéb pan Tomek ulokowat przybylego

goscia w pokoju numer 1. Zreszta nie byloby rdznicy, gdyby ostatni go$¢ przybyt

w towarzystwie trzech kolegow. Wowczas pomyst pana Tomka réwniez by si¢

sprawdzit, bo gosci z pokoi 1, 2, 3 1 4 przeniostby do pokoi 5, 6, 7, i 8, zas gosci

Z pokoi 5, 6, 7,1 8 do pokoi 9, 10, 11 1 12 itd. Kazdy z go$ci mialby swdj pokdj.
Nastepnego dnia sytuacja skomplikowata si¢ jeszcze bardziej. Do pelnego

po brzegi hotelu przybyto nieskonczenie wielu gosci, ktorym pan Tomek musiat

przydzieli¢ pokoje. Zastanawial si¢ przez dtuzsza chwilg, po czym postanowit, ze

goscia z pokoju 1 umiesci w pokoju 2, z pokoju 2 w pokoju 4, z pokoju 3 w pokoju

6, z pokoju 4 do pokoju 8 itd. Pomyst pana Tomka polegat na tym, aby gosci z po-

koi o numerach porzadkowych n umie$ci¢ w pokojach z numerami 2n. W ten spo-

sob zwolnit wszystkie pokoje, ktore miaty nieparzysty numer. Wiemy, ze liczb

nieparzystych jest nieskonczenie wiele, zatem wszyscy goscie otrzymali pokoje.



Zastanowmy sie teraz, co si¢ stanie, gdy goscie zaczng opuszczac hotel. Za-
16zmy, ze gos¢ z pokoju 7 postanowi opusci¢ hotel. Wtedy nasz sprytny recep-
cjonista przeniesie goscia z pokoju 8 do 7,z 9 do 8, z 10 do 9 itd. Tym sposobem
w hotelu znéw bedzie komplet gosci, czyli wszystkie pokoje — a przypominam,
ze jest ich nieskonczenie wiele — beda zajete. A co w sytuacji, gdyby hotel po-
stanowilo nagle opusci¢ nieskonczenie wielu gosci? Mysle, ze pan Tomek i Z tg
sytuacja by sobie poradzil, wykonujac operacje przemieszczen gosci w pokojach
odwrotne do tych, ktorych dokonal, gdy do hotelu przybyto w jednej chwili nie-
skonczenie wielu gosci. Okazatoby sie, ze hotel nadal jest peten gosci (Sporer,
1987, s. 113).
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Odpowiedzi do wybranych zadanh

Zadania z rozdziatu pierwszego

Zadanie 1.2

AP, )P OF OF P HHP; g F hF

Przyktady zdan prawdziwych:

(1) W petli znajduja si¢ wszystkie prostokaty.

(2) W petli znajduja si¢ wszystkie male trojkaty.

Przyktady zdan fatszywych:

(1) Poza petla znajduja si¢ tylko nieokragte figury.

(2) Poza petla znajduja si¢ mate kota i mate trojkaty.

Niestety, nie uda si¢ zmieni¢ tak uktadu figur, aby zdania prawdziwe zmienity si¢ w fal-
szywe i odwrotnie. Wynika to ze zdan d i h. Zdania te wzajemnie si¢ wykluczaja.

Zadanie 1.3

a, ¢, f, h, i nie sg zdaniami logicznymi

Zadanie 1.4

Zdania prawdziwe: e, h, zdania falszywe: a, b, c, d, f, g.

Zadanie 1.5
a(~p)=>(@QVvs)
b)(p=q) A (~s)
Opvae~(prq)
d)(pvq) < [(~p) Aq]
e (~p)=>(@vr)

Zadanie 1.6
©)

Zadanie 1.7
d)
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Zadanie 1.8
Gdy z matematyki lub jezyka polskiego nie uzyska oceny bardzo dobre;j.

Zadanie 1.9
Gdy z matematyki i jezyka polskiego nie uzyska oceny bardzo dobre;.

Zadanie 1.10

Prawami rachunku zdan sg: a, b.

Zadanie 1.12
b)

Zadanie 1.13

a) Nieprawda, ze pdjde do filharmonii i nieprawda, ze p6jd¢ do teatru.

b) Nieprawda, ze mam odrobione zadanie domowe z matematyki lub mam odrobione
zadanie domowe z fizyki.

¢) Nieprawda, ze mam 22 lata lub nieprawda, ze mieszkam w Gdansku.

Zadanie 1.14
d)

Zadanie 1.15
a)

Zadanie 1.16
a)a=-2; byz=1; ¢)y=10; d)t=7 (uwaga, to nie sg jedyne mozliwe liczby)

Zadanie 1.17
a) prawda; b) prawda

Zadanie 1.22

prawda



Zadania z rozdziatu drugiego

Zadanie 2.3

a) nie ma

b) @

¢2,3,4

d) 2, {3}

e) 0,9, {0V}
£0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Zadanie 2.5

a) 25, 26, 27, 28, 29, 30
b)1,2,3,4,5

¢) 5, 10, 15, 20, 25, 30
d) 10, 11,12, 13, ..., 24
e

Zadanie 2.6

B =C, bo kazdy element z B nalezy do C i odwrotnie.

Zadanie 2.13
a)c; be o= dc

Zadanie 2.14

a)F; b)P; o)P; d)F; ) P; H)P; ) P; h) P

Zadanie 2.15

Zadnego jezyka obcego nie zna 29 naukowcow.

Zadanie 2.16
b)

Zadanie 2.17
ayP; b)F;, ¢o)P; d)P

Zadanie 2.18

Odpowiedzi do wybranych zadan

a) czworokaty; b) wielokaty; c) rownolegtoboki; d) czworokaty

Zadanie 2.19
A\B = {a}, B\A = {d}

173
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Zadanie 2.21
a){1,2,4,6,85; b) C; ¢) {1,2,3,4,7}; d) {2,4}, ¢ O

Zadanie 2.22
d)

Zadanie 2.23

a) e)




Odpowiedzi do wybranych zadan | 175

Zadanie 2.25
a) {5}; b) x}; o) {c}; d) {2, 4}

Zadania z rozdziatu trzeciego

Zadanie 3.3
a) {(a, a)}; b) 9; ¢) {9, a)}

Zadanie 3.6.

a) {(1,2), (1, 3)}

b) {(1,4), (1,5),(2,4),(2,5),(3,4), 3, 5)}
)0

d) {(1,2,4),(1,2,5),(1,3,4),(1,3,5)}

©) {2, 1,3, D, 41,6, D}

) {(1,2), (1, 3), (1, 4), (1, 5)}

Zadanie 3.8
a)2; b)4; ¢)32

Zadanie 3.10

Kazdej liczbie przyporzadkowano jej czterokrotnosc, f(x) = 4x

Zadanie 3.12
a) fx) =x+2; b) f(x) =2x; ¢) f(x) =2x—1
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Zadanie 3.13

Zadanie 3.14

g@) =x

gb)=b+5

g =b+2
D={a,b,c,x}
D'={x,2,b+2,y,b+5}
Y={x,2,b+2,b+5}

Zadanie 3.20.
a)fn)=n-5D=N,Y=NU {-5,-4,-3,-2,-1}

Zadania z rozdziatu czwartego

Zadanie 4.2
a) 4 021 005; b) 8008

Zadanie 4.3

1 023 456 — milion dwadzie$cia trzy tysigce czterysta pi¢édziesiat szesé

Zadanie 4.4

a)3-102+6-10'+7-10°
b)2-10°+3-10*+0-10*+7-10>2+8-10' +9 - 10°
¢)1-107+0-10°+0-10°+0-10*+2-103+3-102+4- 10" +5 - 10°

Zadanie 4.5

a)2,3,5,7, 11,13, 17, 19, 23, 29

b)4,6,8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28
0 1,4,9 16,25

d) 1, 8,27

e) 5, 10, 15, 20, 25
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Zadanie 4.6

a) 1014, 1299, 2025, 5508, 6099, 8244
b) 1014, 5508, 824

¢) 3440

d) 5508, 8244

Zadanie 4.7
12=3-4=2-6=1-12

Zadanie 4.8
348§=2.2-3-29

Zadanie 4.9
8

Zadanie 4.12
10=3+7

Zadanie 4.14
5

Zadanie 4.19
2,3,4,5,6,7

Zadanie 4.21
5-13+4

Zadanie 4.24

Skoro liczba ma by¢ podzielna przez 15, to jest podzielna przez 3 i 5. Suma cyfr naszej
liczby wynosi 6, zatem liczba jest podzielna przez 3. Ponadto cyfra jednosci naszej liczby
to 5, zatem liczba jest podzielna przez 5. Stad wynika, ze liczba jest podzielna przez 15.

Zadanie 4.31
b)

Zadanie 4.32
©)

Zadanie 4.33
©)
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Zadanie 4.34
©)

Zadanie 4.35
a)

Zadanie 4.36
d)

Zadanie 4.37

a) 559, przemiennos¢ i Iaczno$¢ dodawania

b) 278, tacznos¢ dodawania

¢) 640, tacznos¢ mnozenia

d) 700, przemienno$¢ i facznos¢ mnozenia

e) 242, przemiennosc¢ i taczno$¢ dodawania

f) 3700, przemienno$¢ mnozenia

g) 187, rozdzielno$¢ mnozenia wzglgdem dodawania
h) 2277, rozdzielnos¢ mnozenia wzglgdem odejmowania
1) 3876, rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania
J) 1700, rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania
k) 400, rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania

Zadanie 4.38

a) 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80, 88

b) 51, 68, 85, 102, 119, 136

c) 112, 140, 168, 196, 224, 252, 280, 308
d) 504, 576, 648, 720, 792, 864, 936

Zadanie 4.40
(999-99):12=75

Zadanie 4.41

a)Das={1,2, 4,7, 14,28}
b) Dis={1, 2, 3, 6, 13, 26, 39, 78}
©) Dsi2={1,2, 4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 512}
d)Ds.6={1,2,3,4,6,8, 12,24}

Zadanie 4.48
b)



Odpowiedzi do wybranych zadan | 179

Zadanie 4.49
250

Zadanie 4.56
©)

Zadanie 4.57
©)

Zadanie 4.58
d)

Zadanie 4.59
a) 26; b) 2; ¢) 120; d) 176

Zadanie 4.60
©)

Zadanie 4.63

A x B = {(a, a), (a, b), (a, ¢), (a, d), (B, a), (B, b), (B, ©), (B, d), (v, a), (v, b), (1, ©), (1, d)},
k(A) = 3, k(B) = 4, k(A x B) = 12

Zadania z rozdziatu pigtego

Zadanie 5.1
a) 81; b) 683; c¢)475; d) 55

Zadanie 5.2

a) (1 001 110)2

b) (100 101 000)2

¢) (1 011 101 100},

d) (101 000 000 100),

Zadanie 5.3

a) 10 000 010
b) 10 001 111
¢) 11010 111
d) 1011
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Zadanie 5.4

a) (1133)4, (2021)s
b) (10 0113, (102 020)s
¢) 99, 702
d) 97,220

Zadanie 5.6

a) (11 002)3
b) (10 101 100),

Zadanie 5.7

a) w zapisie liczby wystepuje 4
b) w zapisie liczby wystepuje 6 1 8

Zadanie 5.8
system siodemkowy

Zadanie 5.10

a) (121 120 100)3
b) (131 530)s

o) (17 510)

d) (6BA6)12

Zadanie 5.11

a) (2 021 102 210)3
b) (2 413 122)s

¢) (127 363)g

d) (44 78710

Zadania z rozdziatu szdstego

Zadanie 6.1
XXXIV; LXV; CCXXXVII; CMXCIX; MMXXI; MMCDXCIV

Zadanie 6.2
a) 1492; b) 945; ¢) 499; d) 76

Zadanie 6.4
a) CLXXXI; b) CXXXIV; ¢) VIII; d) XLI



Odpowiedzi do wybranych zadan | 181

Zadanie 6.5
a) b) ©)

Zadanie 6.6
a)

- YYY

YYY
LYY

a)l-20'+3-20°=20+3=23
b) 19 - 20! + 5 - 20° =380 + 5 = 385
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