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Wprowadzenie

Matematyka — jako jedna z najbardziej jednoznacznych dziedzin wiedzy,
ustrukturyzowana i potaczona w logiczng cato$¢ — w przestrzeni swoich rozwazan
umieszcza abstrakcyjne obiekty opisane charakteryzujacymi je wtasno$ciami. Nie-
stety potocznie kojarzona jest z rachunkami szkolnymi, rysunkami geometryczny-
mi i ogromng liczbg schematéw umozliwiajacych rozwigzywanie zadan, zazwy-
czaj typowych. Taki sposob postrzegania uwypukla jej niewlasciwe pojmowanie
oraz wskazuje na prawdopodobne zle doswiadczenia szkolne z nig zwigzane.

Uwarunkowana kulturowo potrzeba postugiwania si¢ matematyka wy-
musza na nas koniecznos$¢ korzystania z jej dorobku. Jednak mimo swojej po-
wszechno$ci ma niestety wiecej przeciwnikow niz zwolennikéw. Czesto moze-
my ustysze¢: Ach ta matma! Ja nie lubie matematyki! Matematyka jest trudna. Ja
nigdy nie wiedzialem(-lam) o co chodzi na matematyce. Z drugiej strony dajg sie
stysze¢ glosy przekonujace nas o wadze matematyki, jej zbawiennym wptywie
na rozwoj logicznego myslenia czy niezbednosci istnienia w zakresie kompe-
tencji wyksztalconego cztowieka. Do dzi§ panuje powszechny poglad, ze ma-
tematyczne sukcesy §wiadcza o wysokiej inteligencji. Dwa funkcjonujace obok
siebie poglady na matematyke uwypuklaja podzial na oponentow wszelkiego po-
znania matematycznego i sympatykow kazdej mysli z nig zwigzanej. Potocznie
styszymy, ze cate spoteczenstwo mozemy podzieli¢ na ,,humanistow” i ,,umysty
sciste”. Czy rzeczywiscie tak jest? Przywotany stereotyp czesto wykorzystuje
si¢ w celu usprawiedliwienia niskich kompetencji matematycznych. Okreslita-
bym go mianem mitu, poniewaz przy przecictnych mozliwosciach poznawczych
I w odpowiednio zorganizowanym $rodowisku matematyki szkolnej moze na-
uczy¢ si¢ kazdy.
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Nieformalna edukacja matematyczna rozpoczyna si¢ bardzo wczesnie.
Dzieci doswiadczaja jej jeszcze przed rozpoczeciem zorganizowanej nauki szkol-
nej. Doswiadczenia te sg zwigzane z postugiwaniem si¢ matymi liczbami, roz-
poznawaniem ksztaltow czy porzadkowaniem obiektow. Wszystkie te czynnosci
zdajg si¢ by¢ dla dzieci naturalne z racji tego, ze spotykaja si¢ z nimi chociazby
podczas rozméw miedzy dorostymi, z dorostymi, a takze w gronie réwiesnikow.
Obecnos¢ matematyki w naszej kulturze jest nie tyle uzasadniona, co przybiera
forme statego, naturalnego elementu naszego zycia. I tak, to co poczatkowo dzie-
ciom wydaje si¢ naturalne, poprzez szkolng formalizacje staje si¢ trudne, odlegte
i czesto bywa zrodtem wielu trudnosci zwigzanych z tg piekna dziedzing wiedzy.

Ksztatcenie umiejetnosci matematycznych, réznie postrzegane na prze-
strzeni lat, mocno zwraca si¢ w kierunku aktywnos$ci wtasnej dziecka. Uczenie
si¢ matematyki jako rozumne budowanie wtasnych struktur umystowych powin-
no stanowi¢ podstawe praktyki edukacyjnej. Wood, rozwazajac kwestie dotycza-
ce dziecigcych trudnosci w uczeniu si¢ matematyki, zwraca uwage na badania
przeprowadzone przez Nunes i Bryant, na podstawie ktérych wywnioskowano,
ze dzieci sg gotowe do uczenia si¢ matematyki w szkole, i ustalono, ze dysponujg
pewnym rozumieniem poje¢ matematycznych juz przed tym, zanim zostang for-
malnie ich nauczone (Wood, 2006). Wskazuje to, ze przyczyna trudnosci pojawia-
jacych si¢ w uczeniu matematyki moze by¢ zle nauczanie, co potwierdzajg spo-
strzezenia Jeana Piageta. Jego $miata autorska hipoteza mowi, ze niepowodzen
szkolnych w zakresie przedmiotow $cistych powinnismy dopatrywac si¢ w na-
uczaniu, ktore nie sprzyja rozwojowi ucznidw. Badacz twierdzi, ze wsrod przy-
czyn tych nadmiernych trudnosci znajduje si¢ brak zrozumienia sposobu naucza-
nia, nie za$ nauczanych tresci (Piaget, 1977a). Drugg istotng kwestig podnoszona
W nauczaniu matematyki jest konieczno$¢ odwotywania si¢ do dotychczasowych
doswiadczen dziecka oraz przyjecie zatozenia, ze matematyka nie sktada si¢ z ka-
watkow, lecz jest ciagla, spdjng i hierarchiczng strukturg. Postuguje si¢ wlasnym
jezykiem, a ubrana w abstrakcyjne pojgcia stanowi ogromne wyzwanie, ktoremu
muszag sprosta¢ i uczniowie, i nauczyciele.

Rodzi si¢ zatem pytanie: W jaki sposob nauczyciele powinni aktywnie wspie-
ra¢ dziecko podczas rozwigzywania problemow i tworzenia konstrukcji pojeciowych
W zakresie matematyki? Poszukiwania odpowiedzi trwajg bezustannie. Wiemy jed-
nak, ze nauczyciele powinni koncentrowac si¢ na przeksztatcaniu spontanicznej ak-
tywnosci dziecka w dziatalno$¢ skoncentrowana na celu (Wygotski, 1978), wspiera¢
rozwoj myslenia dziecka (Bruner, 1978), a takze celowaé dziataniami dydaktycz-
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nymi w strefe najblizszego rozwoju dziecka (Wygotski, 2002). Wazne jest, aby
umozliwia¢ uczniom badanie i eksperymentowanie, zaniecha¢ zbyt pospiesznego
przechodzenia od struktury jakosciowej omawianych zagadnien do bezpodstawnie
szybkiego wprowadzania stosunkoéw liczbowych i praw iloSciowych oraz bardzo
mocno akcentowa¢ uczenie si¢ jako proces prowadzacy do odkrywania praw i re-
gut funkcjonujgcych w matematyce (Bruner, 1978). Mimo uptywu czasu, zalecenia
dla organizacji warunkow sprzyjajacych rozwojowi kompetencji matematycznych
zdajg sie by¢ nadal aktualne i co wiecej — nadal w niewielkim stopniu realizowane
we wspolczesnej praktyce edukacyjnej. Mowia o tym chociazby trudnosci, ktorych
uczniowie doswiadczajg, a ktore ujawniajg sie m.in. w miedzynarodowych bada-
niach kompetencji matematycznych TIMSS' czy PISA”.

Jak podkre$la Zofia Krygowska, przewodnig zasadg w hauczaniu matema-
tyki jest zasada ,,aktywnego i $wiadomego udziatu ucznia w procesie nauczania”
(Krygowska, 1977a, s. 3). Autorka zasadg¢ t¢ uznaje za nicodzowny warunek re-
alizacji zadan szkoty w zakresie ksztalcenia matematycznego, uzasadniajgc, ze
wykorzystanie nawet najbardziej atrakcyjnych i nowoczesnych metod naucza-
nia czy pomocy dydaktycznych nie zagwarantuje nam uczenia si¢ uczniow. Na
pierwszy plan w procesie ksztalcenia wysuwa sie zatem konieczno$¢ zabiega-
nia o rozwoj aktywnosci uczniowskiej i uznanie jej za jeden z gtéwnych celow
ksztatlcenia matematycznego uczniow, takze we wezesnej edukacji. To ona, zda-
niem Krygowskiej, pozwala na systematyczne utrwalanie materialu nauczania
oraz decyduje o0 rezultatach tego procesu (Krygowska, 1977a). Jako ze uczenie
si¢ matematyki jest procesem skomplikowanym i W wigkszos$ci przypadkow trud-
nym do samodzielnej realizacji, warto w edukacji matematycznej podjaé trud
nauczenia uczniow uczenia si¢ matematyki. Uczenie si¢ matematyki mozemy
rozwaza¢ z Kilku perspektyw. Pierwsza to przyjmowanie i asymilowanie infor-
macji przekazywanych przez nauczyciela lub pochodzacych z réznych zrodet,
tj. podrgcznikdow szkolnych, opracowan naukowych i popularyzujacych matema-
tyke czy z funkcjonujacych na réznych etapach ksztatcenia kompendiow wie-
dzy. Druga to wykorzystanie zgromadzonych informacji do rozwiazywania za-
dan o charakterze ¢wiczeniowym lub nowych, ktérych rozwiazanie niesie z sobg
kolejne informacje. Mamy jeszcze trzecia mozliwos¢, czyli odkrywanie wiedzy

U TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) — Migdzynarodowe Badanie Wynikow Na-
uczania Matematyki i Nauk Przyrodniczych.

2 PISA (Programme for International Student Assesment) — Program Mig¢dzynarodowej Oceny Umiejetnosci
Uczni6w.
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matematycznej, tj. subiektywnie nowych poje¢, twierdzen i metod wykreowanych
w trakcie tworczej dziatalnosci matematycznej przez samego ucznia lub rowie-
$nikow w trakcie zaje¢. Wiemy, ze tak wyroznione przez Krygowska elementy
zdobywania wiedzy matematycznej przeplataja si¢ ze soba w toku ksztatcenia.
Jednak to, na co chciatabym zwroci¢ uwagg, wigze si¢ wiasnie z ostatnim elemen-
tem, czyli odkrywaniem w toku uczenia si¢ matematyki.

Odkrywanie matematyki, ktéremu po$wigcono niniejsze opracowanie, nie
jest rozpatrywane w obszarze spontanicznego dziatania uczniéw. Wigze je ze $cis-
le okreslonymi przez podstawe programowa ksztatcenia ogdlnego celami naucza-
nia, gdyz w sytuacji, w ktdrej nie ustalono a priori zakresu treSci matematycznych
I nie okreslono listy wymagan edukacyjnych, odkrywanie matematyki mogtoby
si¢ ogranicza¢ do zaspokajania naturalnej cieckawosci poznawczej dziecka, jednak
tylko w granicach sytuacji realnych, czyli tych, w ktorych znalazto si¢ dziecko.
Wiedzac, ze uwarunkowania $rodowiskowe, do$wiadczenia dziecka oraz jego
potrzeby edukacyjne sa zroznicowane, nie mozemy oczekiwaé, ze osiggniecie
pewnego poziomu znajomosci matematyki w catej populacji jest oczywiste. Po-
trzebujemy raczej ukierunkowanego i zorganizowanego odkrywania wiedzy ma-
tematycznej, a jest to mozliwe we wiasciwie zorganizowanych warunkach szkol-
nych. Warto dodac, ze proponowane ujecie rozni si¢ w bardzo waznej kwestii od
tradycyjnego podejscia do nauczania. Mysla przewodnia nauczania skierowanego
na odkrywanie matematyki jest taka organizacja Srodowiska uczenia si¢ uczniow,
w ktorej odczuwaja oni poglebione rozumienie tresci matematycznych oraz budzi
si¢ w nich odpowiedzialnos¢ za efekty wtasnej pracy. Oczekiwana zmiana postaw
uczniowskich powinna obejmowac rowniez poglgbione rozumienie tego, czym
jest matematyka, dostrzezenie jej uzytecznosci i korzysci ptynacych z umiejetno-
$ci postugiwania si¢ nig. Na koniec warto podkresli¢, ze to wtasnie uczniowskie
odkrycia pozwalajg na zglebianie metod matematycznych przy jednoczesnym
wyposazaniu ich w narzedzia wyzwalajace samodzielno$¢ poznawcza.

Nauczanie skierowane na odkrywanie nie jest nowym rozwiagzaniem me-
todycznym, ale wcigz mato popularnym we wspolczesnej praktyce edukacyjne;j.
Lekcje budowane w tym podejsciu od poczatku do konca sg poswiecone dzia-
faniom uczniow, ktorzy w toku realizacji zadan odkrywajg prawa i reguly ma-
tematyczne, zwiazki i zalezno$ci migdzy obiektami matematycznymi, a takze
ksztaltuja nowe pojecia. Proponowane rozwigzanie cechuje zwrot aktywnos$ci
uczestnikéw lekcji. Strong aktywna staja si¢ uczniowie, a nauczyciele towarzysza
im w procesie poznania. Niestety proponowane nauczanie poprzez odkrywanie
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ma réwniez swoje wady. Wymaga od nauczycieli nie tylko wiedzy merytorycznej
z zakresu matematyki, znajomosci charakterystycznych cech rozwojowych dziec-
ka oraz umiejetnosci metodycznych w zakresie planowania i organizacji pracy
na lekcji, ale réwniez czasu i nakladu pracy, jaki musza przeznaczy¢ na przy-
gotowanie zaje¢. Czy warto podjac ten trud? Mysle, ze tak. Nauczanie poprzez
odkrywanie przyczyni si¢ nie tylko do wzrostu matematycznych kompetencji
ucznidw, ale uczyni matematyke ciekawsza, zrozumialszg i atrakcyjniejsza, takze
dla nauczycieli. Pamigtajac, ze wprowadzanie dziecka w §wiat matematyki nie
oznacza przekazywania zbioru gotowych schematow postepowania do pamigcio-
wego opanowania, dbajmy o wyksztatcenie kompetencji utatwiajgcych sprawne
funkcjonowanie w otaczajacej nas rzeczywistosci.

Konstrukcja niniejszego opracowania prowadzi czytelnika przez trzy roz-
dziaty, koncentrujac si¢ kolejno na mozliwosciach poznawczych dziecka i pogla-
dach na ich rozwdj, samym akcie odkrywania matematyki, az po scharakteryzo-
wanie nauczania sprzyjajacego dziecigcym odkryciom. W pierwszym rozdziale
nakre$lono psychopedagogiczne podstawy poznania matematycznego dziecka.
Wyrdzniono nie tylko elementy procesow sprzyjajacych rozwojowi najmtodszych
uczniow, ale rowniez podkreslono ich mozliwosci i potrzeby edukacyjne. Roz-
dziat konczy si¢ przywotaniem gtéwnych oczekiwan wobec nauczania matema-
tyki w klasach I-1IT formutowanych na podstawie dostrzeganych mankamentéw
procesow edukacyjnych oraz refleksja nad mozliwosciami sprostania spotecznym
oczekiwaniom. Drugi rozdziat poswiecono odkrywaniu matematyki, a doktadniej
procesom, ktore silnie aktywuja si¢ podczas dziecigcych odkry¢ matematycz-
nych. Rozdziat trzeci w calo$ci poswiecono metodzie nauczania skierowanego
na odkrywanie matematyki. Oprocz podstaw teoretycznych proponowanego roz-
wigzania zwrdcono uwage na pojawiajace si¢ w literaturze przedmiotu jego zalety
i wady oraz zaproponowano konstrukcj¢ lekcji, ktora zostata zilustrowana przy-
ktadami zaje¢¢ matematycznych dla ucznidw na pierwszym etapie edukacyjnym.






1. Psychopedagogiczne podstawy poznania matematycznego

To, ze uczymy si¢ przez cate zycie, nie podlega dyskusji. Poczatkowo
w szkotach w sposob zorganizowany, pdzniej samodzielnie, poszukujac odpo-
wiedzi na nurtujace nas pytania. Nieustannie ksztaltujemy nowe umiejgtnosci
potrzebne nam w zyciu codziennym, a takze zawodowym. Jednak trudnos$¢ nie
polega na tym, ze mamy si¢ uczy¢, a raczej koncentruje si¢ wokét pytania: Jak
si¢ uczy¢, aby uzyskac najlepsze efekty? Poszukujac odpowiedzi na to pytanie,
nalezatoby zwréci¢ si¢ w kierunku psychologii, ktora zajmuje si¢ badaniami nad
ludzkim zachowaniem i stara si¢ m.in. odpowiedzie¢ na pytania stawiane o Opty-
malizacj¢ procesu ksztalcenia. Optymalizacje, ktorej gtownym celem staje si¢
zorganizowanie w szkotach doskonatego srodowiska uczenia si¢ uczniow.

Na proces ksztatcenia sktadaja sie dwa zalezne od siebie procesy, tj. uczenia
si¢ 1 nauczania. Pierwszy jest aktywnoscig ucznidéw, a drugi nauczycieli. Procesy
te, réznie rozumiane na przestrzeni lat, réznie ksztattowaty prace szkét. Rozwaza-
nia o podstawach ksztatcenia matematycznego chciatabym rozpocza¢ od prezen-
tacji stanowiska, ktore bedzie dominowato w catym opracowaniu. Z uwagi na to,
ze na proces ksztalcenia sktadajg si¢ uczenie si¢ uczniéw i nauczanie nauczycieli,
warto okresli¢ relacje, jakie moga miedzy nimi wystapi¢. Mozemy wyrdznic trzy
typy relacji opisujgcych range kazdego z uczestnikow edukacji szkolnej. Pierwsza
Z nich czyni dominujacym nauczanie, w ktérym najwazniejsza osobg na lekcji sta-
je sie nauczyciel i to, co ma do przekazania. Uczenie si¢ w tej sytuacji polega na
przyswajaniu informacji przekazanych przez nauczyciela i ¢wiczeniu sprawnos$ci
W rozwigzywaniu zadan zaproponowanym sposobem. Kolejna relacja na rowni
traktuje uczenie si¢ i nauczanie, dzielac zajecia edukacyjne na epizody z domina-
cja raz to nauczyciela, innym razem ucznidéw. Ostatnia, ktoérg uczynitam wiodaca
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W niniejszym opracowaniu, najwigksze znaczenie przypisuje uczeniu si¢ uczniow.
To w tym wypadku uczen staje si¢ strong aktywng poznawczo, a przede wszyst-
kim odpowiedzialng za wtasne uczenie si¢, ktore jest indywidualnym procesem
budowania i konstruowania wtasnej wiedzy. Nauczycielowi za$ wyznaczam role
organizatora $Srodowiska uczenia si¢ uczniow i animatora, w naszym przypadku
— matematycznej rzeczywistosci. Glownym zadaniem nauczyciela staje si¢ ak-
tywizowanie ucznidw i zachgcanie do podejmowania intelektualnych wyzwan.
Dominujgca w tym ujeciu potrzeba koncentracji na osobie ucznia wymusza na
nauczycielach poglebiong analize i refleksj¢ nad sposobami uczenia si¢ uczniow
oraz nad efektywnoscia dziatan dydaktycznych.

Podejmowanie intelektualnych wyzwan przez naszych uczniow wiaze si¢
bezposrednio z ich mozliwo$ciami poznawczymi, zasobem dotychczasowych
osiagnig¢ i nagromadzonych do§wiadczen, a takze z motywacja do dziatania i za-
spokajaniem naturalnej ciekawosci poznawczej. Dlatego wtasnie, okreslajac go-
towo$¢ dziecka do podjecia aktywno$ci matematycznej, nalezatoby zapoznac sie
z dotychczasowymi odkryciami i spostrzezeniami zwigzanymi z tym, jak uczg si¢
nasze dzieci, jak rozumuja podczas wzmozonej dziatalno$ci intelektualnej, a tak-
ze ktore z nich w trakcie uczenia si¢ aktywno$ci umozliwiaja najlepszy w danych
warunkach rozwdj. Problem ten nie jest nowy, a odpowiedzi na to pytanie poszu-
kiwato wielu znamienitych naukowcow.

1.1. Zarys psychologicznych koncepcji rozwoju cztowieka

Jean Piaget (1896-1980), jak wspomniano we wprowadzeniu, wysuwa
$mialg hipotezg, w ktorej to uzaleznia niepowodzenia szkolne w zakresie przed-
miotow $cistych od niewlasciwego nauczania. Wéréd nadmiernych przyczyn
owych trudnosci wskazuje brak zrozumienia ,,raczej sposobu nauczania, nie za$
jego tresci” (Piaget, 19774, S. 24). Zwraca uwage na zbyt pospieszne przechodze-
nie od struktury jakoSciowej omawianych zagadnien do bezpodstawnie szybkie-
go wprowadzania, np. stosunkdw liczbowych i praw ilosciowych. Bardzo mocno
akcentuje aktywno$¢ uczacych sie. Uznaje, ze ma ona prowadzi¢ do odkrywania
lub przynajmniej odtwarzania praw i regut funkcjonujacych w danej dziedzinie
(Piaget, 19774, s. 28). Dominujgca w jego teorii potrzeba zmiany o sposobie my-
$lenia dzieci podnosi range aktywnos$ci wilasnej jednostki. Samodzielne czynno-
$ci dziecka w $wiecie rzeczywistym badacz czyni podstawa myslenia cztowieka
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(Wood, 2006). Wskazuje, ze to wlasnie one umozliwiajag nabywanie umiejetnosci
oddzialywania na $wiat i pozwalajg dostrzec skutki podejmowanych dziatan. Tak
postrzegane mys$lenie dziecka ukazuje, Ze r6zni si¢ ono od myslenia dojrzatej jed-
nostki, a co wiecej — implikuje potrzebe dziatan pozwalajacych owa dojrzatosé
osiggnac. Rozwdj postrzegany nie jako kumulacja kolejnych wiadomosci i umie-
jetnosci z danego zakresu, a jako samokierowane dziatania, ma prowadzi¢ dziec-
ko do coraz lepszego rozumienia $wiata.

Piaget definiuje rozwoj intelektualny jako nieprzerwanie trwajgce rowno-
wazenie si¢ dotychczas uksztattowanych struktur poznawczych (Piaget, 1966,
s. 12). W wyniku wielu ré6znorodnych do§wiadczen schematy poznawcze ulegaja
regularnym przeksztatceniom w kierunku doskonalszych, petiejszych i trwal-
szych. Wszystkiemu towarzyszg czynnosci regulacyjne: asymilacja i akomodacja.
Asymilacja ma miejsce wtedy, gdy do juz istniejacych schematéw zmystowo-ru-
chowych lub pojeciowych wlaczamy nowy, pochodzacy z zewnatrz element. Moze
nim by¢ dotychczas niespotykane zdarzenie, przedmiot lub wcze$niej niedostrze-
zone cechy obiektu. Odpowiadajaca za zmiany ilosciowe asymilacja koncentruje
si¢ na uzupehianiu funkcjonujgcych schematow umystowych o nowe informa-
cje i wzmacnianiu ich. Natomiast drugi z procesow, akomodacja, wymusza ko-
nieczno$¢ modyfikacji istniejacych struktur poznawczych w celu uwzglednienia
odmiennych od juz uksztattowanych systemow umystowych. Oba te procesy sa
scisle ze sobg powigzane. Ich wspotwystepowanie umozliwia nie tylko zwigksze-
nie zasobow umystowych, ale takze pozwala taczy¢ w cato$¢ poczatkowo wyizo-
lowane systemy wiedzy jednostki (Piaget, 1981, s. 8-16). Tak rozumiany rozwoj
intelektualny implikuje wazne przestanki dla zorganizowanego nauczania. Ot6z
z jednej strony podkresla ustrukturyzowanie i hierarchiczno$¢ wiedzy, a z dru-
giej wskazuje na mozliwo$¢ wystepowania wiedzy z danego zakresu w postaci
odrgbnych schematow. Dla prawidlowo przebiegajacego rozwoju intelektualnego
dziecka wazny jest zatem sposOb organizacji nowych tresci, doswiadczen i przede
wszystkim tgczenie ich w cato$¢ tworzaca rozbudowane, trwate struktury. Daze-
nie do zachowania rownowagi mi¢edzy tym, co uksztaltowane, a tym, co nowe, jest
procesem ciaglym, ale rozni si¢ aktywnosciami wiasciwymi dla danego okresu
rozwojowego. To wlasnie mozliwosci poznawcze cztowieka determinujg cechy
dobrej organizacji procesu uczenia si¢. Warto doda¢, ze Piaget nie wskazywat wy-
raznej potrzeby wystepowania nauczyciela. Twierdzil, Ze istota rozwoju intelek-
tualnego dziecka jest ciagte oddzialywanie miedzy nim a srodowiskiem, a wiedza
I struktury poznawcze rozwijaja si¢ w jego wlasnym umysle (Piaget, 1981).
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Piaget, koncentrujac si¢ w swoich badaniach na rozwoju intelektualnym,
wyroznit cztery wspomniane wczesniej stadia, czyli hierarchicznie powiazane
okresy rozwojowe, w ktorych kolejne obejmuja osiagnigcia poprzedniego i zo-
stajg uzupekione o nowe (Ledzinska, Czerniawska, 2011). Poszczegdlnym okre-
som zostaly przyporzadkowane granice wiekowe, ktore — co warto podkresli¢
za autorem koncepcji — nie sg sztywne i moga si¢ zmienia¢ dla kazdej dojrze-
wajacej jednostki. Pierwszy z tych okresow, sensoryczno-motoryczny, przypada
na czas od urodzenia do drugiego roku zycia. Wsrdd jego najwigkszych osiag-
ni¢¢ wskazywano uksztalttowanie podstawowej wiedzy o sobie samym i ota-
czajacej rzeczywistosci. Na podstawie zgromadzonych za pomocg narzadoéw
zmystu i wlasnej aktywnos$ci ruchowej informacji powstaja pierwsze schematy
sensoryczno-motoryczne, ktore utatwiajg funkcjonowanie w zyciu codziennym.
Rozwdj umystowy w tym czasie koncentruje si¢ wokot inteligencji praktycznej,
przyczyniajac si¢ do adekwatno$ci zachowania dziecka w stosunku do otoczenia
(Brzezinska, 2020).

Kolejny okres, przypadajacy mniej wiecej na czas od drugiego do siodme-
go roku zycia, wzbogacony o wyobrazenia rzeczywistych przedmiotow, nazwany
przedoperacyjnym. W tym czasie pojawia si¢ zdolnos¢ do odtwarzania w umysle
nieobecnych fizycznie przedmiotow, ale nie wystgpuje jeszcze umiejetnosc ich
przeksztatcania czy tez dostrzegania i wskazywania zwigzkéw migdzy nimi i ich
elementami. Aktywnos$¢ dziecka staje si¢ bardziej celowa niz w poprzednim okre-
sie, skoncentrowana na poznawaniu $wiata zewngtrznego, ale nadal w gtownej
mierze umiejscowiona w uktadzie, ktérego centrum stanowi ono same (dziecigcy
egocentryzm). Nastepuje wzbogacenie dotychczasowych struktur umystowych
i ich rozbudowa, ktéra w dalszym ciggu wspierana jest manipulacjami obiekta-
mi rzeczywistymi. Rozwija si¢ umiejetnos¢ analizy 1 syntezy wzrokowej oraz
stuchowej. Mtodzi ludzie zaczynajg dostrzegaé braki w swojej wiedzy i chetnie
zwracajg si¢ z prosba o jej uzupetnienie. Wyraznie odrozniajg dziatania poznaw-
cze od innych aktywnos$ci. W tym okresie szybko rozwija si¢ mowa i wzrasta za-
sob opanowanych pojec. Pojawia si¢ zdolnos$¢ do realizacji wyznaczonych zadan
oraz przyswajania regul i zasad obowigzujacych w grupie. Gtownag aktywnos$cig
dziecka nadal jest zabawa, w ktorej to zaczyna odgrywac role os6b zaobserwo-
wanych w najblizszym otoczeniu, uczac si¢ w taki sposéb zasad funkcjonowania
w spoteczenstwie (Brzezinska, 2020, s. 198-199).

Trzeci okres, przypadajacy na czas od okoto siddmego do jedenastego roku
zycia, to stadium operacji konkretnych. W tym czasie dziecko jest w stanie prze-
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prowadzi¢ operacje umystowe proste i ztozone, jednak ciagle majace swoje zrodta
W dziataniach konkretnych. Stopniowo pojawia si¢ umiejetno$¢ operowania poje-
ciami abstrakcyjnymi. Odwracalnos$¢ operacji myslowych, ktorej zaczatki moglis-
my obserwowac juz we wczesniejszym stadium, w dalszym ciggu jest mozliwa
tylko w przypadku czynnosci uprzednio obserwowanych. Jest to niezwykle istotna
cecha, bo wiasnie dzigki niej dzieci zaczynaja postugiwac si¢ coraz bardziej ztozo-
nymi strategiami poznawczymi i organizacyjnymi, a takze opanowuja umiejetnoscé
czytania i pisania. Nastepuje dalszy rozwdj kontrolowania wlasnych emocji, dzieki
czemu dziecko dtuzej 1 z wigkszym zaangazowaniem koncentruje si¢ na realizacji
wyznaczonego zadania. Ksztaltujg si¢ strategie poznawcze i zaczatki metapozna-
nia. Wzrasta znaczenie grupy rowiesniczej, przejawiajace si¢ przyjmowaniem obo-
wiagzujgcych w niej zasad i silng potrzebg akceptacji z jej strony. Pojawiaja sie pod-
stawy rozumowania przez analogi¢ i klasyfikacja. Nastepuje rozwoj samooceny,
uwidaczniajacy si¢ we wzroscie trafnosci oraz umiejetnosci wykorzystywania jej
do planowania i organizacji pracy. Charakterystyczna dla tego okresu zdolnos¢ do
decentracji umozliwia ujmowanie rzeczywistosci z réznych perspektyw. W aspek-
cie poznawczym oznacza to zdolno$¢ do taczenia i jednoczesnego porownywania
wiecej niz jednej cechy badanego obiektu oraz rozpatrywania sytuacji problemo-
wej w kontekscie kilku rozwigzan. Natomiast w aspekcie socjalnym (okreslana
mianem decentracji interpersonalnej) pozwala dziecku przyja¢ inny, nie tylko wtas-
ny punkt widzenia. Zawdzigczmy jej zdolnos¢ trafnego postrzegania innego czto-
wieka, rozumienia przyjetego przez niego stanowiska, modyfikowania wiasnych
dziatan na podstawie spodziewanych reakcji przy jednoczesnym zachowaniu wias-
nego punktu widzenia. Zdolno$¢ dziecka do decentracji uznawana jest za sukces
tego okresu rozwojowego (Trempata, 2011, s. 245).

Ostatnim docelowym stadium rozwoju intelektualnego cztowieka jest
okres operacji formalnych. W tym okresie rozumowanie dziecka nie ograni-
cza si¢ do materialu konkretnego, ale zaczyna coraz szerzej obejmowac abs-
trakcyjny, by wreszcie osiagnaé poziom pelnej uniwersalizacji mys$lenia. Jest
to czas, w ktorym cztowiek nie tylko doskonali mys$lenie formalne, ale rozwija
zainteresowania §wiatem wartosci, idei, nauki oraz ksztattuje wtasng tozsamos¢
i $wiatopoglad (Trempata, 2011). Tworzace si¢ coraz doskonalsze formy umy-
stowe maja duzy wplyw na rozwoj spoteczny, moralny, uczuciowy oraz osobo-
wosciowy. Stabilno$¢ i ciggtos¢ rozwoju, ktorg zaktadat Piaget, miaty na celu
pelng adaptacje jednostki do srodowiska. Osiggnigcia stadium operacji formal-
nych stanowig podstawe autonomicznego funkcjonowania jednostki w otacza-
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jacej rzeczywistosci przy jednoczesnej zdolnosci realnego oddziatywania na nig
(Inhelder, Piaget, 1970).

Teoria Piageta znaczaco przyczynila si¢ do zmian w postrzeganiu rozwoju
intelektualnego cztowieka i do dzi$§ stanowi zrédto inspiracji dla kolejnych badan,
a mimo to nie obronita si¢ przed krytyka. Wsrdd zarzutdw wysuwanych pod adresem
prac tego znamienitego psychologa znalazto si¢ okreslenie ram czasowych kolejnych
stadiow rozwojowych, ktére — moim zdaniem — odgrywaja drugorzedna role w calej
teorii. Do budowania przestrzeni edukacyjnej dziecka najistotniejsze jest stanowisko
dotyczace cigglosci procesu rozwoju i mozliwosci stymulowania go. Inny zarzut od-
nosilt si¢ do podstaw metodologicznych prowadzonych badan. Zadaniom wykorzy-
stywanym w badaniach zarzucano btedy w sformutowanych pytaniach, pomijanie
kontekstu spotecznego badanego, niedocenianie roli jezyka, czy wreszcie wyrazono
wyrazny sprzeciw wobec sztywnego przypisania cechy rozwojowej do danego
stadium (Wood, 2006, s. 54-62). Dla nas jednak najistotniejsze staje si¢ postrzeganie
samego rozwoju jako ksztattowanie si¢ coraz doskonalszych struktur umystowych
oraz opisanie mozliwo$ci poznawczych dziecka w zaleznosci od wieku.

W kulturowo-spotecznej koncepcji rozwoju Lwa Siemionowicza Wygot-
skiego (1896-1934) réwniez kluczowa role przypisano aktywnosci wlasnej dziec-
ka. Rozwdj, postrzegany jako nastgpstwo interakcji ze srodowiskiem i jego wy-
tworami, staje si¢ podstawa osiaggniecia dojrzatosci psychicznej (Trempata, 2011,
s. 107). Jednostka — poczatkowo poprzez aktywnos$¢ sensoryczno-motoryczng —
bada otaczajaca ja rzeczywisto$¢, poznaje przedmioty i dostgpne narzedzia, po
czym stara si¢ je wykorzysta¢ podczas wlasnego dziatania. Oprdocz cech wiasci-
wych obiektow rzeczywistych poznaje ich nazwy, stopniowo tgczac je z obiektami
podczas dziatan praktycznych. L.aczenie dziatan praktycznych z mowa umozliwia
dziecku coraz lepsze planowanie w sferze werbalnej. Punktem kulminacyjnym
dojrzewania mowy u Wygotskiego jest rozwo6j mowy wewngtrznej, ktorg utoz-
samia z mysleniem. Planowanie dziatan i przewidywanie ich nastepstw w sferze
umystowej przypisuje procesowi interioryzacji, czyli uwewnetrznieniu obiektow
funkcjonujgcych w danej kulturze. Na przeciwlegltym biegunie stawia proces eks-
terioryzacji, wskazujac, ze za jego pomocg jednostka uzewnetrznia wlasne stany
umystowe i moze uczestniczy¢ w procesie kulturotworczym. Za dojrzata jednost-
ke uwaza te, ktora w wyniku statego rozwoju psychiki potrafi na poziomie umy-
stowym, bez koniecznos$ci wykonywania czynnosci praktycznych, wykonywaé
rozmyslania pojeciowe i abstrakcyjne, przewidywaé nastepstwa dziatan i mode-
lowa¢ poczatkowo przyjete rozwigzania (Wygotsky, 1978).
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Bardzo wazng i odmienng od Piagetowskich przekonan jest teza glosza-
ca, ze ,,nauczanie winno wyprzedza¢ rozwoj” (Trempata, 2011, s. 108). Skoro
tak, to organizacja nauczania ma istotne znaczenie w rozwoju dojrzatosci psy-
chicznej cztowieka i wskazuje na kluczowa rolg dojrzalej jednostki w kierowaniu
aktywno$ciami dziecka. Nauczanie wybiegajace przed mozliwosci rozwojowe
Wygostki okreslit, formutujac strefy rozwoju dziecka. Pierwsza, nazwana strefa
aktualnego rozwoju (SAR), odnosi si¢ do zakresu tych wiadomosci i umiejetnosci
dziecka, ktore pozwalaja mu samodzielnie rozwigza¢ stawiane przed nim zadania.
Druga, strefa najblizszego rozwoju (SNR), okresla ten zasoéb dotychczasowych
osiagnied intelektualnych dziecka, ktory przy wsparciu osoby dorostej pozwala na
osiagnigcie sukcesu (Wygotski, 1971, s. 542). Jak nietrudno si¢ domyslic, strefy
aktualnego i najblizszego rozwoju sg indywidualne dla kazdego z nas, a w prak-
tyce edukacyjnej winny stanowi¢ podstawe indywidualizacji procesu ksztatcenia.
Trudno$¢ dydaktyczna, ktora pojawia si¢ w ich kontekscie, zwigzana jest z ko-
niecznoscig trafnego okreslenia zakresu tych stref i wlasciwego zaplanowania
dziatan edukacyjnych.

Uznane za jedno z najwazniejszych osiagnie¢ Wygotskiego prawo rozwoju
kulturowego podkresla zaleznos¢ rozwoju jednostki wtasnie od kontekstu kul-
turowego, w ktorym jednostka si¢ znajduje. Silnie oddziatujaca od pierwszych
dni zycia dziecka ptaszczyzna zewnetrzna (spoteczna) angazuje poczatkowo lu-
dzi z najblizszego otoczenia dziecka (rodzice, opiekunowie, starsze rodzenstwo,
nauczyciele) i to oni woéwczas maja najwiekszy wplyw na tworzace sie procesy
psychiczne (ptaszczyzna wewngtrzna). Niemniej jednak ksztattujace si¢ struktu-
ry umysltowe nie sg wiernym odbiciem doswiadczanych kontekstow, ale stano-
wig konstrukcje indywidualng i kreuja dalszy rozwdj jednostki (Trempata, 2011,
s. 109). Majac na uwadze, ze rozwoj psychiczny jest ukierunkowany od zewnatrz
do wewnatrz i jest rozciagnigty w czasie, Wygotski wskazuje charakterystycz-
ne okresy w rozwoju dziecka. Jego zdaniem poczatkowe aktywnosci dziecka
koncentrujg si¢ na sytuacjach konkretnych, czyli takich, w ktorych manipuluje
rzeczywistymi przedmiotami i na ich podstawie tworzy pierwsze struktury umy-
stowe. Poczatkowo izolowane czynno$ci umystowe stopniowo przeksztatcajg si¢
W czynno$ci wykonywane w mysli, tworzac coraz bardziej zlozone struktury, by
wreszcie osiggna¢ poziom myslenia abstrakcyjnego. Mowa, tak istotna w po-
gladach Wygotskiego, rowniez rozwija si¢ stopniowo. Poczynajac od mowy ze-
wngetrznej (spotecznej), gdy dziecko czgsto postuguje si¢ stowami, ktoérych nie
rozumie, a mimo to uzywa trafnie, poprzez mowe egocentryczng, stanowiaca pod-
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stawe zwiazku mowy z rozwojem wyzszych funkcji psychicznych, az do mowy
wewnetrznej, okreslanej mianem myslenia (Wygotski, 1971, s. 126-127).

Jerome Seymour Bruner (1915-2016), poszukujac teorii nauczania, sfor-
mutowal kilka praw rozwoju umystowego. Twierdzil, ze rozwdj polega na unie-
zaleznianiu si¢ jednostki od bezposredniej natury bodzca, a kluczowa staje si¢
zdolnos¢ interioryzacji informacji ptynacych z zewnatrz oraz umiej¢tno$¢ maga-
zynowania ich w taki sposob, aby odzwierciedlaty rzeczywisto$¢ (Bruner, 1978).
Uwazal, ze stanowi to podstawe do przechodzenia od pojedynczych informacji
w kierunku systemow ztozonych, uwzgledniajacych wiele mozliwos$ci rozbudo-
wanego $wiata zewnetrznego. Bardzo wazna w teorii Brunera jest rosngca zdol-
no$¢ do komunikowania si¢ z sobg i innymi. Komunikowanie umozliwiajg stowa
i symbole, dlatego tez jezyk winien by¢ postrzegany jako instrument, ktory —
oproécz niepodwazalnych waloréw przy porozumiewaniu si¢ czy wymianie mysli
| spostrzezen — ulatwia proces uczenia si¢ i nauczania. Znaczaca pozycje w teorii
rozwoju umystowego Bruner przypisuje osobie dorostej, a doktadniej ilosci i ja-
kosci kontaktow z nia, od ktorych uzaleznia rozwdj dziecka.

Poszukujac odpowiedzi na pytanie, w jaki sposob dziecko uniezaleznia si¢
od bodzcow bezposrednich i magazynuje doswiadczenia o otaczajacej go rzeczy-
wisto$ci, Bruner wskazat na system reprezentacji, ktory uznat za wysoce uzytecz-
ny w rozwazaniach nad rozwojem umystowym cztowieka. Przywotany system
reprezentacji badacz definiuje jako zbidr regut, ktore pozwalajg jednostce tworzy¢
pojecie statosci doswiadczanych zdarzen. Wskazuje kilka interesujacych cech re-
prezentacji budowanych w umystach:
istnienie roznych sposobow tworzenia reprezentacji, ktore podkreslajg znacze-

nie aktywnosci jednostki i potrzebe réznorodnych doswiadczen,

— selektywno$¢ tworzonych reprezentacji, ktora przejawia si¢ w wychwytywa-
niu tylko wybranych cech obiektu lub zdarzenia,

— brak arbitralnosci poszczegdlnych reprezentacji, ktora podkresla rdéznorod-
no$¢ w zakresie postrzegania, odbioru czy mozliwego rozumienia zdarzen lub
obiektow,

— sumaryczny charakter tworzonych reprezentacji, ktory pozwala na taczenie ich
W obrgbie jednego obiektu lub zdarzenia i utatwia tworzenie ztozonych struk-
tur umystowych,

— mozliwo$¢ przeksztalcen w obrebie reprezentacji, ktéra umozliwia przecho-
dzenie na wyzszy poziom ogdlnosci lub w miare koniecznosci powrdt do
szczegblnego przypadku,
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— mozliwo$¢ przeksztalcen z jednego systemu reprezentacji na inny,

— mozliwo$¢ ksztattowania reprezentacji poprzez narzedzia lub instrumenty
uwarunkowane kulturowo z uwzglednieniem ewolucji cztowieka (Bruner,
1978, s. 531 i dalsze).

Bruner wyszczegolnia trzy typy reprezentacji: enaktywna, ikoniczng i sym-
boliczng. Nie wyznaczajg one kolejnych etapow rozwoju jednostki i sg nam do-
stepne przez cate zycie. Moga wystapi¢ jednoczesnie lub przenikac sig, tworzac
np. reprezentacje enaktywno-ikoniczng czy ikoniczno-symboliczng. Czynnikiem
warunkujacym ich rozréznialno$¢ jest sposob, w jaki powstajg. Pierwsze z wy-
mienionych — reprezentacje enaktywne — ksztattuja si¢ w wyniku dziatania w rze-
czywistej przestrzeni, na podstawie danej reakcji ruchowej wynikajacej z do-
swiadczenia z udziatem rzeczywistych obiektow. Z takimi reprezentacjami mamy
do czynienia w przypadku ptywania, jazdy na rowerze czy spacerowania. Kolej-
ne — reprezentacje ikoniczne — pozwalajg na uyjmowanie pojedynczych obiektow
lub zdarzen w formie graficznej, w czym gtowng role odgrywaja spostrzezenia
I wyobrazenia ujmujace struktury postrzeganych obiektow lub zdarzen w formeg
obrazu. Reprezentacje symboliczne, zwigzane z przedstawieniami stownymi i j¢-
zykowymi, w modelowy sposob ujmuja obiekty i zdarzenia, umozliwiaja doko-
nywanie przeksztatcen umystowych, w wyniku ktorych osiggamy zdolno$¢ ,,for-
mulowania deklaratywnych twierdzen na temat rzeczywistosci” (Bruner, 1974,
s. 33). W teorii Brunera istotne jest to, ze jednostka osigga dojrzato$¢ umystows
dzieki przechodzeniu przez faze dziatania, obrazowa i symboliczna. Przy zacho-
waniu wskazanej kolejnosci reprezentacje ulegaja integracji i wzajemnym prze-
ktadom z jednej w drugg oraz sg efektem indywidualnego poznania nast¢pujacego
w wyniku wlasnej aktywnosci.

Dla pelnej konstrukcji ptaszczyzny rozwazan o poznaniu matematycznym
odwotam si¢ rowniez do koncepcji strukturacji i restrukturacji do§wiadczenia
Marii Tyszkowej (1931-1993) oraz koncepcji rozwoju aktywnosci Marii Prze-
tacznik-Gierowskiej (1920-1995). Koncepcja M. Tyszkowej w centrum stawia
doswiadczenia jednostki, ktore czyni odpowiedzialnymi za rozwo6j zdefiniowany
jako ,,cigg zmian wynikajacych z organizowania si¢ struktur doswiadczenia (struk-
turacja) i ich przeksztatcania (restrukturacja)” (Trempata, 2011, s. 113). Struktury
doswiadczenia sa odpowiednikiem struktur psychicznych, ktore rozbudowujg si¢
w wyniku wiasnej aktywnosci jednostki. Jednak autorka uznaje, ze sg one uzalez-
nione od indywidualnych mozliwos$ci gromadzenia i organizowania doswiadczen.
Rozroznia do§wiadczenia gatunkowe — odpowiedzialne za budowanie gotowych
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struktur i potaczen nerwowych, doswiadczenia indywidualne — zdobywane w trak-
cie podejmowanych dziatan, kontaktow z innymi czy przezy¢ oraz do§wiadczenia
spoteczne — gromadzone dzigki kontaktom spolecznym i uczestnictwu w kultu-
rze. Doswiadczenia indywidualne, cho¢ unikatowe, sa podobne u dzieci w zbli-
zonym wieku, podobnie jak wystepujace u nich trudnosci rozwojowe. Wskazuje
to na potrzebe wlasciwej organizacji pracy w danej grupie wickowej. Wspomnia-
ng wezesniej aktywno$¢ wiasng Tyszkowa czyni odpowiedzialng za interakcje,
ktorych jednostka doswiadcza w konfrontacji ze srodowiskiem. Wzajemna za-
lezno$¢ miedzy aktywnos$cig wlasng dziecka i §rodowiskiem stanowi podstawe
zmian konstrukcyjnych i funkcjonalnych dotychczasowych struktur umystowych.
Rozwdj jest procesem cyklicznym i interakcja ze $wiatem zewngtrznym, mimo
osiggnictego pewnego poziomu autonomii, wywotuje zmiany, ksztaltujac rowniez
sam rozw0j psychiczny (Trempata, 2011, s. 115).

Maria Przetacznik-Gierowska aktywnos$¢ wtasng jednostki uznaje natomiast
za glowny czynnik rozwoju cztowieka i ksztattowania jej relacji ze srodowiskiem.
Adaptacyjna funkcja aktywnosci przystosowuje jednostke do otoczenia, jednoczes-
nie pozwalajac jej na wywotywanie w nim zmian. Ma charakter rozwojowy i ulega
cigglym przeksztatceniom uzaleznionym od wieku jednostki. To wtasnie w okresie
dziecinstwa i mlodosci aktywnos¢ wilasng cechuje najwicksze tempo, dynamika
zmian i duza plastycznos$¢. Badaczka, analizujac zmiany aktywno$ci wystepujace
W ciggu calego zycia cztowieka, wskazata wazne z dydaktycznego punktu widze-
nia wzajemnie dopelniajace si¢ procesy charakteryzujace ich przebieg. Za pierw-
sza par¢ uznata roznicowanie i scalanie, podkre$lajac, ze zmiany aktywnosci idace
W obu tych kierunkach umozliwiaja nie tylko hierarchizacje dziatan i czynnosci,
ale przede wszystkim pozwalaja na budowanie systemow bardziej ztozonych oraz
dostrzeganie zwigzkéw migdzy nimi. Kolejng parg jest interioryzacja i eksteriory-
zacja, dzigki ktorym poczatkowe czynnos$ci na obiektach rzeczywistych, nastepnie
na zastgpnikach, rysunkach i schematach, przechodza w czynnosci wewngtrzne,
a te kierujg aktywnoscig zewnetrzng jednostki. Wazng parg proceséw wyodrebnio-
nych w przestrzeni aktywnos$ci wlasnej jednostki jest uswiadomienie i automatyza-
cja, ktore nie tylko przyczyniaja si¢ do zwigkszenia $wiadomosci wykonywanych
czynnosci, ale stopniowo je automatyzuja, skracajac czas wykonywania dziatan.
Ostatnia para procesdw, socjalizacja i indywidualizacja, odpowiadajg nie tylko
za akceptacje 1 przystosowanie si¢ do srodowiska, ale pozwalaja takze — a moze
przede wszystkim — na uksztattowanie i zachowanie wtasnej indywidualnos$ci. Jak
twierdzi Przetacznik-Gierowska, jednostka zawdzigcza rozwdj, a doktadniej —jego
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przebieg, tempo i kierunki, wtasnie wiasnej aktywnosci. To wlasna aktywnosc¢
umozliwia modyfikacj¢ srodowiska i wlasnego ksztatcenia. Ma zlozong nature
I jest pewnym stanem charakteryzujacym jednostke (Trempata, 2011, s. 117).

1.2. Mozliwo$ci poznawcze dziecka w zakresie matematyki

Poszukujac najkorzystniejszych warunkow rozwoju jednostki, stale zasta-
nawiamy si¢, ktore z nich maja kluczowe znaczenie, a ktore petnia role wspoditowa-
rzyszacych. Chcge jednak mowic o organizacji srodowiska uczenia si¢ uczniow,
nalezaloby okresli¢ przestrzen dalszych rozwazan. Przyjmujac osiggniecia przy-
wotanych wczes$niej wybitnych naukowcdw, mozemy pokusi¢ si¢ o nakreslenie
wspolnych cech wskazujacych kierunek dalszych poszukiwan w obszarze dziatan
wspierajacych dziecko na drodze poznania matematycznego.

Punktem wyjscia bedzie stwierdzenie, ze rozwoj jest procesem ciaglym,
dhugotrwatym (Matczak 2003, s. 10). Rozciagniety w czasie, rozpoczyna si¢ od pierw-
szych dni zycia dziecka i W sprzyjajacych warunkach, przy odpowiedniej determinacji
jednostki, nie konczy si¢ nigdy. Wazng kwestig jest, ze nie odbywa si¢ na zewnatrz.
Jest wewnetrznym, indywidualnym procesem kazdego cztowieka i jako taki moze
przebiegac roznie u kazdego z nas (Stras-Romanowska, 2002). Wspomniana rdzno-
rodno$¢ obejmuje tempo, dynamike i harmonijno$¢ w zakresie tworzenia kolejnych
struktur umystowych. Istotg rozwoju staje si¢ zatem osigganie coraz doskonalonych
stanéw dojrzatosci psychicznej, umozliwiajacych aktywne funkcjonowanie w otacza-
jacej rzeczywistosci. Aktywne funkcjonowanie rozumiane nie tylko jako przystoso-
wanie, ale jako petne i aktywne uczestnictwo w kulturze (Trempata, 2011, s. 117).

Glownym motorem rozwoju jest aktywno$¢ wiasna jednostki, ktora pozwa-
la na doswiadczanie samego siebie i przestrzeni rozposcierajacej si¢ wokot (Prze-
tacznikowa, 1973, s. 174; Kofta, 1989, s. 35; Matczak, 1992, s. 156; Brzezinska,
Lutomski, Smykowski, 1995, s. 12; Brzezinska, 2000, s. 69). Wielos$¢ i réznorod-
no$¢ gromadzonych doswiadczen ubogaca jednostke, czyniac ja autonomiczna,
ale nie wyizolowang z rzeczywisto$ci. Poziom aktywnos$ci wiasnej warunkuje
ilos¢ zdobytych doswiadczen, a to z kolei oddziatuje na predkos¢ rozwoju (Trem-
pala, 2011, s. 114-115), dlatego wtasnie dazenie do zapewnienia réoznorodno$ci
do$wiadczen w procesie ksztatcenia jest wazne dla prawidtowego rozwoju.

Aktywno$¢ wlasng jednostki, jak dowodzi M. Tyszkowa, cechuje r6zne na-
tezenie w kolejnych latach naszego zycia (Trempata, 2011, s. 115-117). Podkresla-
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jac jej najwigksza plastycznos¢ i intensywnos¢ w okresie dziecinstwa i mtodzien-
czosci, autorka pokazuje, ze jest to okres w zyciu czlowieka, ktdrego nie nalezy
lekcewazy¢ w kontekscie rozwoju. Mimo ze to jednostka jest w petni odpowie-
dzialna za wtasny rozwoj, a konstruowanie znaczen ma charakter indywidualny, to
za Wygotskim i Brunerem przyjmujemy znaczacy wptyw kontekstu kulturowego,
ktory nie tylko warunkuje poznanie, ale i obejmuje relacje z innymi ludzmi. Od
ilosci, a przede wszystkim jakosci tych relacji zalezy przebieg rozwoju psychicz-
nego, dlatego czynnikiem znaczgcym staje si¢ wsparcie udzielane z zewnatrz. Nie
obejmuje ono jedynie zaspokajania potrzeb zyciowych, ale koncentruje si¢ na kie-
runkowaniu i utatwianiu przechodzenia na wyzszy poziom umystowy.

Rozwazajgc mozliwoSci rozwojowe dziecka w zakresie matematyki, na-
lezatoby zastanowi¢ sie, w jaki sposob odpowiedzie¢ na potrzeby edukacyjne
dziecka i czego mozemy si¢ spodziewa¢ w obszarze osiaggnie¢ edukacyjnych. Ba-
dania nad rozwojem umystowym dzieci wyraznie wskazujg na charakterystyczny
w kolejnych etapach edukacji sposob ,,patrzenia na $wiat”. Periodyzacja procesu
rozwojowego umozliwia wyodrebnienie specyficznych, wlasciwych dla danego
wieku dziecka, cech. Nas bedzie interesowat okres przypadajacy na pierwszy etap
edukacyjny. Obejmuje on dzieci w wieku od 7. do 10. roku zycia i jest odpo-
wiednikiem piagetowskiego okresu operacji konkretnych. Jednak zalozenie, ze
w grupie pierwszoklasistow znajduja si¢ tylko uczniowie, ktorzy juz osiggneli ten
poziom, jest wielkim uproszczeniem. Ten fakt silnie akcentuje Edyta Gruszczyk-
-Kolczynska, przestrzegajac przed zbyt pochopnym przyjmowaniem zalozenia,
ze uczniowie w klasie stanowia jednorodna pod wzgledem poznawczym grupe
(Gruszczyk-Kolczynska, 1992). Jest to jeden z powodow, dla ktorego rozwazania
0 mozliwo$ciach poznawczych dziecka rozpoczniemy od stadium przedopera-
cyjnego, a zakonczymy na stadium operacji formalnych. Drugi powdd przyjecia
takiego rozwigzania wigze si¢ z konieczno$cig okreslenia miejsca, od ktérego roz-
poczynamy szkolne dziatania edukacyjne, 1 miejsca, do ktdérego zmierzamy. Po-
nadto, charakteryzujac mozliwos$ci rozwojowe dziecka, nie mozemy ograniczy¢
si¢ do sfery poznawczej, bo — jak wiemy — nie funkcjonuje ona w oderwaniu od
innych sfer: fizyczno-motorycznej, emocjonalnej czy spoteczne;j.

1.2.1. Zmiany w sferze poznawczej
Rozwoj dziecka w sferze poznawczej $cisle wiaze si¢ z rozwojem umie-
jetnosci odbierania, przetwarzania i przyswajania informacji ptynacych ze $ro-
dowiska, w ktorym dziecko funkcjonuje. Umiejetnosci te pozwalaja jednostce na



Psychopedagogiczne podstawy poznania matematycznego 27

analizg otaczajacej rzeczywistosci, formutowanie o niej wnioskow oraz okreslaja
sposob, w jaki sie uczymy. Rozwdj poznawczy dziecka we wczesnej edukacji do-
strzegamy w zmianach sprawnosci percepcyjnej, rozwoju funkcji zarzadzajacych
poznaniem, rozwoju pami¢ci i uwagi, a takze w obrebie dzieciecego myslenia.

Postepujace dojrzewanie uktadu nerwowego juz w wieku przedszkolnym
znacznie wptywa na sprawno$¢ percepcyjng dziecka. Rozpoczyna si¢ od kon-
centracji na najsilniej wyeksponowanych elementach obiektu (dziecigcy syn-
kretyzm) i rozwija sie w kierunku dostrzegania jego mniej charakterystycznych
cech, a takze relacji i stosunkéw wystepujacych migdzy elementami obserwo-
wanego obiektu, pozwalajagc tym samym na réznicowanie w zakresie ksztat-
tow, odcieni barw, dzwickow czy zachowanie tonacji i rytmow. Natomiast juz
W mtodszym wieku szkolnym dzieci maja zdolnos¢ poddawania poglebionej
analizie spostrzezone obiekty, by nastepnie w syntezie wtdrnej ponownie po-
taczy¢ je, tworzac catosciowy obraz z zachowaniem relacji i stosunkow wyod-
rebnionych w trakcie analizy. Ta cecha naszego umystu ma duze znaczenie nie
tylko w nauce pisania i czytania, ale rowniez przy dostrzeganiu i rozréznianiu
ksztattow, klasyfikowaniu czy szeregowaniu i porzadkowaniu. W pierwszych
latach nauki szkolnej zdarza si¢ tzw. odwrotne pisanie, kiedy dziecko zapisuje
litery i cyfry jak w odbiciu lustrzanym. Jest to sytuacja, ktora moze mie¢ zwig-
zek z zaburzeniami w obrgbie percepcji wzrokowej lub $wiadczy¢ o dysleksji
(0 lustrzanym odbiciu jako objawie dysleksji mozna mowi¢ jednak tylko wte-
dy, gdy zjawisko odwracania znakow nie ust¢puje w trakcie nauki). To wta-
$nie m.in. za sprawa nauki pisania i czytania wzrasta zdolno$¢ do korygowa-
nia czynno$ci motorycznych i percepcyjnych. Doswiadczenia dziecka w tym
zakresie pozwalajg catkowicie zniwelowa¢ wspomniane trudnosci i wspieraja
przejscie dziecka z poziomu kopiowania znakéw do poziomu odwzorowywania
nawet ztozonych uktadow. Ponadto spostrzeganie dziecka na poczatku eduka-
cji szkolnej w poréwnaniu z przedszkolng staje si¢ bardziej uporzadkowane,
systematyczne, obejmujace wiele aspektow analizowanego obiektu i — przede
wszystkim — znacznie dokladniejsze. Jest to bardzo istotne dla projektowania
sytuacji, w ktorych dzieci beda doswiadczaé¢ obecno$ci matematyki w otaczaja-
cym $wiecie (Trempata, 2011, s. 204 i dalsze).

Funkcje zarzadzajace rozwojem poznawczym umozliwiaja planowanie,
inicjowanie i kierowanie w przemyslany sposob wiasng aktywnoscig. Wsrod
komponentow funkcji zarzadzajacych rozwojem poznawczym dziecka wymie-
nimy planowanie, gi¢tkos¢ poznawczg oraz pamig¢¢ operacyjng (Trempata, 2011,
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S. 205). Tu réwniez zachodzg zmiany. Wzrost umiejetnosci w zakresie planowania
dostrzegamy, obserwujac dziecko podczas rozwigzywania zadan. Przejawia si¢ on
miedzy innymi wnikliwszg analizg zadania oraz umiej¢tno$cig oderwania si¢ od
narzucajgcego si¢ rozwigzania na rzecz uwzgledniania innych strategii postgpowa-
nia. To przezwyci¢zanie nawykowych odpowiedzi jest zwigzane rowniez z wigk-
szym zaangazowaniem dziecka w samag aktywnos$¢ planowania i podejmowania
decyzji, co zreszta podkresla wzrost $wiadomego dziatania w procesie uczenia
si¢. Ma to zwigzek rowniez ze zmianami dokonujgcym sie w pamieci i uwadze
dziecka. Zwigkszajaca sa pojemno$¢ pamiegci operacyjnej, ksztattujace sie strategie
pamieciowe (powtarzanie, grupowanie, elaboracja) i skuteczne ich wykorzystywa-
nie znajduja swoje odzwierciedlenie we wzro$cie koncentracji i zaangazowania
W rozwigzywane zadanie. Wzrasta rowniez szybko$¢ wykonywania zadan. Poja-
wiaja si¢ indywidualne strategie pamigciowe, bedace odpowiednikiem przekonan
dziecka o tym, jak najlepiej zapamigtywac. Dojrzewajaca $wiadomos$é wiasnych
mozliwosci poznawczych powoduje wzrost uwagi i jej selektywnos¢. Dziatania
dziecka przestaja by¢ bezcelowe, a koncentruja na tych aspektach zadania, ktore
prowadza do rozwigzania. Ksztattujgce si¢ strategie pamigciowe sg silniejsze, jesli
kodowanie przez dziecko informacji nastepuje w wyniku czynno$ci konkretnych,
nie tylko werbalnych (Jagodzinska, 1991). Potwierdzaja to m.in. wyniki badan
G.M. Daviesa nad kontekstowoscia pamigci. Badacz uwaza, ze rozpoznawanie
i przywotywanie zdarzen czy obiektow z pamigci zalezy od sytuacji, w ktorej zo-
staty uksztattowane. Dzieci bardziej zainteresowane sg dziataniem i skupiajg si¢
na tym, co si¢ robi, niz na kwestii tego, jak to wyglada (Trempata, 2011). Nale-
zy jednak mie¢ na uwadze, ze rola funkcji zarzadzajacych maleje w chwili, gdy
pewne czynno$ci staja si¢ w pelni zautomatyzowane i nie wymagaja doktadne;j
analizy, planowania i organizacji rozwigzania. Ta automatyzacja funkcji zarzadza-
jacych moze sta¢ si¢ przyczyng wykonywania dziatan nawykowo, bez uswiada-
miania sobie kolejnych czynno$ci prostych. U dzieci podczas uczenia si¢ mate-
matyki mozemy dostrzec zjawisko automatyzacji czynno$ci umystowych bez ich
rozumienia. Zazwyczaj wywoluje je trenowanie rozwigzywania zadan wedlug
schematu (tzw. mechaniczne uczenie si¢ matematyki). I tutaj wtasnie pojawia si¢
jeden z najwigkszych probleméw ksztalcenia matematycznego — co w sytuacii,
gdy to, co mechanicznie wy¢wiczone, nie jest dlugo wykorzystywane? Niestety
brak $wiadomosci kolejnych czynno$ci umystowych, niedostrzeganie zaleznosci
i zwigzkow migdzy obiektami prowadzi do bezradnosci na polu matematyki. Po-
nadto to w przedwczesnym zautomatyzowaniu pewnych dziatan doszukujemy si¢
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przyczyn trudno$ci zwigzanych z tworczym, §wiadomym i aktywnym dzialaniem
na lekcjach matematyki.

Poczatkowo, w okresie przedoperacyjnym, dominujgcym materiatem my-
slowym sa tzw. obrazy umystowe, ktére bedac formg kopii rzeczywistosci, maja
charakter indywidualny i moga si¢ r6zni¢. Ro6znice powstaja w wyniku uwzgled-
niania przez dziecko tylko pewnych cech obiektu, co podkresla znaczenie jego
indywidualnego postrzegania. Wérod gtéwnych czynnosci myslowych w tym
okresie mozemy wyrdznic: porownywanie, szeregowanie oraz poczatki klasyfika-
cji. Porownywanie, za pomoca ktorego dzieci dostrzegajg réznice migedzy obiek-
tami, przeksztatca si¢ w szeregowanie empiryczne, czyli uwzgledniajace tylko
jedna relacje (np. przy uktadaniu patyczkoéw — od najmniejszego do najwigkszego,
kiedy losowo wybrany patyczek jest poréwnywany z ostatnim bez uwzglednienia
dlugosci tych wezesniej utozonych). W pozniejszym okresie pojawia si¢ tgcze-
nie obiektow w klasy zazwyczaj na podstawie jednej cechy, bo uwzglednienie
dwdch i wiecej cech sprawia dzieciom znaczne trudnosci. Na poziomie przed-
operacyjnym dzieci buduja zbiory niefiguralne, a Z nich — wicksze lub mniejsze.
Nie dostrzegaja relacji ilosciowej migdzy zbiorem i jego podzbiorami. Dopiero
W okresie operacji konkretnych umiejetnosci zostaja uzupetnione o budowanie
I dostrzeganie relacji migdzy zbiorami powstatymi w wyniku klasyfikacji mul-
tiplikatywnej i hierarchicznej. Klasyfikacja multiplikatywna polega na budowa-
niu zbioru wedtug wielu kryteriow, tzn. elementy zbioru majg wigcej niz jedna
ceche wspolna, natomiast hierarchiczna polega na taczeniu metody zstgpujacej
i wstepujacej, a takze ustaleniu relacji ilo$ci miedzy zbiorem i jego podzbiorem.
Klasycznym przyktadem zadania ujawniajacego dziecigce trudnosci w zakresie
klasyfikacji multiplikatywnej i hierarchicznej oraz wiazacej si¢ z nimi zasady in-
Kluzji jest wskazanie np. Czego jest wigcej: kwiatow czy tulipanow, jesli w wazo-
nie znajduje si¢ 6 tulipanow i 5 innych kwiatow?

W okresie operacji konkretnych myslenie dziecka staje si¢ juz logiczne,
elastyczne i bardziej zorganizowane. Rozwijajaca si¢ zdolno$¢ do czynnosci umy-
stowych $cisle wigze si¢ z psychologicznym procesem interioryzacji. To wlasnie
dzigki niemu uczen stopniowo odrywa si¢ od koniecznos$ci manipulowania obiek-
tami w $wiecie rzeczywistym i zaczyna wykonywac operacje w mysli na podsta-
wie wlasnych wyobrazen, by wreszcie nabra¢ cech wtasciwych dla operacji umy-
stowych. W mysleniu dziecka zaczynaja dominowa¢ zintegrowane i odwracalne
czynnos$ci my$lowe, ktore stanowig istotny czynnik rozwoju poznawczego, gdyz
bez umiejetnosci przeprowadzania rozumowania w jedna, a potem w drugg strone
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(tj. od konca, powracajac do punktu wyjécia) nie mozemy ksztattowa¢ wielu pojec
matematycznych, np. dodawania i odejmowania jako dziatan odwrotnych.

Czynnosci umyslowe tgcza si¢ w ztozone uklady obejmujace relacje mig-
dzy elementami w obrebie jednego uktadu, ale takze miedzy uktadami. W tym
okresie nastgpuje wzrost rozumienia poje¢, niezalezny od wykonanych czynno-
$ci, czyli myS$lenie abstrakcyjne, ktére umozliwia dziecku poznanie posrednie
bez konieczno$ci wykorzystania bodzca rzeczywistego. Pojawia si¢ zdolnos$¢ do
ujmowania obiektow z innej perspektywy niz tylko wlasnej oraz wykorzystywa-
nie wszystkich dostrzegalnych cech obiektu w wielu aspektach. Rozwija si¢ zdol-
nos¢ do formutowania pierwszych praw i regut, ktora implikuje wzrost kompe-
tencji w zakresie my$lenia indukcyjnego. Wspomniana wczesniej odwracalno$¢
myslowa jest podstawg opanowania zasady zachowania stato$ci. Jako pierwsza
pojawia si¢ zasada statosci liczebnosci zbioru, nastepnie kolejno: statosci w od-
niesieniu do masy, powierzchni i ilosci cieczy, by w koncu, w okresie okoto
10. roku zycia, uznaé¢ niezmienno$¢ ci¢zaru i objetosci. Dominujgce dotychczas
obrazy umystowe stanowiace material czynno$ci myslowych zaczynaja by¢ wy-
razane na zewnatrz przez symboliczne zastepniki. Pojawiajg si¢ bardziej ztozone
formy reprezentacji oraz pojecia. W mysleniu dziecka w okresie operacji kon-
kretnych dominujg obrazy kinetyczne i transformacyjne. L.aczy si¢ to z dziecigca
zdolno$ciag do dostrzegania poszczegdlnych etapdéw ruchu obiektu, uwzglednia-
nia przeksztatcen obiektow polegajacych na zmianie jednej z cech i okresleniu
dokonanej przez nig zmiany w stosunku do innej cechy (tak jak w przypadku do-
$wiadczenia z plasteling czy zmiang ksztattu naczynia, w ktérym znajdowat si¢
ptyn). Rozwoj procesow poznawczych, zwlaszcza w pierwszej polowie edukacji
wcezesnoszkolnej, opiera si¢ na manipulacji przedmiotami lub wyobrazeniami
konkretnych przedmiotéw. Zdarzaja sie jednak sytuacje, w ktorych myslenie
dziecka oderwane jest od konkretnego przedmiotu i dokonywane jest na sym-
bolach. Wyrazny wzrost w kierunku operacji formalnych mozemy dostrzec pod
koniec klasy drugiej i w klasie trzeciej. Wtedy wlasnie wyraznie obserwujemy
pierwsze dziecigce odkrycia praw i zaleznosci, a takze sprawdzanie przez dzieci
wlasnego rozumowania (Trempata, 2011). Pojawiaja si¢ zaczatki krytycznego
myslenia, ktore swa pelng dojrzato$¢ osiagng w stadium operacji formalnych.
Najwazniejszg zmiang, jaka dokonuje sic w mys$leniu dziecka w okresie wczes-
noszkolnym jest to, ze ,,staje si¢ ono [myslenie] samodzielna wewnetrzna czyn-
noscig poznawcza, operujacg pojeciami, realizowana w stowach i przebiegajaca
zgodnie z zasadami logiki” (Trempata, 2011, s. 607).
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1.2.2. Zmiany w sferach emocjonalnej, fizyczno-motorycznej i spotecznej

Niemniejsze znaczenie dla rozwoju umystowego jednostki maja zmiany
dokonujgce si¢ w sferze emocjonalnej. To dzigki nim coraz wyrazniej dostrzega-
my sygnaly plynace z otoczenia i na nie kierujemy swoja uwagge. Chetniej podej-
mujemy si¢ coraz trudniejszych wyzwan czy wyzwalamy motywacj¢ dziataniowa
(Kowalewska, 2010, s. 175). Do$wiadczane przez nas pozytywne emocje wspie-
raja pamie¢, koncentruja nasza uwage, wzmacniaja i podtrzymuja gotowos¢ do
dziatania, za$ negatywne potrafia demotywowac i hamowac aktywnos$¢ dziatanio-
wa (Putkiewicz, 1987, s. 103). Zmiany te nie moga by¢ pomijane przy organizacji
dziecigcego uczenia, a co wiecej, warto zabiega¢ o wyzwalanie wlasnie pozy-
tywnych emocji w kontaktach z matematyka. Jest to bardzo wazne, szczegdlnie
W obliczu panujacej ogodlnej niech¢ci do tego przedmiotu.

Nabywana stopniowo dojrzato$¢ emocjonalna, wigzgaca si¢ $cisle z dojrze-
waniem uktadu nerwowego, przechodzi przez kolejne etapy. I tak pod koniec wie-
ku przedszkolnego dzieci sprawniej dekodujg i wyrazaja emocje (Saarni, 1988).
Stale wzbogacanie stownictwa i rosngca §wiadomos¢ wykorzystywanych form
gramatycznych ufatwiajg im werbalizacj¢ odczuwalnych stanow emocjonalnych
(Kielar-Turska, 2006). Coraz sprawniej odczytujg emocje przekazywane w for-
mie gestow i min. W pelni rozumieja role rozpoznawanych emocji i wykorzystuja
je w kontaktach interpersonalnych. Ta wiedza niejednokrotnie pozwala na osigg-
nigcie celu, dlatego dzieci tak chetnie z niej korzystaja.

O tym, w jaki sposob uczniowie radzg sobie z pokonywaniem trudnosci,
decyduje poziom dojrzato$ci emocjonalnej, motywacji, umiejetnosci dokonywa-
nia oceny wilasnych mozliwo$ci, nawyki uksztaltowane w sytuacjach trudnych
oraz dotychczasowe osiggnigcia w zakresie wiadomosci 1 umieje¢tnosci (Grusz-
czyk-Kolczynska, 1992, s. 70). To wlasnie pokonywanie trudnosci ma wartos§¢
ksztalcaca, a kazdy sukces nie tylko wptywa na uczniowski wzrost poczucia
wiasnej warto$ci, ale umozliwia coraz tatwiejsze osigganie kolejnych (de Finet-
ti, 1983, s. 15). Dostrzegalny w mtodszym wieku szkolnym wzrost odpornosci
psychicznej, czyli umiejetno$¢ znoszenia napigcia emocjonalnego przy jednoczes-
nym zachowaniu dotychczasowego poziomu funkcjonowania (Tyszkowa, 1988),
zwigksza stopien pokonywania trudnosci napotkanych podczas rozwigzywania
zadan matematycznych. Znaczenie emocji odczuwanych podczas uczenia si¢ ma-
tematyki podkreslato wielu wybitnych naukowcow. Zdaniem E. Gruszczyk-Kol-
czynskiej dojrzalos¢ emocjonalng dziecka do uczenia si¢ matematyki mozemy
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dostrzec w pozytywnym nastawieniu do samodzielnego rozwigzywania zadan.
Badaczka dojrzato$¢ te uwaza za niezbedna w sytuacjach wymagajacych wysitku
intelektualnego (Gruszezyk-Kolczynska, 1992). G. Polya réwniez podkresla, ze
nie tylko intelekt warunkuje prawidtowe rozwigzywanie zadan, wazne sg rdéwniez
emocje (Polya, 2009). Czyniac emocje odpowiedzialnymi za uczenie si¢ matema-
tyki, powinnismy po§wigci¢ im wigcej uwagi. Bo to, ze sytuacje trudne pojawiaja
si¢ podczas uczenia si¢ matematyki, wynika z jej charakteru i nalezy je traktowac
jako naturalne przeszkody na drodze do wiedzy. Jednak radzenie sobie z nimi
w duzej mierze zalezy od umiej¢tnosci zachowania rownowagi miedzy pojawia-
jacymi si¢ negatywnymi i pozytywnymi emocjami (Gajdzica, 2011). Konstruujac
szkolnych proces ksztatcenia, warto pamigtac, ze rozwoj poznawczy dziecka jest
warunkowany poziomem rozwoju emocjonalnego.

Zmiany w rozwoju fizycznym i motorycznym dziecka we wczesnej edu-
kacji sa mniej dynamiczne niz w wieku przedszkolnym. Wzmozona aktywnos¢
ruchowa okreslana mianem ,,gtodu ruchu” zaczyna stopniowo wygasa¢ i dziecko
w konsekwencji coraz dtuzej i uwazniej koncentruje si¢ na wykonaniu jednej czyn-
nosci. Wazny staje si¢ efekt podejmowanych dziatan ruchowych, natomiast rados¢
z samej aktywno$ci przestaje juz mie¢ duze znaczenie. Celowos¢, ekonomiczno$¢
i uporzadkowanie ruchéw sprawiaja, ze dziecko potrafi przyswoi¢ ztozone uktady.
Badacze twierdza, ze jest to najlepszy okres do rozpoczgcia uprawiania dyscypliny
sportowej, nauki gry na instrumencie czy malowania (Trempata, 2011). Szybki
rozwoj i potrzeba wykonywania ruchow manualnych wskazuja, ze organizujac
dzieciom prace, nalezy zadba¢ o kreowanie sytuacji, w ktorych dziecko bedzie
mogto nie tylko odtwarza¢ znaki graficzne (nauka pisania), ale réwniez manipu-
lowa¢ obiektami i tworzy¢ ztozone uktady na ptaszczyznie i W przestrzeni. Ryso-
wanie, wycinanie, konstruowanie, uktadanie czy budowanie nalezy stale uwzgled-
niaé, organizujac prace na zajeciach matematycznych we wezesnej edukacii.

Obserwujac wytwory pracy uczniow w kolejnych latach pierwszego eta-
pu edukacyjnego, mozemy dostrzec, ze prace te z czasem stajg si¢ staranniejsze,
doktadniejsze i zgodniejsze z oczekiwaniami nauczyciela. Poczawszy od krzy-
wych cieé¢ i wceisnigtego w kartke Sladu otowka, przechodzimy do starannych
rysunkow i ilustracji, w ktorych dominuja kolory, uwzgledniane sg szczegoly
czy dostrzegalna jest perspektywa. W tym okresie silnie rozwija si¢ rozréznienie
migdzy rysunkiem-ilustracjg a rysunkiem-schematem. To wtasnie ten drugi czgsto
wykorzystujemy podczas rozwigzywania zadan tekstowych ztozonych. Koniecz-
no$¢ odtwarzania ksztattow, prowadzenia otowka przy linijce, taczenia obiektow
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w uktady czy umieje¢tno$¢ postugiwania si¢ przyborami szkolnymi powinna by¢
doskonalona od poczatku nauki szkolnej. I nie znajduje to tylko uzasadnienia
w rysunku geometrycznym, gdyz nawet przy niewielkich zaburzeniach integra-
cji percepcyjno-motorycznych liczne czynno$ci wspomagajace uczenie si¢ ma-
tematyki odwracajg uwage dzieci od do§wiadczen logicznych i matematycznych,
potegujac tym samym trudnosci wyzwalajace frustracje (Gruszezyk-Kolczynska,
1992, s. 136-139).

Wiek przedszkolny to okres, w ktérym dzieci szeroko rozwijajg swoje kom-
petencje spoteczne. Przebywajac przez wigkszos¢ dnia w grupie rowiesnikow,
ucza si¢ norm postgpowania i relacji interpersonalnych. Konczac wychowa-
nie przedszkolne, majg juz za sobg do$wiadczenia zwigzane z nawigzywaniem
kontaktow, zdobywaniem i utrzymywaniem pierwszych przyjazni oraz angazo-
waniem si¢ w dziatania grupy. Dostrzegaja, ktore postawy nalezy przyjac, aby
sta¢ sie cztonkiem zespotu i by¢ powszechnie akceptowanym (Eisenberg, Fabes,
1992). W okresie wczesnoszkolnym relacje w grupie rowiesniczej staja si¢ dla
nich bardzo wazne, a dominujaca potrzeba bycia akceptowanym niejednokrotnie
wymusza podporzadkowanie wlasnych zachowan innym. Lek przed odrzuceniem
potrafi zdominowa¢ dziatania dziecka, ktore i tak sg utrudnione koniecznoscia re-
alizacji obowigzkow zwigzanych z nauka. Jest to okres szczego6lnie trudny, w tym
czasie czesto rodza si¢ pierwsze leki szkolne i mimo oczekiwanego wzrostu od-
pornosci psychicznej zdarza si¢, ze dziecko wycofuje si¢ z podjetych dziatan lub
nie podejmuje ich wcale. Czujnos¢ i wsparcie ze strony osoby dorostej winno
wzmacnia¢ poczucie skutecznosci i motywowac do osiggania celow.

Wraz z rozpoczeciem nauki w klasie pierwszej dominujgca aktywnoscia
staje si¢ zorganizowane uczenie si¢, w ktorym to gry i zabawy najczesciej przy-
bieraja charakter dydaktyczny. Ich celem nie jest juz tylko wywolywanie poczucia
zadowolenia, a urozmaicenie lekcji czy wsparcie przy opanowaniu tresci zajec.
Dziatania dziecka w procesie edukacyjnym zostaja skierowane na zdobywanie
wiedzy. Znormalizowane i uporzadkowane rytmem szkolnym stanowig ogromne
wyzwanie. Zmiany w zakresie dominujacych aktywnosci dziecka nie wynikaja
jednak tylko z koniecznosci rozpoczecia nauki w szkole, sg one naturalne i wigza
si¢ z jego rozwojem. Dzieci zaczynaja wyraznie rozdziela¢ obowiazki szkolne,
ktore traktuja jako prace, od zabawy, ktéra staje si¢ aktywno$cig wypetniajacg ich
czas wolny. To dziecigce postrzeganie relacji migdzy pracg a zabawg jest wyraz-
nie dostrzegalne, gdy na lekcji pojawiajg si¢ gry i zabawy dydaktyczne. Mozemy
wtedy obserwowac silny wzrost zaangazowania uczniow w praceg.
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1.3. Oczekiwania formulowane wobec edukacji matematycznej

Mimo umiejetnosci scharakteryzowania postaw i zakresu dzialan nauczy-
cieli nadal styszymy o niedostatkach polskiej edukacji matematycznej, co ozna-
cza, ze to, co dzieje si¢ w szkotach, nie tylko budzi watpliwosci, ale nie odpowiada
naszym oczekiwaniom. Nakre$lone we wcze$niejszych rozwazaniach postrzega-
nie rozwoju intelektualnego jednostki i najbardziej charakterystyczne zmiany do-
konujace sie¢ w jego zakresie zarysowujg obszar naszych oddziatywan edukacyj-
nych. Wskazuja, jak nalezy rozumie¢ rozwoj i jakim wymaganiom edukacyjnym
mogg sprosta¢ uczniowie wezesnej edukacji. Okazuje si¢, ze wszystkie te zmiany
implikuja potrzebe wysokich kompetencji psychologicznych nauczyciela, ktore
— oprocz wiedzy merytorycznej i dydaktycznej — sg jednym z filaréw gwarantujg-
cych dobra edukacj¢. Zatem, co niejednokrotnie zostato podkreslane, znajomos¢
matematyki nie wystarcza do jej efektywnego nauczania. Trzy obszary kompeten-
cji nauczyciela wczesnej edukaciji, tj. psychologiczne, dydaktyczne i merytorycz-
ne, a wlasciwie nieprawidtowe wykorzystywanie ich zasobow, generujg glowne
zarzuty, ktore formutuje si¢ pod adresem szkolnego procesu ksztatcenia matema-
tycznego dzieci.

Wsrod zarzutow kierowanych pod adresem edukacji matematycznej naj-
czesciej pojawia si¢ tzw. papierowa edukacja (por. Gruszczyk-Kolczynska, 2016).
Tym zwrotem okreslamy dzialania dydaktyczne skupiajace si¢ na realizacji pod-
recznikdw 1 materiatow ¢wiczeniowych przygotowanych przez wydawnictwa,
czyli wykonywanie strona po stronie zadan i ¢wiczen w nich zawartych i zaczy-
nanie kolejnych zaje¢ w miejscu, w ktorym uczniowie skonczyli rozwigzywaé
poprzednie. | tak przez caly rok — w przekonaniu, ze uczymy matematyki. Takie
podejécie do nauczania matematyki ma niewatpliwie swoje plusy, m.in. tatwos¢
organizacji lekcji. Pracujac z podrecznikiem, ktory powstat jako obudowa do pro-
gramu nauczania zgodnego z podstawa programowg ksztatcenia ogdlnego, mamy
przeswiadczenie, ze kwestie monitorowania jej realizacji juz nam zapewniono.
Ponadto autorzy podrecznikoéw uwalniaja nauczycieli od koniecznosci analizy
tre$ci matematycznych opisanych w podstawie w postaci wymagan szczegoto-
wych pod katem kolejnosci ich wprowadzania, analizy rzeczywistych mozliwo-
sci umystowych uczniow, tworzenia planow dydaktycznych, doboru zadan do
zglebiania przez uczniow danego zagadnienia, poszukiwania i respektowania
w praktyce edukacyjnej prawidlowosci obejmujacych ksztaltowanie rozpatry-
wanych podczas lekcji poje¢ matematycznych i ksztatconych umiejetnosci czy
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wreszcie koniecznosci uwzgledniania perspektywy wlasnych dziatan dydaktycz-
nych w zakresie ksztalcenia matematycznego. Ponadto ograniczanie si¢ do stron
z podrecznika i zeszytdw ¢wiczen daje nauczycielom poczucie panujgcego tadu
procesu nauczania, wskazuje na jego pozorng intensyfikacje mierzong duza liczba
zrealizowanych zadan, utatwia organizowanie lekcji 1 osigganie szybkich efektow
sprawdzanych narzedziami przygotowanymi zazwyczaj przez autoréw podrecz-
nikow (Gruszczyk-Kolczynska, 2016). Pomijajac te elementy pracy nauczyciela,
okazuje si¢, ze organizacja srodowiska uczenia si¢ ucznioéw matematyki pozostaje
W gestii autorow podrecznikow. I tylko od nich zalezy, jak lekcje matematyki
beda wygladaty. Czy takie rozwigzanie jest wystarczajace? Okazuje si¢, ze nie
(Gruszczyk-Kolczynska, 2016). Wsrod wielu zarzutow pod adresem papierowej
edukacji matematycznej znalazto si¢ pomijanie wstgpnej matematyzacji sytuacji
doswiadczanych przez dzieci, ktorej znaczenie podnosi Z. Krygowska, uznajac ja
za wazny etap ksztaltowania si¢ myslenia matematycznego (Krygowska, 1979,
S. 49 i dalsze). Papierowa matematyka nie sprzyja rowniez procesowi interioryza-
cji, skracajac uczenie si¢ matematyki do budowania struktur umystowych opar-
tych na reprezentacjach ikonicznych i symbolicznych. Samo ograniczanie zakresu
poznawczego do kontekstow i tresci zamieszczonych w podrecznikach powoduje
zubozenie zasobu dziecigcych doswiadczen, tak istotnych dla prawidlowego roz-
woju. Dazac do jakosci ksztalcenia matematycznego, podrecznik powinni$my za-
tem sprowadzi¢ do roli pomocy dydaktycznej, a to wymaga zmiany podejscia do
samego nauczania oraz zmiany podrecznikdéw. Jakich zmian powinnismy oczeki-
wac, skoro chcemy, aby nasi uczniowie na lekcji budowali stabilne, trwate 1 zro-
zumiate dla nich fundamenty matematyki? Jednym z rozwiazan, ktore narzuca si¢
w konteksScie papierowej edukacji matematycznej, jest stworzenie podrecznika-
-przewodnika towarzyszacego dziecku w poznawaniu matematyki. Bo skoro nie
mozemy pozby¢ si¢ jego wiodacej roli, to zadbajmy, aby sprostal oczekiwaniom
edukacji XXI wieku.

Kolejnym istotnym zarzutem formutowanym pod adresem edukacji ma-
tematycznej jest niezrozumienie idei i zamierzen nauczania zintegrowanego.
Niewatpliwie zwiazki matematyki z wieloma dziedzinami wiedzy sg oczy-
wiste i nie ma koniecznosci ich dowodzenia. To wlasnie z powszechnego wy-
stepowania matematyki w wielu aspektach zycia wynika potrzeba jej taczenia
z innymi edukacjami. Jednak aczenie, moim zdaniem, powinno koncentrowac na
uzyteczno$ci matematyki, nie na usilnym spajaniu tresciowym czy metodycznym.
Przypomnijmy, Zze sama idea nauczania zintegrowanego nie koncentrowala si¢
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na tgczeniu tresci z roznych dziedzin. Jej podstawg miata by¢ integracja wiedzy
z r6znych zakresow przy zapewnieniu indywidualizacji ksztalcenia oraz koncen-
tracja na mys$leniu i aktywnosci dzieci wokot okreslonych zagadnien. A to po-
czatkiem mysSlenia o integracji czynito refleksje nad zainteresowaniami dziecka
I warunkami, ktore sprzyjaja rozwojowi jego sfer psychofizycznych. Eksponowa-
na silnie aktywno$¢ poznawcza miata stanowi¢ podstawe praktyki edukacyjne;,
a W pracy organizowanej w matych grupach dopatrywano si¢ nie tylko wzrostu
umiejetnosci spotecznych, ale réwniez motywacji i poczucia wspotodpowiedzial-
nosci za osiaggane cele (Cackowska, 1993; Galant, 1994; Siwek, 2004).

Skad zatem obawy przed integrowaniem matematyki z innymi naukami
na pierwszym etapie edukacyjnym? Mysle, ze wszystko skupia si¢ w przestrze-
ni indywidualnych interpretacji i przekonan bedacej pomostem miedzy teorig
a praktyka. Przestrzen ta odpowiada nie tylko za urzeczywistnianie idei, ale takze
za rozdzwiek miedzy zwolenikami a przeciwnikami proponowanego rozwiaza-
nia. Tak tez dzieje si¢ w postrzeganiu nauczania zintegrowanego, ktore obejmu-
je ksztalcenia matematyczne. Wérdéd argumentdéw potwierdzajacych stusznos¢
nauczania matematyki w systemie zintegrowanym wymienia si¢ mozliwosé
dokonywania odkry¢ matematycznych obejmujacych najblizsze do§wiadczenia
dziecka, tj. z otaczajacego je srodowiska, oraz podkre$la si¢, ze dzigki powigza-
niu tych odkry¢ z dostrzeganymi problemami ukazujemy uczniom w naturalny
sposob stosunki ilosciowe, przestrzenne i metryczne, z ktorymi spotykaja si¢ na
co dzien (Siwek, 2004). Na niekorzys¢ takiego rozwigzania przemawia fakt, ze
matematyka nie moze by¢ sztucznie tgczona z innymi przedmiotami za pomo-
ca zadan pojawiajacych si¢ jako realizacja treSci matematycznych w kontekscie
blokdw tematycznych, np. dotyczacych $wiat czy por roku (Galant, 1994; Grusz-
czyk-Kolczynska, 2016; Klus-Stanska, Nowicka 2013; Michalak, 2011). Specy-
ficzne cechy matematyki wymuszajg przemyslany dobor i nastgpstwo tematow,
a fragmentaryzacja tresci w przypadku matematyki nie jest dydaktycznie popraw-
nym rozwigzaniem (Galant, 1994; Filip, Rams, 2000; Trelinski, 2015). Podkres-
la si¢, ze nauczanie zintegrowane wymaga myslenia interdyscyplinarnego, ktore
niestety musi poprzedza¢ duza dojrzatos¢ intelektualna i rozlegta wiedza, ktorej
nie mozna oczekiwa¢ od uczniow w klasach I-I1I szkoty podstawowej. Zdaniem
Doroty Klus-Stanskiej problem ten ,,wynika z mylenia synkretycznej percepcji
zmystowej ze zdolnos$cig do myslenia interdyscyplinarnego” (Klus-Stanska, No-
wicka, 2013, s. 215). Ponadto budowanie i wplatanie zadan matematycznych, kto-
rych strona semantyczna jest zgodna z tematyka obejmujacg dane zagadnienie,
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nie tylko nie sprzyja budowaniu scalonego obrazu rzeczywisto$ci, lecz pokazuje
matematyke jako uzupetienie wiedzy z danego zakresu o umiejetno$é rachowa-
nia. Ksztattowanie rozumienia wykonywanych dzialan arytmetycznych nie spro-
wadza si¢ do wykonywania rachunkéw z pomigciem zalezno$ci wystgpujacych
miedzy odjemna i odjemnikiem czy w odniesieniu do sumy. To wigzanie matema-
tyki z konkretnymi przyktadami ma jeszcze jeden, istotny minus. Uczenie si¢ ma-
tematyki we wczesnej edukacji rozpoczynamy od sytuacji konkretnych, od ma-
nipulowania obiektami rzeczywistymi. Celem jest tu uksztaltowanie pojecia czy
dostrzezenie regularno$ci matematycznej, a to proces dlugotrwaty, wymagajacy
realizacji systematycznego ksztatcenia matematycznego. Koncentrowanie si¢ na
dobieraniu zdan pasujacych do tematu nie sprzyja osigganiu wyzszego poziomu
myslenia niezbednego przy ksztattowaniu poje¢ abstrakcyjnych.

Kolejnym istotnym niebezpieczenstwem w kontek$cie nauczania matema-
tyki w edukacji wczesnoszkolnej jest stosunek nauczycieli do tego przedmiotu.
W literaturze mozemy odnalez¢ badania potwierdzajace, ze brak pozytywnych
doswiadczen w uczeniu si¢ matematyki lub trudno$ci, na ktore natknigto sie
w trakcie nauki szkolnej, wywotuja nieche¢ do matematyki i potrzebe jej uni-
kania (Cipora, 2015; Nawolska, Zadto-Treder, 2017). Ksztattujacy si¢ na bazie
wlasnych doswiadczen szkolnych stosunek do matematyki i oddzialywania ze-
wnetrzne mogg przyczynic sie nie tylko do niskiego poziomu naszych przysztych
osiagnie¢ z tej dziedziny, ale takze wzbudzi¢ nieche¢ do korzystania z jej zaso-
bow. Aby unikna¢ tego zagrozenia, nalezy z wielka dbaloscia ksztattowac sto-
sunek do matematyki juz od pierwszych lekcji. To trudne wyzwanie staje przed
nauczycielami edukacji wczesnoszkolnej, a ich starania powinny koncentrowaé
si¢ na niedopuszczeniu do powstania btednego kota, w ktérym ich nierozumienie
matematyki przektada si¢ na uczniowskie trudnosci w uczeniu si¢ tego przedmio-
tu (Urbanska, 1996). Bardzo dtugo sadzono, ze Igk przed matematyka pojawia si¢
w starszych klasach, kiedy kontakt z nig jest juz na poziomie operacji formalnych
i czas jej doswiadczania jest dtuzszy (Krinzinger, Kaufmann i Willmes, 2009;
Maloney i Beilock, 2012). Okazuje si¢ jednak, ze moze si¢ on pojawiac juz na
poczatku nauki szkolnej (Jameson, 2013). Wynika stad potrzeba ksztattowania
juz od najmtodszych lat pozytywnego stosunku do matematyki. I nie chodzi tylko
0 niwelowanie poczatkowych zrodet Igku, a raczej o wspotwystepujacag potrzebe
pokonania narastajacych wraz z lgkiem trudnos$ci ujawniajacych si¢ podczas roz-
wigzywania zadan (Jameson, 2013; Ramirez, Gunderson, Levine i Beilock, 2013;
Wu, Barth, Amin, Melcarne i Menon, 2012).
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W badaniach obejmujgcych nauczanie matematyki pojawia si¢ wiele in-
nych zarzutoéw, chociazby niewykorzystanie dotychczasowych doswiadczen dzie-
ci w toku realizacji zadan szkolnych oraz ich potocznego rozumienia obiektow
i zalezno$ci matematycznych (Klus-Stanska, 2000) czy ograniczanie rozwoju
mys$lenia matematycznego uczniéw (Dagbrowski, 2009; Kalinowska, 2014b;
Klus-Stanska, Nowicka, 2013), ktére prowadzi do analfabetyzmu matematycz-
nego (Legutko, 1996), lub zjawiska bezmyslnosci matematycznej (Klus-Stanska,
Kalinowska, 2004). Wskazuje sie rowniez na ograniczanie wolno$ci mentalnej
ucznidw w procesie uczenia si¢ matematyki oraz brak zaufania wobec mozliwo-
$ci poznawczych i umiejetno$ei uczniow (Nowicka, 2103). Podczas lekcji bra-
kuje sytuacji, w ktorych uczniowie mogliby swobodnie postugiwac si¢ jezykiem
matematycznym, zatracajac w ten sposdb mozliwo$¢ stopniowego nabywania tej
umiejetnosci (Dgbrowski, 2009). W raporcie dotyczacym badan nauczania ma-
tematyki w szkole podstawowej przygotowanym przez Pracowni¢ Matematyki
IBE podkreslano, ze nauczyciele edukacji wezesnoszkolnej nie dostrzegaja spoj-
nos$ci matematyki, a prowadzone w ramach edukacji matematycznej zajecia kon-
centruja si¢ na drobnych celach opisanych w postaci wymagan szczegotowych
W podstawie programowej, ktore nauczyciele traktuja jako listg ¢wiczen wyzna-
czonych do realizacji. Badania te potwierdzajg rowniez spostrzezenia E. Grusz-
czyk-Kolczynskiej o realizacji tzw. papierowej edukacji wyznaczonej przyjetym
do realizacji na dany etap ksztalcenia podrecznikiem oraz podkreslaja wyraznie
dostrzegalng niepewno$¢ nauczycieli edukacji wczesnoszkolnej na polu matema-
tyki, maskowang cze¢sto poprzez wydawanie dyrektyw lub podsuwanie uczniom
gotowych rozwigzan. Dostrzezono wyraznie dominujaca role nauczyciela, ktora
powodowata, ze podczas lekcji uczniowie mieli mato sposobnosci do zadawania
pytan, weryfikowania wtasnych pomystéw na rozwigzanie zadania czy inicjowa-
nie wlasnych strategii rozwigzywania probleméw. Najbardziej niepokojacy jest
jednak wniosek, ze zarowno uczniowie, jak 1 nauczyciele postrzegaja nauke ma-
tematyki jako ¢wiczenia skoncentrowane na wyrabianiu sprawnosci rachunkowej
(Karpinski, Zambrowska, 2014). A przeciez sprawnos$¢ rachunkowa jest jedna, ale
nie jedyng kompetencjg matematyczng na tym etapie edukacyjnym.

Zreszta nie tylko w badaniach polskich dostrzegane sa niedostatki ksztatcenia
matematycznego w poczatkowych klasach szkoty podstawowej. Mowi si¢ réwniez
0 niepelnej wiedzy nauczycieli w zakresie ksztaltowania poje¢ i umiejetnosci
matematycznych (Giiven, Colak, 2019) czy potrzebie doksztatcania ich w zakresie
dziecigcego myslenia i rozumowania matematycznego (Copley, 2004). Jo Boa-
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ler podkresla, ze jednym z wigkszych problemow pojawiajacych si¢ w praktyce
szkolnej sg indywidualne relacje z matematyka, ktorych do§wiadczyli nauczyciele.
To ich edukacja w przestarzatym systemie rzutuje na obecng praktyke zawodowsg
i czesto jest powodem powtarzanych schematéw nauczania z dziecinstwa (Boaler,
2016). Matematyka jest performansem, zywym aktem, sposobem przedstawiania
swiata 1 wielogodzinne ¢wiczenie tych samych zadan nie pozwoli nikomu na do-
strzezenie, czym tak naprawde jest. Kontynuowanie takiego ksztatcenia matema-
tycznego niestety tylko pozornie stabnie. Boaler uwaza, ze uczniowie potrzebuja
angazowac si¢, dziata¢, wykonywac¢ i rozwigzywac problemy na lekcjach matema-
tyki, bo pominigcie tak waznego aspektu pracy uczniow nie pozwoli im na pozniej-
sze wykorzystanie wiedzy w innych sytuacjach (Boaler, 2015).

Zarzuty formutowane pod adresem edukacji matematycznej dziecka impli-
kuja w bardzo jasny sposéb oczekiwania wobec edukacji matematycznej. Stojac
na stanowisku, ze uczenie si¢ wymaga samodzielnej pracy mozgu, a intensyfikacja
i poglebianie rozumienia danego zagadnienia lepiej utrwala si¢ w pamigci (Spitzer,
2015), nalezatoby w dziataniach szkolnych koncentrowac si¢ na aktywnym zdoby-
waniu wiedzy, taczac ja z juz posiadana, zapewniajac w taki sposob integracje kolej-
nych informacji ze strukturami wiedzy. Ponadto nalezatoby zabiega¢ o budowanie
skomplikowanych struktur matematycznych opartych na hierarchicznym organizo-
waniu jej prostych elementéw, dba¢ o budowanie wiedzy w umysle na podstawie
relacji i struktur wiedzy $wiata zewngtrznego (Schneider, Stern, 2013) oraz anga-
zowa¢ emocje, motywowac i wierzy¢ w mozliwosci uczniow (Schleicher, 2019).

Urszula Oszwa jest zdania, ze najwlasciwiej realizowana edukacja mate-
matyczna powinna prowadzi¢ do rozumienia na wysokim poziomie jej tresci przy
jednoczesnym nabywaniu duzej biegtosci w rachunkach i stosowaniu adekwat-
nych procedur liczenia (Oszwa, 2006). Jest to duze wyzwanie dla nauczycieli,
ktorych indywidualne doswiadczenia szkolne ugruntowaty postrzeganie matema-
tyki jako dziedziny koncentrujacej si¢ na sprawnosci rachunkowej. Trenowanie
mechanizméw obliczeniowych do momentu pami¢ciowego opanowania wyni-
koéw najczesciej pojawiajacych sie podczas zaje¢ przyktadow nie tylko nie jest
zgodne z zatozeniami ksztalcenia matematycznego, lecz — co wigcej — nie ma
nic wspolnego z matematyka. Wsrdd oczekiwanych dziatan skutecznej edukacji
matematycznej na pewno mozemy wyrdzni¢ (Harper, Daane, 1998; Klus-Stanska,
Nowicka, 2013; Hinton, Strozier, Flores, 2014):

— zaniechanie mechanicznego trenowania wyizolowanych umiej¢tno$ci mate-
matycznych poprzez wykonywanie duzej liczby podobnych i typowych zadan,
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— docenianie i wykorzystywanie dotychczas zgromadzonych doswiadczen
dziecka i ich intuicji matematycznej pojawiajacej sie podczas nadawania zna-
czen ich wlasnym do$wiadczeniom,

— unikanie narzucania metod i sposobdéw rozwigzywania zadan oraz pospieszne-
go podawania gotowych rozwigzan,

— przyjmowanie pojawiajacych si¢ btedow uczniowskich jako naturalnych ele-
mentow procesu uczenia si¢ i uczynienie ich poczatkiem ciekawych dyskusji
i rozwazan,

— uznanie, ze uczenie si¢ matematyki to nie pospieszna daznos¢ do wyniku, ale
proces wyzwalajacy tworcze rozumowanie matematyczne,

— zabieganie o wskazanie uzyteczno$ci matematyki w Sytuacjach codziennych,
dzigki czemu uczniowie moga utwierdzi¢ si¢ w celowosci podejmowanych
przez nich dziatan,

— budowanie dziecigcych umystowych struktur matematycznych, rozpoczynajac
od wskazywania zalezno$ci i regularnos$ci w otaczajgcej nas rzeczywistosci,
a pozniej opisywanie ich za pomoca matematyki (nie odwrotnie, jak wowczas,
gdy uczniowie poznaja matematyczne pojecie obwodu prostokata, a nastegp-
nie sprawdzaja, jak w przedtozonych im zadaniach mogg to wykorzystac); to
wlasnie dopasowywanie matematyki do rzeczywistosci ukazuje ja jako bez-
uzyteczng, wigcej — czyni ja sztucznym tworem, ktory nauczyciel usilnie stara
si¢ dopasowac do sytuacji, z jakimi mozna si¢ spotka¢ w zyciu codziennym,

— przesunigcie wysitkdw nauczyciela z opanowywania algorytmow na ich po-
szukiwania i konstruowanie.

Na szczego6lne wyrdznienie zastuguje bardzo wazne dziatanie, czyli oswajanie,
ktorego istotg jest ksztattowanie pozytywnych skojarzen emocjonalnych z matematy-
ka (Dabrowski, 2008; Gruszczyk-Kolczynska, 1992; Klus-Stanska, Nowicka, 2013).

Warto podkresli¢, ze edukacji matematycznej dziecka nie powinno si¢
ogranicza¢ jedynie do dziatan szkolnych. Nalezy ja postrzega¢ w szerokim kon-
tekscie psychospotecznym i budowaé ptaszczyzne oddzialywan matematycznych
w grupie wszystkich zainteresowanych prawidlowym rozwojem dziecka. Poza-
szkolnej pomocy wspierania ksztaltujacych si¢ kompetencji matematycznych dziec-
ka powinni$my szuka¢ w gronie jego najblizszych osob. To wlasnie angazowanie
si¢ rodzicow w pozaszkolne oddzialywania bedzie kontynuacja i przedtuzeniem
pracy szkoty. Taka forma pomocy ze strony rodzicow moze by¢ odpowiedni do-
bor zabawek czy zachecanie do podejmowania wysitku intelektualnego poprzez
organizowanie zabaw, w ktorych wystepuja elementy matematyki (Sepehrianazar,
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Babaee, 2014; Vukovic, Roberts, Wright, 2013). Rola psychologéw wspotpracu-
jacych ze szkota nie powinna ogranicza¢ si¢ do dokonywania diagnozy uczniow-
skich osiggnie¢ czy leku przed matematyka, ale ich gldéwnym celem powinno by¢
wsparcie chociazby w formie treningu relaksacyjnego (Beilock, 2008; Chodura,
Kuhn, Holling, 2015). Wsparcie pedagogdéw natomiast powinno polega¢ na ofe-
rowaniu alternatywnych rozwigzan dydaktycznych mogacych nie tylko uatrakcyj-
ni¢ zajgcia matematyczne, ale sprawi¢, aby dziecigce doswiadczanie matematyki
wigzalo si¢ z sukcesami codziennych postepow dziecka (Trezise, Reeve, 2014).
Niewatpliwie to na nauczycielach edukacji wezesnoszkolnej spoczywa obo-
wigzek budowania zrozumiatych, trwalych i uzytecznych fundamentow matema-
tyki, a to nie tylko wigze si¢ z dobrze zorganizowang lekcja. Raczej bedziemy tu
moéwic¢ o budowaniu srodowiska uczenia si¢ matematyki, ktore oprocz wlasciwych
rozwigzan metodycznych nacechowane jest pozytywnym nastawieniem do mate-
matyki, przekonaniem o jej uzytecznosci, wyzwalaniem ciekawosci poznawczej
i podtrzymywaniem zaangazowania w podejmowanych przez dzieci aktywnosciach
matematycznych (Butterworth, 1999). To wiasnie dobre lekcje matematyki pozwa-
lajag odkrywac regularno$ci, eksperymentowaé, bada¢ i doswiadczaé, uczg logicz-
nego myslenia i wspieraja dazenia do rozwiazywania probleméw (Gruszczyk-Kol-
czynska, Zielinska, 1997). Zachecaja dzieci do uzasadniania wasnego stanowiska
czy rozbudzaja na poczatkowym etapie szkolnego ksztalcenia matematycznego
fascynacje i rozwijaja pasj¢. W literaturze mozemy odnalez¢ wiele ciekawych pro-
pozycji wspierajacych ksztattowanie pozadanych postaw wobec matematyki (Da-
browski, 2008; Gruszczyk-Kolczynska, Zielinska, 1997; Hinton i in., 2014; Isiksal
i in., 2009; Kim i in., 2016; Klus-Stanska, Nowicka, 2013; Korolczuk, Zamborska,
2014). Wérdd tych rozwiagzan odnajdziemy: zagadki matematyczne, sytuacje za-
daniowe wymagajace zastosowania matematyki, badanie obiektow w otaczajacej
rzeczywistosci, zachecanie do poszukiwan wlasnych sposobow rozwigzania zadan,
stawianie wymagajacych zadan wyzwalajacych potrzebe eksperymentowania, sta-
wiania pytan, wyjasniania watpliwosci poprzez dyskutowanie o réznych rozwigza-
niach, a przede wszystkim wyzwalajacych samodzielno$¢ intelektualng uczniow.

1.4. Wymagania konstruktywistycznego podejscia do nauczania matematyki

Jak wspomnialam, duzo mowi si¢ o niewlasciwej organizacji szkolnego
nauczania edukacji matematycznej. Nie doszukuje si¢ w niej ztej woli nauczycie-
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li, raczej uwazam jg za konsekwencje ich wlasnych doswiadczen szkolnych, nie-
wystarczajgcego przygotowania do nauczania matematyki, niechgci wobec tego
przedmiotu czy nawet Igku przed matematyka (Cipora, 2015). Do kolejnych zali-
czytabym zbytnig koncentracj¢ na wymaganiach szczegdtowych, jakby one byty
istotg ksztalcenia matematycznego, oraz nieuwzglednianie narracji, ktora prak-
tycznie nie pojawia si¢ na lekcjach matematyki. Nieusatysfakcjonowani obecnym
stanem szkolnych praktyk edukacyjnych w zakresie matematyki poszukujemy
rozwigzan, ktore pozwola zniwelowac niedostatki ksztatcenia tej fascynujacej
dziedziny wiedzy. Czy pytania 0 zmiang nauczycielskich pogladow na edukacje
matematyczng i zwrot w kierunku konstruktywistycznego podejscia do nauczania
beda wystarczajagcym rozwigzaniem?

Konstruktywizm uznano za pot¢zne alternatywne zrodlo podejscia do na-
uczania tradycyjnego (Confrey, 1990). Najprosciej ujmujac, konstruktywizm jest
teorig, ktora uznaje wszelka wiedzg cztowieka za jego wiasny wytwoér. Nasze
rozumienie otaczajacej rzeczywistosci jest konstruuowane poprzez doswiadcze-
nia i to wlasnie charakter naszych doswiadczen ma wptyw na nasze konstrukty
poznawcze. Prace Piageta dostarczyly jednej z kluczowych podstaw konstruk-
tywizmu. Badacz wykazal, ze dziecko postrzega $wiat zupeknie inaczej niz oso-
ba dorosta. Na t¢ innos$¢ sktada si¢ wiasnie ilo$¢ i réznorodnos¢ doswiadczen,
a uwidaczniajace sie roznice w postrzeganiu idei matematycznych nie daja si¢ po
prostu zredukowac poprzez uzupehienia brakow. Dzieciece idee, jak podkresla
Piaget, s3 odmienng niz u dorostego forma argumentacji. Sg zbudowane z r6znych
struktur myslowych i oparte na innych doswiadczeniach. Dziecigce postrzeganie
matematyki rozni si¢ jakosciowo od postrzegania osoby dorostej i zadne zapew-
nienia oraz ttumaczenia dorostego nie zastgpiag mu wtasnego dochodzenia do wie-
dzy matematycznej. W podejsciu konstruktywistycznym do nauczania nie tylko
wlasne konstrukty myslowe sg istotne, ale $wiadomos¢ tego, jak przebiegaja, ja-
kie dajg mozliwosci poznawcze i na ktore nasze potrzeby edukacyjne odpowia-
daja. To wlasnie $wiadoma refleksja powinna nam towarzyszy¢ w konstruowaniu
wiedzy (Confrey, 1990).

Sam konstruktywizm czesto jest poddawany krytyce z powodu nadmierne-
go relatywizmu. Gléwnym zarzutem formutowanym pod jego adresem jest nie-
mozno$¢ uwolnienia si¢ z niewoli wlasnych konstruktow. A mianowicie, skoro
konstrukty sg wynikiem wlasnej aktywnosci jednostki i tylko one sa odpowie-
dzialne za ich powstanie, to jak skonfrontowaé je z rzeczywistoscia, skoro dla
kazdego z nas nasze wtasne sg jedyne i niepowtarzalne. Brak mozliwosci konfron-
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tacji z innymi i niemozno$¢ dokonania oceny wskazuja na waznos$¢ ich wszyst-

kich, bez wzgledu na to, do kogo naleza. Konstruktywisci odpierajg zarzuty w na-

stepujacy sposob:

1. Proces konstruowania znaczen podlega wptywom spotecznym. Nie myS$limy
W odizolowaniu. Wszystkie nasze dziatania aktywowane podczas rozwigzy-
wania problemow znajduja si¢ pod wplywem jezyka, ktorym si¢ postugujemy,
wedlug przyjetych i zewngtrznie akceptowalnych metod, a wybor dostepnych
spotecznie zasobdéw pozwalajacych rozwigzaé problem jest uwarunkowany
zaré6wno wptywami spotecznymi, jak i indywidualnymi.

2. Proces konstruowania znaczen jest zalezny od procesu komunikacji. Ma to
zwigzek z konstruktami innych oséb. Za pomoca funkcjonujacego procesu ko-
munikacji z jednej strony ludzie oceniajg zgodno$¢ miedzy swoimi konstruk-
tami, a z drugiej oceniajg site konstruktow innych oséb, przyjmujac je jako
niezalezny system. W nauczaniu matematyki nauczyciel staje przed koniecz-
noscig zbudowania uczniowskiego modelu rozumowania, uwzgledniajac jego
dotychczasowa wiedzg, i ocenia jego zgodno$¢ z wlasnym. Dlatego konstru-
ujac proces ksztatcenia, nauczyciel musi bra¢ pod uwage mozliwosci poznaw-
cze ucznia i wlasciwie dostosowac¢ instrukcje (Davis, Maher, Noddings, 1990).

W podejsciu konstruktywistycznym do nauczania matematyki nie ograni-
czamy si¢ do struktur matematycznych, lecz wskazujemy swoim uczniom, jak
maja rozwija¢ wlasne poznanie, jak patrze¢ na $wiat poprzez pryzmat wlasnych
konstruktoéw myslowych, jak je analizowac¢ i rozbudowywac, aby staty sie silniej-
sze i trwalsze. Uczymy docenia¢ znaczenie konstruktow myslowych dla rozwoju
kulturalnego oraz postugiwac si¢ nimi jak narzedziami intelektu.

Wszystkie przywotane w tym rozdziale poglady na rozwoj umystowy czto-
wieka wpisujg si¢ w nurt konstruktywistyczny. Przyjmujac stanowisko, ze wiedza
powstaje w wyniku aktywnego dziatania dziecka i jest konstruowana w jego umy-
$le, nalezatloby scharakteryzowac nauczanie jako dzialania dydaktyczne umozli-
wiajace dziecku odkrywanie wiedzy i skuteczne postugiwanie si¢ nig. Zadaniem
nauczyciela w tym podejsciu jest organizowanie takiej rzeczywisto$ci matema-
tycznej, ktora bedzie aktywizowata uczniow do dziatan tworczych. Wceielajac sig
W role¢ partnera poznawczego towarzyszacego dziecku, nauczyciel powinien za-
biegaé, aby uczen przejmowat odpowiedzialno§¢ za wilasne uczenie si¢. Nowa
wiedza matematyczna stanowigca tres¢ lekcji musi wyraznie nawigzywac do jego
dotychczasowych doswiadczen, rozbudowujac lub przeksztatcajac dotychczas
istniejaca. Wyjasnianie tresci matematycznych nie moze zastgpi¢ samodzielnego
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dochodzenia do wiedzy. Nalezy pamigtac, ze nawet bardzo dokladne thumaczenie
zobrazowane konkretnymi przyktadami nie dostarczy radosci z poznania. Poréw-
nywanie, dostrzeganie podobienstw i roéznic, kategoryzowanie czy formutowanie
spostrzezen na podstawie wiasnych dziatan umozliwia dzieciom ksztattowanie
wiedzy matematycznej na swoj wlasny, charakterystyczny dla danej jednostki,
sposob. W takim podejsciu przed nowymi pojeciami matematycznymi kroczy
rozumienie, a to — jak wiemy — jest podstawa mys$lenia matematycznego (Da-
browski, 2008). Waznym przestaniem dla praktyki edukacyjnej jest koniecznosé
organizacji roznorodnych do$wiadczen, wspartych roznymi pomocami dydak-
tycznymi, uwzgledniajacymi rézne formy organizacyjne pracy na lekcji czy rdézne
metody i techniki. Bez tego nie mozna uwzglednia¢ indywidualnych réznic mig-
dzy ludzmi. W podejsciu konstruktywistycznym do nauczania uznaje si¢ rozno-
rodno$¢ za zjawisko powszechne, a jednakowe uczenie si¢ przy jednoczesnym
oczekiwaniu takich samych rezultatow za niemozliwe.

Matematyke postrzegang jako zbior regut i procedur wnioskowania opra-
cowanych i naukowo usankcjonowanych mozemy zglebia¢ na skrajnie rézne
sposoby. Wylaniajace si¢ dwa przeciwstawne modele, tj. uczenie si¢ konstrukty-
wistyczne i niekonstruktywistyczne, ujmuja nabywanie kompetencji lub zdolno-
$ci matematycznych w zgota odmienny sposob. Niekonstruktywistyczny sposob
podstawg czyni przyjmowanie kolejnych porcji wiedzy matematycznej w plano-
Wy sposob, zmierzajacy do opanowania pamigciowego definicji, twierdzen, regut
I wlasnosci, ktore zgodnie z wypracowanym algorytmem nalezy wykorzystywac
podczas rozwigzywania zadan. Nadmierne poleganie na twierdzeniach i egzem-
plifikacja regut w procesie ksztalcenia prowadzi do rutynowosci proceséw my-
slowych wywotujacych ich usztywnienie. W dziecigcym uczeniu si¢ matematyki
postrzegane jest to jako brak umiejetnosci spojrzenia na zadanie z innej strony,
jako nieumiegje¢tnos¢ wyobrazenia sobie sytuacji, w ktorej mogliby$my spotkac si¢
z takimi warunkami, jako niedostrzegalnos¢ bardziej eleganckich rozwigzan, a co
wigcej — brak potrzeby ich poszukiwania.

Koniecznoscia nauczyciela staje si¢ korzystanie z wielu podejs¢, nie tylko
tych odwotujgcych sie do wiasnych doswiadczen szkolnych i uznanych przez sie-
bie za najlepsze. Obowigzkiem dydaktycznym jest prowokowanie sytuacji, w Kto-
rych uczen sam wykrywa wzorce oraz formuluje 1 weryfikuje przypuszczenia.
Ten drugi sposob obejmujacy samodzielne konstruowanie wiedzy poprzez uczest-
nictwo w sytuacjach sprzyjajacych odkrywaniu jest wtasnie istotg konstruktywi-
stycznego modelu uczenia si¢. Gerald A. Goldin twierdzi, ze ,konstruktywne
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procesy uczenia si¢ sg bardziej efektywne, prowadza do szerszego uogolniania
wiedzy, lepszej retencji, wickszego prawdopodobienstwa, ze wiedza zostanie
przeniesiona do nieznanych sytuacji rozwigzywania problemow”(Goldin, 1990,
S. 42). Jednocze$nie uczula nas, ze nie musimy przyjmowac wszystkich zatozen
radykalnego konstruktywizmu, by uzna¢, ze uczenie si¢ poprzez odkrywanie, my-
slenie dywergencyjne czy rozwigzywanie problemow przynosi lepsze efekty bez
wzgledu na réznice indywidualne naszych uczniéw (Goldin, 1990).

Niestety w szkotach rzadko mozemy obserwowa¢ uczniow odkrywajgcych
matematyke. Powodoéw moze by¢ tak naprawde wiele, poczawszy od niewystar-
czajacych matematycznych kompetencji nauczycieli do postrzegania przez nich
matematyki jako zbioru regut i procedur do opanowania. Jednak mysle, Ze to na-
uczycielska niepewnos¢ matematyczna jest czestym powodem, dla ktérego na-
uczyciele chetniej odwotujg si¢ do znanych sobie procedur i algorytmow, tudzac
si¢ jednoczesnie, ze to wlasnie takie postepowanie pozwoli na utrzymanie kontro-
li nad uczniowskim poznawaniem tego przedmiotu. Mozemy tez przyja¢ wielce
optymistyczng wizje niezwyktych zdolnosci matematycznych nauczycieli, ktora
utrudnia im dostrzeganie ztozonos$ci rozumowania, modelu rozwiazania czy sto-
sowanych heurystyk. W konsekwencji swoje wyniki nauczyciele opisuja w for-
mie gotowego produktu lub wydajnej i skutecznej procedury prowadzacej do roz-
wigzania. Innym powodem moze by¢ rzekoma oszczednos¢ czasu, bo podanie
gotowej, usankcjonowanej wiedzy pozwala na oszczedzanie czasu, a uczniowskie
odkrywanie niestety ten czas pochlania. Mysle jednak, ze to nie oszczgdno$¢ cza-
su jest gtdéwng przyczyna, ale najczestszym argumentem, z ktdérym si¢ spotkatam.
Uwazam, ze to umiejetno$¢ widzenia matematyki jako przestrzeni bytowania
wyzwala W nas potrzebe jej do§wiadczania. Traktowanie jej jako zbioru narzedzi
nic nie zmieni. Oczywiscie pozostaje jeszcze kwestia testow zewnetrznych, ktore
sktaniajg nauczycieli do ¢wiczenia technik rozwigzywania zadan najczesciej poja-
wiajacych si¢ w ocenianiu zewnetrznym. Kto$ mogtby powiedzied, ze przeciez po
pierwszym etapie edukacyjnym nie ma obowigzkowego oceniania zewnetrznego
W postaci egzaminow czy sprawdzianu. Jednak w szkotach statg praktyka dyrek-
torow jest ocenianie kompetencji zawodowych nauczycieli, m.in. na podstawie
oferowanych przez ré6zne wydawnictwa testow kompetencji uczniow konczacych
klase trzecig szkoty podstawowej. Jak zatem oprze¢ si¢ takiej presji? Mozna, ale
trzeba by¢ przekonanym o efektywnosci uczenia si¢ matematyki w modelu kon-
struktywistycznym. Owo przekonanie niestety moze wynika¢ tylko z wlasnych
doswiadczen nauczyciela. Jak zatrzymac¢ to bledne koto?
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Carolyn A. Maher i Robert B. Davis proponuja, aby uzyskac jak najwigksza
wiedzg o pomystach uczniow. Podczas pracy na lekcjach wnikliwie ich obserwo-
wac 1 stara¢ si¢ zrozumie¢ ich myslenie. Zabiega¢ o tzw. przedtuzanie rozumowa-
nia prowadzacego do rozwigzania poprzez sprawdzanie poprawnosci rozwigzania
W zmienionych warunkach zadaniowych. Uwzglednia¢ pomysty uczniow pojawia-
jace si¢ podczas rozwigzywania problemow. Analizowac i probowac zrozumieé, co
robig uczniowie, dlaczego to robig, bo to stanowi podstawe wgladu w nature roz-
woju dziecigcych wyobrazen. Analiza dziecigcych konstrukcji myslowych poja-
wiajacych si¢ podczas rozwigzywania zadania moze dostarczy¢ informacji o rozu-
mieniu poje¢ matematycznych czy tworzonych przez nich reprezentacji. Uzyskana
w taki sposob wiedza pozwoli na odpowiednie modyfikowanie zaje¢ dla uczniow.
Poglad, ktory reprezentujg Maher i Davis, ukazuje inng role nauczyciela, w kto-
rej podstawa dziatalnosci dydaktycznej ma sta¢ si¢ rozwoj wlasnych kompeten-
cji i pewnosci siebie. To one, wsparte wynikami i analizg obserwacji dziecigcych
dr6g poznania matematycznego, majag poméc w planowaniu i organizowaniu lekcji
opartych na interakcji migdzy uczniami i nauczycielem (Maher, Davis, 1990).

Leslie P. Steffe zwraca uwage na konieczno$¢ zmiany $wiatopogladu na-
uczycieli matematyki. Nauczycielskie przekonania o statycznosci i niezmiennosci
tej dyscypliny naukowej muszg konwertowac w kierunku mys$lenia o matematyce
jako dziatalnosci cztowieka. Odpowiedzialno$¢ za wybor podejscia do naucza-
nia matematyki, ktora spoczywa na nauczycielach, czyni ich jedynymi realnymi
inicjatorami zmian w klasie szkolne;j. Steffe przekonuje, ze konieczno$¢ dokona-
nia wyboru podejs$cia do nauczania matematyki sprawi, ze nauczyciele stang si¢
aktywni matematycznie, beda poszukiwa¢ nowych rozwigzan czy weryfikowaé
swoje poglady na nauczanie. Jednak wszystko to jest mozliwe tylko wtedy, gdy
nauczyciele zaakceptuja, ze wiedza matematyczna ich uczniéw jest rownie wazna
jak ich wilasna, a aktywnos$¢ uczniowska podczas zaje¢ kluczowa w poznawaniu
matematyki (Steffe, 1990). Ponadto Paul Cobb, Terry Wood i Erna Yackel podkres-
lajg potrzebe konstruowania kontekstow spotecznych, w ktoérych to uczniowie
I nauczyciele moga uczy¢ si¢ od siebie nawzajem (Cobb, Wood, Yackel, 1990).

Zmiany, ktore chcemy uzyska¢ w klasie szkolnej, musza obejmowac rowniez
zmiany W podejsciu do ksztalcenia nauczycieli. Skoro doswiadczenie w uczeniu si¢
matematyki jest tak wazne, to musimy zadba¢, aby przyszli nauczyciele w trakcie
przygotowywania si¢ do zawodu mogli stac si¢ uczestnikami takich doswiadczen.
Jednak nie chodzi tu o wyéwiczenie pewnych doswiadczen schematycznie, by daé
gotowe narzedzie do zastosowania w klasie. Te doswiadczenia powinny raczej
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skupiac¢ si¢ na takich problemach, ktdre pozwola myslenie przysztych nauczycie-
li uczuli¢ na to, jak inni moga podchodzi¢ do rozwigzania, jakie nieporozumienia
moga pojawic¢ si¢ w wyniku dyskusji nad rozwiazaniem, ktére umiejetnosci sprzy-
jaja rozwigzywaniu problemdw, co jest wazne w planowaniu rozwigzania oraz jakie
konsekwencje niesie za sobg pochopnie przyjeta strategia rozwigzania. Jednym sto-
wem — nauczyciele muszg zrozumieé, co probujg zrobi¢ ich uczniowie i od jakich
pomystow zaczynaja. Wszyscy wiemy, ze nie ma gotowej recepty na dobre naucza-
nie matematyki, a przyjecie podej$cia konstruktywistycznego jest wymagajacym
rozwigzaniem, tj. wymaga gruntownej zmiany w mysleniu o uczeniu si¢ uczniow
i nauczaniu. Najlepiej tej zmiany doswiadczy¢, uczestniczac w sytuacjach dydak-
tycznych, ktore zamierzamy projektowac dla wtasnych uczniow.

Kolejng wazng kwestig sg relacje, ktore nalezy budowaé¢ miedzy uczniami
i nauczycielem. Doswiadczanie sytuacji problemowych i odkrywanie prawidto-
wosci matematycznych wymaga od uczestnikdw procesu wytrwatosci, umiejet-
no$ci panowania nad negatywnymi emocjami i przezwyci¢zania trudnosci. Bu-
dowanie atmosfery obustronnego zaufania, poczucia bezpieczenstwa w malej
spotecznosci skoncentrowanej na realizacji wspolnego celu pozwoli pokonac
nie tylko dziecigce momenty zniechecenia, ale rowniez zbuduje w nich poczucie
wspotodpowiedzialnosci za powodzenie przedsiewzigcia (Davis, Maher, Nod-
dings, 1990). Tworzone w oddziale szkolnym relacje opierajg si¢ w duzej mierze
na interakcjach miedzy uczestnikami procesu. Dbatos¢ o whasciwa komunikacje
podczas zaje¢ wzmocni poczucie zadaniowosci i zintegruje zespot. Ponadto ko-
munikacja — jako ztozony proces — ma pomoc nauczycielom w realizacji zadania,
ktorym jest budowanie odpowiedniego modelu pracy na lekcji. Takiego, ktory
pozwoli uczniom na inne spojrzenie — spojrzenie umozliwiajace przeksztatcenie
dzieciecych pogladow na takie, ktore beda bardziej adekwatne nie tylko z perspe-
tywy ucznidw, ale i nauczyciela (Davis, Maher, Noddings, 1990).

Dzieci przychodza do szkoty z pewng wiedza matematyczng, okreslang mia-
nem nieformalnej (Davis, Maher, Noddings, 1990; Klus-Stanska, 2000), powstatej
w wyniku ich uczestnictwa w doswiadczeniach kreowanych przez codzienno$¢. Nie-
jednokrotnie styszymy, jak dziecko postuguje si¢ liczbami, okresla wlasne strategie
obliczeniowe i probuje porzadkowac¢ zgromadzone informacje na swoj matematycz-
ny sposob. Oczywiscie nie znaczy to, ze mozemy przyjmowac okreslony poziom
kompetencji matematycznych dziecka jako uksztaltowany, raczej powinnismy trak-
towa¢ to jako zdolno$¢ do aktywnego monitorowania i dostosowania swoich za-
chowan roéwniez w zakresie matematyki. Poszukujac odpowiedzi na pytanie, skad
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u dzieci bierze si¢ to naturalne zainteresowanie matematyka, wystarczy zwrocic si¢
w kierunku natury, ktéra uczynita je cickawymi wszystkiego, co si¢ dookota dzie-
je. Ta wewnetrzna, niczym niewymuszona motywacja sktania ich do poszukiwania
wzorcow i relacji. Oczywiscie nie przemawia to za trwaniem w przekonaniu, ze
wszystkie dzieci beda zainteresowane matematyka, ale motywuje nas do wiary w ich
aktywna, tworcza, czyli odkrywcza Sciezke na drodze matematycznego poznania.

Dziecigce przeswiadczenie o uzytecznosci nieformalnej wiedzy matematycz-
nej zostaje poprzez wlaczenie w obowigzkowa nauke szkolng konfrontowane z wie-
dza formalng wykorzystujaca symbole, pojecia abstrakcyjne i reguly postgpowania.
Zderzenie tych dwoch swiatow jest niezwykle trudne dla dziecka. Dotychczasowe
przyswajanie nieformalnej matematyki odbywajace si¢ w zgodzie z naturalnymi
zainteresowaniami poprzez filtrowanie i interpretacj¢ tych informacji, ktore byty
akceptowane w dziecigcych kategoriach wiedzy, zostaje uzupetnione lub przebu-
dowane, burzac dotychczasowe dziecigce rozumienie. Nowe, nieznane informacje,
podawane jako cudze i do tego niezrozumiate, czesto wywotuja nie tyle brak zainte-
resowania, co wzbudzaja nieche¢. Dlatego za oczywisty przyjmuje fakt, ze w szkole
w celu zniwelowania trudno$ci w uczeniu si¢ matematyki rozpoczynamy od niefor-
malnej wiedzy matematycznej dziecka wiazacej si¢ z jego dotychczasowymi do-
$wiadczeniami 1 nalezytej dbatos$ci o podtrzymanie zainteresowania. Pamigtajmy,
ze dzieci reaguja tak, jak dorosli. Jesli sg czyms$ zainteresowane, to chetnie si¢ an-
gazuja. Przejs$cie w trybie szkolnym od wiedzy nieformalnej do formalnej utrudnia
tzw. tradycyjne podejscie do nauczania matematyki, ktére nie odpowiada mysleniu
dziecka. Cechuje je podejscie nakazujgce do uczenia sig, a jak wiemy, przekorna
natura nie lubi nakazow. Tradycyjne nauczanie matematyki oparte na ustnych wy-
jasnieniach zilustrowanych przyktadami prowadzi dzieci drogg nasladowania czyn-
nos$ci nauczyciela i ¢wiczenia procedur do momentu, az stang si¢ automatyczne.
Prowadzone w jednostajny sposob i na wysokim poziomie abstrakcji lekcje wywo-
Iuja znuzenie oraz wzmacniaja przekonanie, ze matematyke nalezy opanowac na
pamig¢. Idac dalej ta drogg i zaktadajac, ze nasi uczniowie jednak opanuja przed-
lozone im tresci matematyczne pamigciowo, widzimy kolejng trudno$¢ dotycza-
cg celu, dla ktorego podejmujemy trud uczenia si¢ tego przedmiotu. Uczymy si¢
matematyki po to, aby skutecznie ja wykorzysta¢ w sytuacjach nowych, nie tylko
tych znanych nam z lekcji, zatem ograniczanie si¢ do pamieciowego opanowania
zagadnien matematycznych nie sprzyja rozwijaniu umiejetnosci poshugiwania si¢
matematyka, a co wigcej — opanowywanie pami¢ciowe ostabia zdolnosci samoregu-
lacji niezbedne do dostrzegania i rozwigzywania problemow (Holt, 1964).
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Konstruktywistyczne podejscie do edukacji wymaga statej 1 aktywnej mani-
pulacji znaczeniami terminéw matematycznych, a nie tylko sprawnego rachowania
I operowania wzorami. Uznajac, ze matematyka nie ma charakteru kumulatywne-
g0, a jej zglebianie to ciggle poszukiwanie sensu i inteligentne wykorzystywanie
umiejetnosci matematycznych, nalezy zmieni¢ nasze tradycyjne widzenie lekcji
matematyki. Ksztatlcenie matematyczne w podejsciu konstruktywistycznym na
kazdym etapie ksztalcenia zaklada, Ze nalezy ksztattowa¢ pojgcia matematyczne,
umiejetnos¢ algorytmizacji, zglebia¢ procesy heurystyczne, ksztattowaé umiejet-
nos$¢ wspolpracy przy rozwigzywaniu problemow oraz refleksje w dziataniu i nad
zrealizowanym zadaniem. Wszystkie te kompetencje sa niezbedne w zyciu do-
rostym, a pamigtajac, ze nie ksztattujemy ich w starannie wyselekcjonowanym
odcinku czasu, powinni§my zabiega¢ o doskonalenie ich przez caty czas. Kon-
struktywizm nie oferuje pedagogicznych recept, jednak stawia w centrum gigboka
troske o ucznia, ktdra staje si¢ najmocniejszym jego przestaniem. Glosi poglad, ze
nie 0 ,,wydajno$¢” ucznia szacowang testami zewngetrznymi nalezy zabiegaé, lecz
0 staly kontakt ze sposobem jego myslenia i rozwigzywania problemu. Ten sta-
ly kontakt umozliwia wsparcie ucznia i wyposazanie go w narzgdzie obejmujace
rozumne korzystanie z poje¢ matematycznych, pot¢zne metafory i heurystyczne
procedury oparte na rozumieniu, by mogt coraz lepiej zglgbiaé siebie, tj. wlasne
metody uczenia si¢ i wlasne myslenie. Wsrod doswiadczen, ktore szkota musi za-
pewnic¢ uczniom, Rorbert B. Davis, Carolyn A. Maher i Nel Noddings wymieniaja:
a) sytuacje spotykane dotychczas (,,pokaz, powiedz i powtarzaj”), ale nie w po-

staci gotowej wiedzy, tj. w postaci formuty, wzoru i definicji; nalezy rozpo-
czyna¢ od badania chaotycznej rzeczywistosci i dostrzegania w niej pewnych
zaleznosci, ktore stang si¢ szkieletem konstrukcji abstrakcyjnych poje¢ ma-
tematycznych oraz dba¢ o to, aby dzieci widzialy oba stany — ten chaotyczny
i elegancje abstrakcji — oraz przejscia od jednego do drugiego;

b) staranne projektowanie sytuacji dydaktycznych, ktére pozwola na poprawne
odzwierciedlenie wlasciwosci struktur matematyki i ktore dadzg uczniom pod-
stawe do wzmacniania umystowych reprezentacji,

€) ogolne doswiadczenia, ktore opisujemy jako doswiadczenia ,,budujace gotowos¢™;

d) projektowanie doswiadczen, ktorych realizacja daje mozliwo$¢ nawigzania
bezposredniego kontaktu ze sposobami myslenia uczniow o jakims problemie
lub zadaniu (Davis, Maher, Noddings, 1990, s. 189).

Podsumowujac rozwazania o konstruktywistycznym podejs$ciu do naucza-
nia matematyki, warto pamigta¢, ze z konstruktywistycznego punktu widzenia
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postrzeganie jest zawsze raczej aktywnym tworzeniem niz biernym odbieraniem
(von Glasersfeld, 1987). Na uczniowska dziatalnos¢ na lekcjach matematyki nale-
7y patrze¢ jak na dziecieca tworczosc, zas odkrywanie nowych matematycznych
tajemnic uczyni¢ podstawg aktywnos$ci poznawczej dziecka.



2. Odkrywanie matematyki droga zdobywania wiedzy

Wiedz¢ matematyczng mozemy zdobywaé poprzez samodzielng ak-
tywno$¢ lub poprzez przyjmowanie uzewngtrznionej wiedzy innego cztowie-
ka. Jednak w tym drugim wypadku stajemy przed sytuacja, w Ktorej z gory
przyjmujemy, ze przedstawiony sposob dziatania matematycznego jest wlasciwy,
jedyny i wystarczajacy. Nabywajac kompetencje matematyczne, a jest to proces
dlugotrwaty, mozemy przyja¢ postawe wiernego odtwarzania wiedzy w sytuacjach
nam znanych lub wzig¢ odpowiedzialno$¢ za wlasne uczenie si¢ i konstruowac
wiedz¢ matematyczng samodzielnie — tak, aby z powodzeniem wykorzystywac
ja do rozwigzywania zadan nietypowych i pozaszkolnych. Ktéra z tych drog daje
trwalsze rezultaty i petniejsze rozumienie w zakresie matematyki? Odpowiedz
nie jest trudna. Wystarczy wyobrazi¢ sobie sytuacje, w ktorej musimy zapamigtac
droge z miejsca A do miejsca B. Lepsze efekty uzyskamy, jesli pokonamy ja sa-
modzielnie niz wtedy, gdy kto$§ szczegotowo opisze nam, jak mamy i$¢. Tak tez
jest w przypadku matematycznego poznania. Podazanie droga matematycznego
poznania jest warto$ciowszym sposobem uczenia si¢ matematyki, czego bede sta-
rata sie dowie$¢ w tym rozdziale.

Podazanie droga matematycznego poznania rozumiane jest tu jako uczenie
si¢ w akcie dokonywania odkry¢. Przyjmijmy za Brunerem, ze odkrywanie nie
odnosi sie tylko do czegos$, co wezesniej nie bylo znane ludzkosci. Odkrywaniem
na drodze poznania matematycznego bedziemy okreslali samodzielne zdobywa-
nie wiedzy nie o tym, czego nikt jeszcze nie wie, ale o tym, czego nie wie uczacy
sie. Odkrywanie bedace jednym ze sposobodw uczenia si¢ jest aktem indywidual-
nym, ktéoremu towarzyszy zdziwienie pojawiajace si¢ zawsze w kontekscie do-
tychczas zdobytej wiedzy (Bruner, 1978, s. 662 i dalsze). Wedlug Brunera akt
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odkrywania ,,polega w swej istocie na przeorganizowaniu badz przeksztatceniu
danych w sposéb pozwalajacy na wyjscie poza tak przegrupowane dane oraz na
uzyskanie dalszego, nowego wygladu” (Bruner, 1978, s. 663). Zdarza sig, ze owo
odkrycie jest mozliwe dzigki pozyskaniu nowych informacji, ale moze powsta¢
takze na bazie dotychczasowych, w wyniku innego niz aktualne postrzeganie da-
nych, wsparte ich reorganizacja.

Najwazniejszym sprzymierzencem aktu odkrycia jest zaangazowanie
i wiara, ze uda sie go dokona¢. Wierzac, ze mozemy dokona¢ odkrycia, zaczyna-
my poszukiwaé 1 opracowywac sposoby postepowania, ktore pomoga osiagnac
cel. Odkrywanie wiedzy znaczaco rézni si¢ od przyjmowania uporzadkowanych
I zaplanowanych do przekazania porcji materiatu z danego zakresu. Jego gtdwna
zaletg jest uwolnienie dzieci¢cego uczenia si¢ od sztywnych regul postepowania
oraz wyzwolenie jego aktywnosci wilasnej, co skutkuje ograniczaniem daznosci
do mechanicznego uczenia si¢. Pojawiajgca si¢ podczas odkrywania szerokokon-
tekstowa analiza sytuacji ksztattuje umieje¢tnos¢ radzenia sobie z réznymi zada-
niami, a szczegolnie z tymi, przy ktorych przechowywane w pamigci schematy
postgpowania zawodza. Ponadto pojawia si¢ mozliwos$¢ ksztattowania kompe-
tencji, a nie waskich umieje¢tnosci sprawdzajacych si¢ w sytuacjach typowych.
Uczenie si¢ dziecka poprzez odkrywanie mozemy uznaé za przebiegajace od we-
wnatrz na zewnatrz, bo podejmujac si¢ proby rozwigzania postawionej przed nim
sytuacji zadaniowej, wykorzystuje wszystkie dotychczas uksztalttowane struktu-
ry umystowe i za ich pomoca podejmuje decyzje co do przyjmowanych rozwia-
zan. Natomiast w tradycyjnym podej$ciu do nauczania najczesciej spotykamy sie
z sytuacja, w ktorej nauczyciel jest zrodtem wszelkiego poznania i przekazuje
nam wiedze¢ w sposob, ktory jemu wydaje si¢ najwlasciwszy (w tym wypadku
mamy do czynienia z uczeniem si¢ od zewnatrz do wewnatrz). Zwro¢my uwage
na jeszcze jedng znamienng cech¢ uczenia si¢ poprzez odkrywanie — dziecko
ma okazj¢ wyjs$¢ poza dostarczone informacje i wskazowki, stajac si¢ tworczym
poszukiwaczem rozwigzan.

Wazna cecha jest wzrost atrakcyjnosci zaje¢ szkolnych, ktory przektada
si¢ na wzrost dziecigcego angazowania si¢ w to, co dzieje si¢ na lekcji. Uczen
z tkwigcego w tawce biernego stuchacza ma szans¢ sta¢ si¢ narratorem zajec,
biorac czynny udziat w dyskusjach o planowanych rozwigzaniach czy w orga-
nizowaniu przestrzeni utatwiajacej rozwigzanie. Jednak przede wszystkim uzy-
skuje poczucie, ze jest wazny i jego zdanie ma znaczenie. Aktywne dzialanie to-
warzyszace uczeniu si¢ poprzez odkrywanie pozwala osiaggna¢ satysfakcje. Jest
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to o0 tyle wazne, ze wzmacnia poczucie wlasnej skuteczno$ci oraz determinuje
dziatania skoncentrowane na osiggnigciu celu. Wzrasta dziecigcia Swiadomos$é
wlasnych mozliwosci, konieczno$ci wtasciwej organizacji informacji, planowa-
nia rozwigzania 1 weryfikacji uzyskanych rezultatow. Ksztattujaca si¢ zdolnosc¢
do przeksztatcania i weryfikowania informacji wspiera umiejetnos¢ przyjmowa-
nia roznych rozwigzan, czesto obejmujacych skrajnie r6zne podejécia do sytuacji
zadaniowej. Wazna kwestig z punktu widzenia trwato$ci wiedzy jest pamig¢. Bru-
ner twierdzi, ze odkrywanie pozostawia trwaty §lad w pamigci i utatwia dostep
do przechowywanych tam informacji. Uzasadniajagc swoje stanowisko, podaje,
ze odkrywaniu towarzyszg silne emocje wzmacniajgce zapamigtywanie, a cz¢sta
reorganizacja dotychczas zdobytej wiedzy powoduje, ze staje si¢ ona materiatem
zawsze aktualnym i aktywnym, a nie zapamig¢tanym i gleboko przechowywanym
(Bruner, 1978, s. 679). Ponadto pozostaje kwestia pokonania drogi odkrycia raz
jeszcze. Przekazujac dzieciom informacj¢ w postaci gotowych stwierdzen, oprocz
wymuszania na nich przyjecia informacji zawartych w nowych tresciach mate-
matycznych jako wlasnych, wskazujemy tylko jedng droge ponownego ich przy-
wotania. Podczas zdobywania wiedzy na drodze odkrywania dziecko ma mozli-
wos¢ przywolania kolejno wykonanych czynnosci, zdarzen czy prowadzonych
rozmow, w wyniku ktorych uzyskato nowa wiedze. Przyktadem potwierdzajacym
odwotanie si¢ do pokonanej drogi poznania sg stanowiska uczniow, ktorzy nie
zapamigtuja wzoréw matematycznych. Uzasadniaja nieche¢ pamigciowego ich
opanowania mozliwoscig ich wyprowadzenia.

2.1. Odkrywanie a rozwijanie myslenia matematycznego

Tytut podrozdziatu przyjmuje a priori, ze myslenie mozna rozwijac.
Tak faktycznie jest, dowodzi tego chociazby Piaget w swoich pracach nad
rozwojem poznawczym dziecka, opisujgc, jak z wiekiem zmienia si¢ nasza
zdolno$¢ do postrzegania i interpretowania informacji ptyngcych z otocze-
nia, w ktorym funkcjonujemy. Dlatego warto zastanowi¢ si¢, czy dziecigce
odkrywanie matematyki nie tylko wspiera rozwoj myslenia, ale stanowi
jeden z najskuteczniejszych sposobow uczenia sie, o ktorym warto pamietaé,
gdy projektujemy sytuacje dydaktyczne dla naszych uczniéw. O mysleniu,
a doktadniej mysleniu logicznym (czy tez matematycznym, bo czegsto w dys-
kusjach na poziomie praktycznym pojecia te wykorzystuje si¢ jako synonimy)
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mowi sig, ze jest jednym z najistotniejszych celow nauczania matematycznego.
Czym naprawde jest ten tak silnie eksponowany na kazdym etapie ksztatcenia
cel edukacji matematycznej? Mysle, ze na poczatku warto sprecyzowac, co ro-
zumiemy przez pojecie myslenie. W tym celu siggnijmy do psychologii i jej
stanowiska w tej kwestii.

Myslenie w literaturze definiowane jest jako ztozona czynno$¢ umystowa,
ktorej dokonujemy na informacjach zgromadzonych w wyniku poznania zmy-
stowego, a takze zakodowanych w wyobrazeniach lub pojeciach. Jemu przypi-
sujemy zdolno$¢ poznawania otaczajacej rzeczywistosci m.in. poprzez dostrze-
ganie stosunkéw i zalezno$ci w niej funkcjonujgcych, zdolnos¢ do planowania,
projektowania i realizacji dziatan, dokonywania odkry¢ czy formutowania opi-
nii i wnioskéw. To wlasnie myslenie pozwala cztowiekowi na przewidywanie
nastepstw podejmowanych dziatan oraz buduje przestrzen, w Ktorej zyskujemy
warunki do wlasnego rozwoju i zaspokajania potrzeb w tym zakresie. Myslenie
postugujace si¢ ideami, obrazami, pojgciami, spostrzezeniami, symbolami czy
sadami wspiera nasza wyobrazni¢ i rozwija tworczo$¢, implikuje poszukiwania
oraz formutowanie nowych poj¢¢ i teorii, umozliwia rozwigzywanie problemow,
a takze decyduje o naszych mozliwosciach poznawczych (Kozielecki, 1992;
Maruszewski 2001; Szewczuk, 1985; Zimbardo, 1999). Oprocz materialu my-
$lenia, czyli uksztaltowanych i przechowywanych struktur informacji, J. Kozie-
lecki wskazuje na dwa, istotne w aspekcie organizacji srodowiska uczenia sig,
komponenty procesu myslenia, tj. operacje umystowe i reguty. Mianem operacji
umystowych okresla elementarne transformacje na materiale mys$lenia, natomiast
reguly opisuje jako strategie umozliwiajace porzadkowanie operacji umystowych
(Kozielecki, 1992, s. 92).

Docelowo w matematyce materialem myslenia sa pojecia abstrakcyjne,
ktére stanowig powigzane ze sobg reprezentacje faktow matematycznych. Mo-
zemy przypisa¢ im miano poje¢ matrycowych, czyli ,,poznawczych reprezenta-
cji skonczonej liczby wspdlnych cech, ktore w jednakowym stopniu przystuguja
wszystkim desygnatom (egzemplarzom) danej klasy” (Kozielecki, 1992, s. 99).
Warto dodaé, ze oprocz tych dominujacych w matematyce Kozielecki wyrdznia
rowniez pojecia naturalne, ,,ktore w réznym stopniu przystuguja desygnatom (eg-
zemplarzom) danej klasy” (Kozielecki, 1992, s. 102). Mimo ze poj¢cia naturalne
dominujg w codziennym zyciu cztowieka, cechuje je mniejsza jednoznacznosc.
W przypadku tych poje¢ desygnaty grupuja si¢ wokot najbardziej reprezentatyw-
nego egzemplarza (Zimbardo, 1999).
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Prawidlowy przebieg myslenia i trafno$¢ uzyskanych efektow sg uwarun-
kowane wlasciwym doborem poje¢ (Kozielecki, 1992), dlatego tez proces ich
ksztattowania otrzymuje tak wielka rangg w nauczaniu i uczeniu si¢ matematyki.
Jednak ich rozumienie nie jest mozliwe bez dostrzegania zalezno$ci wystgpuja-
cych migdzy nimi, a te z kolei wystepuja dzigki operacjom mys$lowym.

2.1.1. Odkrywanie a operacje myslowe

Wsrdd operacji myslowych wyréznia si¢ dwie podstawowe, czyli anali-
z¢ 1 synteze, oraz ich pochodne, tj. abstrahowanie, uogélnianie i pordbwnywanie
(Kozielecki, 1992, s. 96). Analiza i synteza to procesy mySlowe, ktore przebie-
gaja bardzo szybko i wielokrotnie w naszych umystach, wystepuja przemiennie,
a wszystko to w celu wybrania przez nasz umyst poszukiwanych informacji.
Analiza jest procesem polegajacym na wyodrebnieniu z catosci pewnych cech
przy jednoczesnym zachowaniu relacji migdzy sktadowymi rozwazanego obiektu
mys$lowego, natomiast synteza polega na laczeniu elementoéw, cech, czesci w ca-
10$¢ z uwzglednieniem dostrzezonych relacji. Tak jak analize stosujemy w celu
wykrycia struktury badanego obiektu czy mechanizméw dziatajacych w jego ob-
rebie, tak synteza umozliwia calo$ciowy oglad rozwazanego obiektu myslowe-
go. Stosujac na przyktad analiz¢ podczas rozwiazywania zadan matematycznych,
wyodrebniamy zmienne dane i szukane, a takze zaleznosci wystgpujace migdzy
nimi, podczas gdy synteza umozliwia w drodze matematyzacji catoSciowe ujecie
wyodrgbnionych elementow w model matematyczny. Synteza za pomoca takich
operacji my$lowych, jak abstrahowanie, uogdlnianie i poréwnywanie zmierza do
wykrycia w potaczonej, nowej catosci istotnych whasnosci i ich przyporzadko-
wan. Takie postrzeganie analizy i syntezy przesadza, ze stanowig one wzajemnie
przeplatajace i dopelniajace si¢ procesy myslowe.

Abstrahowanie to jedna z istotniejszych operacji myslowych wykorzy-
stywana przez ucznidw w mtodszych klasach do okreslania poje¢, regut i za-
leznosci w §wiecie matematyki. Zbigniew Semadeni abstrahowanie, a doktad-
niej abstrahowanie generalizujace, nazywa ,,operacja myslowa prowadzaca do
pojecia ogolnego przez uwzglednienie tylko niektorych cech rozpatrywanych
przedmiotdw lub zjawisk i wyodrebnienia tych cech w mysli z jednoczesnym
pomini¢ciem innych cech nieistotnych z danego punktu widzenia” (Semade-
ni, 1981, s. 54). Abstrahowaniu czgsto towarzyszy idealizowanie, czyli zastg-
powanie w mysli cech dostrzezonych wiasno$ciami idealnymi, np. podczas
badania ksztatltow wystepujgcych w najblizszym otoczeniu dziecka i szuka-
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nia ich matematycznych odpowiednikéw — tak jak wtedy, gdy obserwujemy
budynki mieszkalne, ktore dziecko spotyka w drodze do szkoty czy podczas
szkolnych wycieczek. Wszyscy wiemy, ze budynki sg trojwymiarowe, a jed-
nak méwimy o oknach w ksztatcenie prostokata czy o $cianach budynkow
w ksztalcie kwadratu.

Drugg istotng operacja myslowa jest uogolnianie, ktorg w sensie mate-
matycznym bedziemy okresla¢ jako czynno$¢ umystowa, w wyniku ktérej dla
pewnego pojecia abstrakcyjnego wskazujemy pojecie ogdlniejsze, a rozwazane
pojecie abstrakcyjne traktujemy jako jego szczeg6lny przypadek. I tak poje-
ciem ogdlniejszym dla kwadratu jest rownoleglobok, a dla niego czworokat.
Uogolnianie poje¢ pozwala tworzy¢ szersze klasy i utatwia porzadkowanie
wiedzy matematycznej.

Zaréwno abstrahowanie, jak i uogdlnianie sg mozliwe dzieki umiejet-
nosci porownywania. To kolejna operacja umystowa, ktora polega na poszu-
kiwaniu i wskazywaniu podobienstw i réznic w badanych obiektach. To na jej
podstawie wnioskujemy o cechach wspolnych istotnie wyrozniajacych obiekt
sposrod innych, a takze przypisujemy go do klasy obiektéw ogolniejszych,
traktujac go jako przynalezny. Na schemacie 1 zaprezentowano, jakie relacje
zachodzg miedzy tymi procesami myslowymi. Uczniowie, badajac zbior kwa-
dratdw o réznej dtugosci bokow i w roznych kolorach, maja dostrzec, ze mimo
tych roznic kazda z tych figur ma ten sam ksztatt, w ktorym cztery wystgpujace
boki sa tej samej dlugosci, a katy proste. Podobnie badaja czworokaty wypukte
i wielokaty. To wtasnie proces abstrahowania pozwala im na pominigcie
kolorow i wielkosci obiektow geometrycznych, a wybranie tylko tych cech,
ktére opisuja je wszystkie. Proces uogolnienia (schemat 1) bedzie polegat na
dostrzezeniu, ze kazdy kwadrat posiada wszystkie cechy czworokata, ale nie
kazdy bedzie kwadratem. Takie uczniowskie spostrzezenia pozwolg na sformu-
towanie wniosku, ze czworokat wypukty jest pojeciem nadrzgdnym w stosun-
ku do kwadratu i tworzy ogdlniejsza klase obiektéw. Warto przy tym dodac,
ze proces uogolniania jest dla dzieci trudniejszy od abstrahowania, bo tatwiej
wyloni¢ w danej grupie obiektow wspolne cechy, niz przypisa¢ je do zbioru
obiektow o cechach ogolniejszych.
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Schemat 1: Abstrahowanie i uogdlnianie pojec

ABSTRAHOWANIE KWADRAT

I ABSTRAHOWANIE WIELOKAT

Zrodto: opracowanie wiasne.

Nalezy wspomnie¢ jeszcze o dwoch waznych w kontekScie matematyki
operacjach myslowych, a mianowicie o konkretyzacji i uszczegétawianiu. Kon-
kretyzacja jest operacja odwrotng do abstrahowania (Semadeni, 1981, s. 55). Spo-
tykamy si¢ z nig w sytuacji, gdy dziecko ma za zadanie wskaza¢ konkretny obiekt
jako przyktad uksztattowanego pojecia abstrakcyjnego, np. znajac pojecie ob-
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wodu wielokata, potrafi obliczy¢ obwod prostokata o bokach 4 cm i 5 cm. Zreszta
zawsze, gdy uczen podaje przyktad konkretnego obiektu matematycznego, aby
zilustrowaé dane pojecie, moéwimy o konkretyzacji. Konkretyzacja jest na tyle
wazna, ze umozliwia uczniom pokonywanie trudnosci napotkanych podczas roz-
wigzywania zadan, np. stuzy do wizualizacji sytuacji przedstawionej w zadaniu.
Mozna to zilustrowa¢ chociazby w takim przyktadzie:

Zadanie: Jak zmieni si¢ suma dwoch dowolnych liczb, gdy jedna
Z nich zwigkszymy o jeden? (lub w wersji profesjonalnej: Jak zmieni
si¢ suma dwoch liczb naturalnych, gdy jeden ze sktadnikow zwigk-
szymy 0 jeden?)3.

Zaprezentowane w takiej postaci zadanie jest dla uczniéw trudne, dlatego
warto skorzystac¢ z konkretyzacji, ktora sprawdza si¢ tu bardzo dobrze. Traktujac
ja jako czynno$¢ pomocniczg na drodze poszukiwania rozwigzania, wystarczy
poprosi¢ ucznia, aby sprawdzit, jak zachowuja si¢ dwie dowolnie wybrane przez
niego liczby w sytuacji opisanej w zadaniu. Oczywiscie jeden konkretny przyktad
nie doprowadzi dziecka do rozwiazania, ale wskaze droge, ktdrg powinien poda-
za¢, aby uzyskac rozwigzanie. Konkretyzacja jest niezmiernie pomocna w Sytua-
cjach, gdy dziecko po przeczytaniu zadania nie wie, co zrobi¢. Inng zaleta tej
operacji myslowej jest mozliwo$¢ weryfikacji przyjetego rozwigzania. Wezmy
dla przyktadu nastgpujaca hipoteze: Kazdy trojkat ma rowne boki. Aby jg oba-
li¢, wystarczy narysowac tylko jeden trojkat o bokach réznej dtugosci. Okazuje
si¢ wtedy, ze istnieja trojkaty o roznych dlugosciach bokow. W matematyce taki
przyktad ukazujgcy nieprawdziwos¢ danego spostrzezenia nazywamy kontrprzy-
ktadem. Mysle, ze juz we wezesnej edukacji warto uczy¢ dzieci postugiwania sie
tym narze¢dziem.

Uszczegbdtawianie pojawia si¢ w sytuacji, gdy przechodzac od pojecia
ogolniejszego, dochodzimy do bardziej szczegdétowego, jak chociazby wspomnia-
ny wczesniej obwod prostokata, w ktorym wyznaczenie jego wartosci polega na
zsumowaniu podwojonej dlugosci oraz podwojonej szeroko$ci prostokata. Nato-
miast w przypadku dowolnego wiclokgta obwodem okreslamy wielko$¢ uzyskanag
W wyniku zsumowania dtugosci wszystkich jego bokow. Uszczegdtowienie jest
operacja myslowg odwrotng do uogolniania (Semadeni, 1981, s. 54).

3 Bardzo wiele przyktadow interesujacych i warto$ciowych zadan w kontekscie ksztalcenia matematycznego
odnajdziemy w: Kalinowska (2010a) oraz Klus-Stanska, Kalinowska (2004).
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Wszystkich wymienionych powyzej operacji myslowych bez watpienia
doszukamy si¢ w czynno$ciach umystowych uczniéw, gdy prowadza oni wias-
ne badania, w wyniku ktérych dokonuja odkrycia matematycznego. Chociazby
wowczas, gdy postawimy przed nimi figury przestrzenne i poprosimy, aby uwaz-
nie przyjrzeli si¢ obiektom, po czym pogrupowali je wedtug dostrzezonych podo-
bienstw i réznic. Jest to bardzo ciekawe doswiadczenie, podczas ktorego dzieci
dostrzegaja i wskazuja elementy obiektow (analiza), poréwnuja wyodrebnione
sktadowe obiektow, dyskutujg o swoich spostrzezeniach, krytycznie oceniajg po-
jawiajace si¢ pomysty, buduja zbiory bryt, np. o dwdch podstawach lub o §cianach
bocznych bedacych trojkatami (abstrahowanie i uogoélnianie), az w koncu badane
obiekty ujmujg catosciowo z uwzglednieniem wskazanych uprzednio elementow
i wystepujacych migedzy nimi relacji (synteza).

2.1.2. Odkrywanie a reguly myslenia

Reguty, czyli ostatni z wyrdznionych elementow myslenia, sg sposobami,
w jaki nasz umyst porzadkuje operacje umystowe. To one odpowiadaja za spo-
sob komponowania operacji myslowych w cato$¢ i zawsze sa podporzadko-
wane realizacji celu, ktory je wywotal. Najogolniejszy podziat regut myslenia
wyodrebnia algorytmiczne i heurystyczne (Zimbardo, 1999, s. 417-418). Al-
gorytmem w kontek$cie nauczania matematyki bgdziemy nazywali oparty na
z gbry przyjetym zbiorze czynnosci podstawowych skonczony ciag czynnosci,
ktoérego rzetelna realizacja zawsze prowadzi do rozwigzania zadania. Wsréd
warunkow dobrze okreslonego algorytmu wyrdzniono ogo6lnosé, jednoznacz-
nos¢ czynnosci i efektywnos¢ (Krygowska, 1979, s. 115). Ogdlnos¢ przejawia
si¢ w mozliwo$ci zastosowania ciggu zaplanowanych czynno$ci do rozwigza-
nia danego typu zadan. Jednoznaczno$¢ gwarantuje nam, zZe opanowanie czyn-
nosci podstawowych i przestrzeganie ich sekwencyjnosci doprowadzi nas do
rozwigzania, co wigcej — pozwoli automatycznie uzyskac¢ rozwigzanie. Nato-
miast efektywno$¢ algorytmu przejawia si¢ w uzyskaniu poprawnego rezultatu
w skonczonej liczbie krokow. Z. Krygowska podkres$la, ze znajomos¢ algo-
rytmoéw i poprawno$¢ stosowania usprawnia nas w zakresie rachowania i po-
zostawia miejsce dla tworczo$ci matematycznej dziecka (Krygowska, 1979,
s. 115 i dalsze). Zgadzam si¢, ze wykorzystywanie algorytméw jest jednym
z warunkéw koniecznych dziatalno$ci matematycznej dziecka, ale nie jedy-
nym. Stanowisko Krygowskiej w tej sprawie wyraznie wskazuje, ze algorytmy
powinny wystepowac na lekcjach matematyki, jednak ograniczanie si¢ w pracy
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dydaktycznej tylko do nich stanowi podstawowy btad nauczyciela (Krygow-
ska, 1979, s. 124). Na ten fakt zwrdcita uwage réwniez D. Klus-Stanska, ktora
podkreslita, ze ,,poznawanie algorytmicznych schematow w szkole wigze si¢
z poleceniami, ktore mozemy okresli¢ jako »Zapamigtaj i ¢wicz«, a ich wyko-
rzystanie w dalszej pracy z sytuacjami »Rozpoznaj i dziataj«” (Klus-Stanska,
Nowicka, 2013, s. 166). Koncentracja w nauczaniu wytgcznie na algorytmach
ujmuje zatem nauczanie matematyki jako mechaniczny proces, w ktorym ak-
tywno$¢ ucznidow ograniczana jest do opanowania schematéw postepowania.
Uwazam rowniez, ze algorytmy w procesie ksztatcenia powinny znalez¢ swoje
miejsce, jednak konieczne w aspekcie rozwoju dziecka jest zwrocenie uwagi
na odkrywanie algorytmow w trakcie uczenia si¢ matematyki. Czym zatem
bedzie odkrywanie algorytmow?

Dwa podejscia do wykorzystywania w procesie ksztatcenia algorytmow
mowia, ze mozemy postugiwac si¢ tymi zaprezentowanymi przez nauczyciela
I utrwalonymi w toku ¢wiczen, ale mozemy skierowa¢ uczniowskie wysitki
na budowanie algorytmow, pogtebiajac w taki sposdb rozumne postugiwanie
si¢ nimi. Algorytmizacja, czyli jedna z regut myslenia, wyznacza konsensus
w sprawie: algorytmy TAK czy NIE. Scile wigze si¢ nie z samg znajomoscia
algorytmu i1 umiejetnoscig postugiwania si¢ nim, ale jest procesem polegaja-
cym na jego projektowaniu, sprawdzaniu stosowalnos$ci i poszukiwaniu — jak
okresla si¢ w matematyce potocznie — jego eleganckiej postaci. Odkrywanie
algorytmu zatem to cigg czynno$ci umystowych niedajacy sie uja¢ w przyjety
na wstepie plan gwarantujacy wyznaczenie poszukiwanego sposobu rozwia-
zania zadania. Uzyskany na drodze odkrywania ciag czynno$ci sktadowych
algorytmu wykorzystuje tak znamienne dla rozwoju kompetencji matematycz-
nych dziecka umiej¢tnosci, jak racjonalne postugiwanie si¢ poznanymi w toku
ksztalcenia algorytmami, rozpoznawanie, analizowanie i wskazywanie warun-
koéw dziatania algorytmow, budowanie algorytmoéw analogicznych do pozna-
nych wczesniej, samodzielne konstruowanie algorytméw, weryfikowanie po-
prawnosci algorytmow i uzupetnianie ich o brakujace elementy (Krygowska,
1977a; Rams, 1982; Systo, 2002). Algorytmizacja postrzegana jest jako jedna
z wazniejszych aktywnosci matematycznych uczniéw. To tworzenie algoryt-
mow Zenon Moszner zalicza do najwyzszego poziomu aktywno$ci matema-
tycznych (Moszner, 2004, s. 257-259), a Krygowska podkresla, Zze to whasnie
operatywny charakter matematyki umozliwia wprowadzenie ucznidéw w proce-
dury algorytmizacji (Krygowska, 1986, s. 115).
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Przyjrzyjmy si¢ ponizszemu przyktadowi, w ktoérym dzieci moga powotac

do zycia wlasny algorytm. Rozwazmy nastgpujace przyklady zadan tekstowych

dotyczacych poréownania réznicowego wielkos$ci:

Zadanie: Na dwoch potkach ustawiono 26 ksigzek w taki sposob, ze
na potce drugiej postawiono o 2 ksigzki wiecej niz na pierwszej. lle
ksiazek ustawiono na kazdej z potek?

Zadanie: Uczniowie klasy trzeciej wraz z wychowawcg wybrali
si¢ na pieszg wycieczke. Po przejsciu pierwszego odcinka wyzna-
czonej trasy zatrzymali si¢, aby odpocza¢. Po zregenerowaniu sit
ruszyli w dalsza droge. Bez kolejnego przystanku dotarli na miej-
sce, pokonujac tacznie 5 kilometrow. Wiedzac, ze drugi odcinek
trasy byt o 1 kilometr dtuzszy, wyznacz dtugos¢ kazdej z czgsci
przebytej drogi.

W kazdym z tych przyktadow, aby obliczy¢ mniejsza wielkos¢ (liczba

ksiazek na pierwszej potce czy dlugos¢ pierwszego odcinka trasy), wystarczy od
tacznej wartosci odja¢ wystepujaca miedzy nimi réznice, a uzyskany wynik po-
dzieli¢ przez 2. Uczniowie, pracujagc nad odkryciem sposobu rozwigzania tego
typu zadan, moga opracowac algorytm postepowania pozwalajacy na uzyskanie
poprawnej odpowiedzi. Algorytm ten moze mie¢ nastgpujaca postac:

1.
2.

Okresl, jaka jest taczna liczba ksigzek (dtugos¢ trasy).
Sprawdz, czy na kazdej pélce ustawiono po tyle samo ksigzek (czy oba odcinki
trasy byty tej samej dlugosci).
Od facznej wielkosci odejmij réznice miedzy liczbg ksigzek na potkach (mig-
dzy dhugoscia trasy na kolejnych odcinkach).
Uzyskang wielko$¢ podziel przez dwa, aby uzyskac liczb¢ ksigzek na pierw-
szej polce (dtugos¢ pierwszego odcinka trasy).
Do liczby ksiazek na pierwszej potce dodaj usunigta wezesniej rdznicg (do
dhugosci pierwszej trasy dodaj usunietg wezesniej réznice), aby uzyskac druga
poszukiwang wielkos¢.
Sprawdz, czy uzyskane wyniki spetniajg warunki zadania.

Ciekawym przedtuzeniem pracy moze by¢ sprowokowanie sytuacji, w kto-

rej ten algorytm, mimo rozpoznawalnej konstrukcji zadania, zawodzi. Dyskusja,

ktora rodzi si¢ wokot takiego konfliktu poznawczego, ma niezwykta warto$¢ edu-
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kacyjna, a wielo$¢ uczniowskich watpliwosci staje si¢ poczatkiem wartosciowej
dyskusji 0 matematyce.

Zadanie: Na dwoch potkach ustawiono 13 ksigzek w taki sposob, ze
na potce drugiej postawiono o 2 ksigzki wiecej niz na pierwszej. lle
ksigzek ustawiono na kazdej z potek?

Jest to przyktad zadania niestandardowego i po skorzystaniu z wcze$niej
wypracowanego algorytmu uzyskujemy zadziwiajacg odpowiedz, tj. na pierwszej
ustawiono pig¢ i pot ksigzki, na drugiej siedem i pot. Przy obowigzku dbatosci
0 ksiazki (bez podziatu zadnej z nich na potowy) nigdy nie ustawimy ksigzek tak,
jak opisano w zadaniu. OczywiScie mozna t¢ sytuacje przedtuzyé, np. pytajac
0 opisang w zadaniu mozliwos¢ rozmieszczenia ksigzek. Waznym aspektem pracy
uczniéw bedzie nie tyle odkrycie algorytmu dla jednego, obtozonego warunkami
typu zadan, ale poszukiwanie, porOwnywanie, sprawdzanie rezultatow i dyskusja
0 nich w kontek$cie warunkow zadania czy wreszcie pisemna forma prezentacji
rozwigzania. Ta ostatnia umiejgtno$¢ niestety sprawia uczniom coraz wigcej trud-
nos$ci. Przyczyng takiego stanu moze by¢ dazenie podczas lekcji do rozwigzania
duzej liczby zadan wsparte kartami pracy i zeszytami ¢wiczen, kiedy czgsto roz-
wigzujacy ogranicza sie do uzupehiania tzw. luk.

Odkrywanie algorytméw i poslugiwanie si¢ gotowymi algorytmami
stanowi zupelnie inng aktywnos$¢ umystowg. Zarowno pierwsza, jak i druga
umiejetno$¢ wpisuja si¢ w pozadane zasoby kompetencji matematycznych,
jednak to umiejetnos¢ samodzielnego budowania algorytméw czyni nas sku-
teczniejszymi w rozwigzywaniu zadan, szczegdlnie problemowych. Korzy-
stanie z wyuczonych, gotowych algorytméw ogranicza nasze mozliwosci do
zadan i Sytuacji zadaniowych, z ktérymi spotkaliémy si¢ w toku nauki. Po-
nadto ulotno$¢ ludzkiej pamigci nie gwarantuje nam sukcesow, bo czesto nie
pamig¢tamy wypracowanego w zmudnych ¢wiczeniach algorytmu. To wtasnie
doswiadczanie odkrywania algorytmow czyni nas bardziej otwartymi, zdol-
nymi do tworzenia czego$ nowego, a przede wszystkim oddala od nas jedng
Z najczgstszych mysli pojawiajacych si¢, gdy wywotajg nas na matematyce do
tablicy: Jak to byto?!

Odkrywanie algorytmoéw, implikujace uczniowskie poznawanie sposo-
bow ich otrzymywania w warunkach szkolnych, powinno by¢ poprzedzone
poszukiwaniami heurystycznymi, ktére zapewniajg uczniom rozwijanie mysle-
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nia (Klus-Stanska, Nowicka, 2013, s. 172). | tak wytania nam si¢ druga grupa
regut porzadkujacych operacje myslowe, czyli heurystyczne. Sg to oparte na
doswiadczeniu reguly postepowania, ktére w przypadku nieznajomosci sku-
tecznego algorytmu pozwalajg na uproszczenie i skrocenie drogi poszukiwania
rozwiazania. W poréwnaniu z algorytmami moga by¢ zawodne i nie gwarantuja
uzyskania odpowiedzi.

Korzeni wspotczesnej heurystyki doszukamy si¢ u Sokratesa (469-
399 p.n.e.), Kartezjusza (1596-1650), Leibniza (1646-1716) czy Poincarégo
(1854-1912). Jednak to George Polya (1887-1985) uznawany jest za tworce
wspotczesnej heurystyki (Goralski, 1989, s. 55-60). Jego stanowisko zdecydo-
wanie okresla heurystyke jako metodologie¢ 1 pedagogike rozwigzywania zadan
(Goéralski, 1989, 60), ktéra ma skupiaé si¢ na zrozumieniu procesu rozwigzywa-
nia zadan i operacjach mys$lowych wykorzystywanych w tym procesie (Polya,
2009). Wykorzystujac doswiadczenia w rozwigzywaniu zadan i obserwacje lu-
dzi rozwigzujacych zadania, powinnismy poszukiwac¢ sposobow traktowania
wszystkich mozliwych rodzajow zadan, tak by okresli¢ charakterystyczne ryzy
niezalezne ani od tematyki, ani rodzaju zadania. Heurystyka nieprecyzyjnie okre-
Slona $wietnie spisuje si¢ w rozwigzywaniu probleméw wymagajacych twor-
czego myslenia, gdy utarte drogi postgpowania zawodza. Jej przedmiotem ,,jest
ogot dziatan przedsigbranych przez czlowieka tworczo rozwigzujacego zadania
praktyczne, zadania poznawcze lub zadania przekazu” (Goéralski, 1989, s. 61).
Natomiast jej cele wskazuja na potrzebe konstruowania i uzasadniania dziatan
tworczych cztowieka, opisywanie dziatan obserwowanych podczas tworczego
rozwigzywania zadan w formie procedur, wskazywanie wsrdd nich najbardziej
typowych oraz ich analizg, prowadzaca do definiowania sprawozdawczego
(Goralski, 1989).

Heurystyka, ktéra przede wszystkim sprzyja odkryciu rozwigzania (Go-
ralski, 1989, s. 63), w swej og6lnosci wyznacza pewne ramy postgpowania.
W catym procesie mozemy wyodrebni¢ trzy podstawowe fazy, tj. obserwo-
wanie, poszukiwanie (odgadywanie) rozwigzan oraz sprawdzanie i ocen¢
rozwigzania (Goralski, 1989, s. 80). Obserwowanie, podobnie jak przy wy-
korzystaniu regut algorytmicznych, rozpoczyna si¢ analiza zadania i wyrdz-
nieniem sktadnikéw zadania. Jednak w przypadku regut heurystycznych nie
nastepuje identyfikacja algorytmu pozwalajacego rozwigza¢ zadanie, ale od-
niesienie treSci zadania do dotychczas zgromadzonej wiedzy i znanych spo-
sobow dzialania. Waznym etapem tej fazy jest wyodrgbnianie i gromadzenie
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faktow wiazacych si¢ z zadaniem. Tam, gdzie w regutach algorytmicznych
nastepuje uzyskanie catkowitego lub czesciowego rozwigzania zadania, w re-
gutach heurystycznych dominuje okreslanie planéw rozwigzania i ich porow-
nywanie wsparte powtarzajacg si¢ analiza pojawiajacych si¢ przyczyn poste-
pow i bledoéw. Analizowanie wlasnego postgpowania, modyfikowanie go na
podstawie uzyskanych rezultatow oraz uczenie si¢ na rozwigzaniach jest tu
obecne w szerokim zakresie. Natomiast w konicowej fazie zamiast sprawdzac
poprawnos$¢ algorytmu z warunkami zadania, tu uzyskujemy wynik, ktérego
sprawdzanie w gruncie rzeczy sprowadza si¢ do rozwigzania odrgbnego zada-
nia (Goralski, 1989). Wsérod wlasnosci metod heurystycznych George’a Polyi
mozemy wyroznic:

— rozlegly obszar zastosowan,

— budowanie przestrzeni dla uczniowskiej aktywnosci, w ktorej mamy mozli-
wos$¢ powigzania wiedzy wczesniejszej z nowa oraz odwotania si¢ do dotych-
czasowych doswiadczen dziecka,

— uczenie si¢ w toku rozwigzywania zadan poprzez poroéwnanie przyjetych
wstepnie planéow rozwiazania, ich wnikliwg analiz¢ 1 wycigganie na tej pod-
stawie wnioskéw,

— wykorzystywanie rozumowania indukcyjnego i analogii, ktore sa juz dostepne
dzieciom we wczesnej edukacji,

— wyrazne wskazanie i oddzielenie etapow poszukiwania rozwigzania i weryfi-
kacji uzyskanych rezultatow,

— trudno$ci w zakresie przewidywania efektywnosci zastosowan (Goralski,
1989, s. 85-86).

Brak uniwersalno$ci, ktory cechuje reguly heurystyczne, kieruje nasza
uwage w poznawaniu matematyki nie na okreslenie $cistych sposobow dla da-
nych typow zadan, ale na ksztalttowanie postaw wspierajacych odwagg intelek-
tualng uczniéw. Zofia Krygowska réwniez zwraca uwage w szkolnej edukacji
matematycznej na znaczenie modelowania postaw gotowych na wyzwania nie
tylko w matematyce, ale rowniez poza nig. Twierdzi, ze wazne jest stwarzanie
okazji do eksplorowania jej obszarow, bo uwalnia to od jednostronnego my-
$lenia. Owa jednostronno$¢ moze sprowadzac sie do wykorzystywania jednej
metody, jednego schematu rysunkowego czy wykonywania rachunkéw w jeden
utarty mechaniczny sposob, a to ogranicza uczniowska przestrzen i swobode
dziatania (Krygowska, 1977, s. 127 i dalsze). Z mechanicznym wykonywaniem
rachunkow spotykamy si¢ czesto w praktyce szkolnej, np. w sytuacji, gdy uczen
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ma wykona¢ dodawanie kilku sktadnikow ustawionych w dziataniu w dowol-
nym porzadku, np.

Oblicz: 12+ 7+21+8+13 =

Niedostrzezenie przez dziecko, ze sktadniki parami dopetniaja si¢ do pel-
nych dziesigtek, znacznie utrudnia rachunki. W podrecznikach szkolnych czesto
W takich zadaniach umieszcza si¢ polecenie: ,,Oblicz sprytnie”, co ma wzbudzic¢
che¢ poszukiwania tatwiejszego sposobu wykonania dziatania.

Kolejng niezwykle istotng uczniowska postawg jest zachowanie rowno-
wagi w obszarze poszukiwan, ktorg Krygowska $cisle wigze z intuicja matema-
tyczng, podpowiadajacy, kiedy poszukiwac innej drogi rozwigzania, porzucajac t¢
przyjeta na poczatku. Jest to trudna, wymagajaca cierpliwosci umiejetnosc. Zbyt
pospieszne opuszczenie przyjetego na poczatku planu poszukiwania rozwigzania
moze by¢ ztym wyborem. Z drugiej strony zbyt dlugie trwanie przy nim, mimo
braku rezultatow, takze okazuje si¢ bledem. Swiadome do$wiadczanie matematy-
ki umozliwia zatem nabywanie wyczucia co do trwania badz zmiany poczatkowo
przyjetej strategii rozwigzania.

Ostatnig wérdéd wymienionych postaw jest rozwijanie $wiadomosci, ze na-
wet wielokrotne bierne czytanie i rozwigzywanie typowych przyktadow jedna
przyjeta metoda nie prowadzi do sukcesu matematycznego. Te trudne do uchwy-
cenia warunki sukcesu powinny by¢ wspierane strong techniczng ksztalcenia,
ktora, jak podkres$la Krygowska, pojawia si¢ w trakcie pracy nad odkrywaniem
rozwigzania. To wtedy uczniowie ksztattuja wlasciwy zapis przyjetego rozwia-
zania, dokonuja wyboru oznaczen i ucza si¢ konsekwentnie ich przestrzegac,
konstruuja rysunki geometryczne, nabywaja swiadomos$¢ uzytecznosci numeracji
wykorzystanych wzoréw, regut, praw i wlasnosci. Autorka jednoznacznie wska-
zuje, ze to wiasnie w toku poszukiwania rozwigzania uczen ma szanse na osobiste
,dorabianie si¢” pozadanych postaw matematycznych (Krygowska, 1977, s. 127
I dalsze). Postawy, 0 ktorych mowi Krygowska, odpowiadaja pierwszym trzem
regulom postepowania (dyrektywom) Polyi, uzytecznym podczas rozwigzywania
zadan (tab. 1). W wyznaczonych regutach postepowania — oprocz uzytecznych
W uczeniu si¢ matematyki postaw — Polya wskazuje ogdlne zasady dokonywania
wyboréw podczas rozwigzywania zadan, podkresla range rzeczowej zawartosci
zadania, a takze wskazuje, jak wykorzysta¢ dotychczas zgromadzong wiedze i do-
$wiadczenia.
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Tabela 1. Reguty postgpowania (dyrektywy) podczas rozwigzywania zadan wedtug George’a Polyi

racjonalno$¢ rozumiana jako niesprzeciwianie si¢ wyczuciu i dostrzeganie argu-
mentow potwierdzajacych lub negujacych przyjete plany rozwiazania zadania

oszczednos$¢ wyrazajaca si¢ nie w Z gory narzuconych ograniczeniach, ale
rozumiana jako trzymanie si¢ zadania tak blisko, jak to tylko mozliwe przy jed-
noczesnym zachowaniu gotowosci do odejscia od przyjetego planu rozwigzania,
jesli beda tego wymagac okolicznosci

uzyteczne postawy

wytrwatos¢ jako niezbyt pospieszne porzucanie poczatkowych zatozen rozwia-
zania oraz réznorodno$¢ jako umiejetnos¢ zmiany planéw bez upartego trwania
przy poczatkowych zatozeniach

to co tatwiejsze ma zawsze pierwszenstwo przed
tym, co trudniejszym

to co lepiej znane ma pierwszenstwo przed tym,
ogo6lne zasady wyboru co jest gorzej znane

obiekt, ktory posiada wigcej punktow wspolnych
z zadaniem, zawsze be¢dzie miat pierwszenstwo
przed tym, ktory tych punktéw ma mniej

cato$¢ ma pierwszenstwo przed czesciami, gtow-
zawartos$¢ rzeczowa zadania | ne czg$ci — przed pozostatymi czgsciami, blizsze
cze$ci zadania — przed bardziej oddalonymi

zadania rozwigzane ostatnio i zawierajgce ten
sam rodzaj niewiadomej maja pierwszenstwo
przed zadaniami rozwigzanymi wczesniej

Reguly postepowania (dyrektywy)

reguly preferencji

udowodnione wczesniej twierdzenia, ktore za-
wierajg ten sam wniosek co rozwazane twierdze-
sposob uzytkowania wiedzy | nie, maja pierwszenstwo przed innymi udowod-
i doswiadczenia nionymi wczesniej twierdzeniami

zadania rownowazne wlasnie rozwigzywanemu
maja pierwszenstwo przed zadaniami, ktore
mozemy sprowadzi¢ do niego, lub obejmuja je,
a to z kolei ma pierwszenstwo przed wszystkimi
pozostalymi zadaniami

Zrodto: Polya, 1975, s. 281 i dalsze.

Heurystyka, mimo ze stanowi bardzo ogdlny i Z zatozenia zawodny sposob
rozwigzywania zadan w stosunku do wypracowanych algorytmdw, jest nieocenio-
nym narzedziem dziatalno$ci matematycznej uczniow. Niepodwazalno$¢ jej sto-
sowania w praktyce edukacyjnej jest widoczna w chwili, gdy myslenie o ksztat-
ceniu matematycznym zaczniemy postrzega¢ nie jako wyposazenie w gotowe
modele i schematy postepowania, lecz gdy skierujemy nasz wysitek na ksztatto-
wanie jednostki tworczej, rozwijajacej si¢ i dazacej do samodzielnosci intelektual-
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nej. Klus-Stanska i Nowicka pisza: ,,Rozwigzywanie zadan za pomoca heurystyk
wigze si¢ z uruchamianiem strategii tworczego myslenia, wraz z typowa dla tego
rodzaju aktywnosci poznawczej zdolnoscia do tworzenia hipotez oraz ich ciggtej
weryfikacji, w poszukiwaniu nieznanego dotad sposobu dziatania” (Klus-Stanska,
Nowicka, 2013, s. 166) i potwierdzaja, ze wszystkie te aktywnosci umystowe sa
juz dostepne matym dzieciom (Klus-Stanska, Nowicka, 2013, s. 166).

W omawianym powyzej procesie mys$lenia odwotywatam si¢ niejed-
nokrotnie do obszaru matematyki, jednak nadal nie odniostam si¢ do relacji
mig¢dzy pojeciami ,,myslenie” a ,,myslenie matematyczne” (logiczne). Na pod-
stawie wczesniej zaproponowanej definicji nietrudno okresli¢ pojecie ,,mysle-
nie matematyczne”, bo skoro myslenie to proces umystowy dokonywany na
informacjach zgromadzonych w wyniku poznania zmystowego lub zakodowa-
nych w wyobrazeniach czy pojeciach, umozliwiajacy poznawanie i aktywne
uczestnictwo w otaczajacej nas rzeczywistosci, to myslenie matematyczne be-
dzie wykorzystywalo informacje matematyczne w celu aktywnego poznawania
i stosowania matematyki nie tylko w jej zakresie, ale takze w zyciu codzien-
nym. D. Klus-Stanska i A. Kalinowska definiujg mys$lenie matematyczne jako
,,Zespot podejmowanych samodzielnie czynnosci umystowych polegajacych na:
(1) rozwigzywaniu zadan i innych problemdw matematycznych, [...], (2) poszu-
kiwaniu tych probleméw, czyli dostrzeganiu nowych relacji matematycznych
i sktonno$ci do matematyzacji rzeczywistosci” (Klus-Stanska, Kalinowska,
2004, s. 19). Pozostawanie, ich zdaniem, w obszarze stosowalno$ci tylko me-
chanicznie wypracowanych technik obliczeniowych prowadzi do dziatalno$ci
uczniéw, ktéra mozna nazwac bezmys$lnoscia matematyczng (Klus-Stanska,
Kalinowska, 2004, s. 19). Autorki podkreslaja, ze w szkolnym nauczaniu ma-
tematyki nie nalezy koncentrowac si¢ na bezmys$lnym kolekcjonowaniu czyn-
nosci umystowych, bo myslenie matematyczne i rozumienie jest wspierane
wtedy, gdy poczatkiem poznania czynimy tworcze strategie osobiste uczniow
(Klus-Stanska, Kalinowska, 2004, s. 22-23). Natomiast logiczne mys$lenie po-
tocznie jest postrzegane jako zdolno$¢ czlowieka zapewniajacg mu nie tylko
funkcjonowanie, ale i prawidtowy rozwdj. Utozsamiane z rozumowaniem po-
zwala nam na dokonywanie wyborow, podejmowanie decyzji, roznicowanie
obserwowanych faktow i zdarzen czy prawidtowe wnioskowanie oraz aktywne
uczestnictwo w otaczajacym nas $wiecie. Kazimierz Ajdukiewicz pisze: ,,Kto
jasno i konsekwentnie mysli, §cisle i z tadem si¢ wyraza, kto poprawnie wnio-
skuje i uzasadnia swe twierdzenia, 0 tym mowimy, ze mysli i mowi logicznie”
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(Ajdukiewicz, 1960, s. 3). Logiczne myslenie rozumiane potocznie jest rézne
od tego rozpatrywanego w dziedzinie logiki matematycznej, w ktorej rozgra-
nicza si¢ dwa centralne tematy funkcjonujace w jej obrebie. Pierwszy z nich
koncentruje si¢ na regutach jasnego, konsekwentnego, Scistego i uporzadko-
wanego myslenia i mowienia. Drugi, zwany logikg formalng, zajmuje si¢ po-
prawnym wnioskowaniem (Ajdukiewicz, 1960, s. 3). To w trakcie szkolnego
ksztatcenia matematycznego na etapie wezesnoszkolnym bedziemy opierac sie
na potocznie rozumianym mysleniu logicznym, by na drodze stopniowej for-
malizacji w klasach starszych docelowo budowaé wiedze opartg na Scistych
regutach i formalnym rozumowaniu.

2.1.3. Odkrywanie a typy rozumowan

Wracajac do dzieciecego odkrywania matematyki, skierujemy nasza
uwage na droge poszukiwania odpowiedzi na pytanie: Czy oprocz myslenia
I myslenia matematycznego mozemy mowic¢ o rozwijaniu logicznego myslenia
W procesie ksztalcenia? W tym celu przyjrzymy si¢ rodzajom rozumowan, ktore
moga wystapi¢ na drodze odkrywania matematyki. Rozumowanie polegajace na
prawidlowym wyprowadzaniu wnioskow na podstawie danych i przyjetych na
gruncie danej dziedziny zasad poczatkowo przez psychologéw uznawane byto
jako takie, ktore opisujemy, uwzgledniajac prawa logiki (Ledzinska, Czerniaw-
ska, 2011). Okazato si¢ jednak, ze jest to btgdne zatozenie, bo ,,zdecydowanie
czesciej postlugujemy sie heurystykami, przyblizonymi, stabiej okreslonymi re-
gutami, niz algorytmami, pewnymi zasadami” (Ledzinska, Czerniawska, 2011,
S. 54). Nie mniej jednak rozumowanie, czyli sposéb myslenia, moze mie¢ cha-
rakter indukcyjny lub dedukcyjny. Rozumowanie dedukcyjne bedzie postepo-
waniem, ktorego celem jest dojscie do okreslonego wniosku tylko na podstawie
przestanek, bez koniecznosci budowania nowych poje¢ lub twierdzen. Poczat-
kiem rozumowania dedukcyjnego jest ogolne stwierdzenie, przyjeta teoria, na
podstawie ktorej formutujemy hipotezy, by w wyniku obserwacji dojs¢ do osta-
tecznego wniosku. Mowimy, ze przeprowadzajac rozumowanie dedukcyjne,
przechodzimy ,,0d ogodtu do szczegdtu”. Natomiast przy rozumowaniu induk-
cyjnym poczatkiem jest obserwacja umozliwiajagca nam gromadzenie informa-
cji, by na ich podstawie wysnu¢ prawdopodobny, ogolniejszy w stosunku do
obserwowanych danych, wniosek. Tu rozumowanie prowadzimy ,,0d szczego-
tu do ogotu”. Pamictajmy, ze rozumowanie indukcyjne moze by¢ zawodne, bo
jego podstawg czynimy dostrzezone zachowanie, wzor czy regule. Opiera si¢
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na do$wiadczeniu i naszych spostrzezeniach, zatem moze potwierdzi¢ pozorng
prawde. Inaczej jest w przypadku rozumowania dedukcyjnego, kiedy wnioskujac
na podstawie prawdziwych przestanek, zawsze uzyskujemy prawde, oczywiscie
pod warunkiem poprawnego wnioskowania. Jednak to wtasnie rozumowanie in-
dukceyjne jest sposobem myslenia podczas dziecigcego odkrywania pojec, regut
i wlasno$ci matematycznych. Niemajace racji bytu na poziomie wczesnej edu-
kacji formalne teorie matematyczne nie mogg stanowi¢ podstawy dziecigcych
poszukiwan i rozwazan. Mali matematycy, w wyniku obserwacji i doswiadczen
dokonywanych na rzeczywistych obiektach, formutujg nowe dla nich teorie ma-
tematyczne, ktore — poczatkowo wsparte wtasnymi do§wiadczeniami i intuicja
— z czasem ulegaja przeksztatceniom pod wplywem stopniowo formalizowanej
matematyki szkolnej.

Analizujac procesy umystowe zachodzace podczas ksztalcenia matema-
tycznego, szczegdlnie w pracy nad odkrywaniem nowej wiedzy matematycz-
nej, Z. Krygowska wyréznila trzy typy rozumowan (Krygowska, 1979, s. 137
i dalsze). Pierwszy nazywa wnioskowaniem empirycznym. Pojawia si¢ on
W sytuacji, gdy na podstawie przeprowadzonych do$wiadczen w $wiecie ma-
terialnym i uzyskanych w trakcie obserwacji wynikéw formutujemy hipotezg
matematyczng, a takze wtedy, gdy po wykonaniu ciggu prob matematycznych
(np. wykonujac pewne obliczenia) dostrzegamy pewng zaleznos¢ i podpierajac
si¢ rozumowaniem indukcyjnym, formutujemy swoje spostrzezenia w postaci
hipotezy matematycznej, postepujac tak, jak w naukach przyrodniczych (Kry-
gowska, 1979, s. 137).

Zilustrujmy przyktadem sytuacje, w ktorej mozemy mowic o wnioskowa-
niu empirycznym we wezesnej edukacji. Niech uwaga uczniow zostanie skupio-
na na poréwnaniu i poszukiwaniu zaleznosci miedzy suma katoéw wewngtrznych
w trojkacie 1 czworokacie. Zadaniem uczniow bedzie odkrycie, ze suma miar
katow wewnetrznych w czworokacie jest dwukrotnie wigksza od sumy miar
katow wewnetrznych w trojkacie. W tym celu prosimy ich, aby wycieli dwa
identyczne trojkaty i dwa rozne czworokaty z przygotowanych wczesniej mate-
riatow, nastepnie ,,odcieli rogi” w kazdym z tych trojkatow i wypenili nimi katy
najpierw w jednym, a potem w drugim czworokacie. Przygladajac si¢ uzyska-
nym rezultatom i dyskutujac o nich, uczniowie sformutuja swoje spostrzezenia.
Po wysunigciu przez uczniéw hipotezy, ze suma katdéw wewnetrznych w troj-
kacie jest dwukrotnie mniejsza od sumy miar katow wewnetrznych w czwo-
rokacie, prosimy o sprawdzenie przypuszczenia odnosnie do innych trojkatow
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I czworokatow. Oczywiscie w tym celu wyposazamy ucznidéw w rozne modele
trojkatow, aby dostrzegli, ze mimo roéznic w wygladzie ich trojkatéw i czworo-
katow wniosek jest taki sam. Aby wzmocni¢ ucznidow w przekonaniu o praw-
dziwos$ci uzyskanego rezultatu, warto przedluzy¢ proces wnioskowania empi-
rycznego, proszac o wykonanie rysunku ,,wlasnego czworokata” i podzielenie
go odcinkiem lgczacym dwa niesgsiadujace z sobg wierzchotki (narysowanie
przekatnej czworokata). Rozmowa o rysunkach powinna wesprze¢ wczesniej
sformulowany wniosek.

Drugim typem, majacym duze walory dydaktyczne w poznaniu matema-
tycznym, jest rozumowanie intuicyjne. Spotykamy sie z nim w praktyce szkol-
nej wtedy, gdy uczen podczas rozwigzywania danego zagadnienia wykorzystuje
wyobrazni¢, czyli obrazy poj¢¢ czesto niepoparte formalnymi definicjami ma-
tematycznymi. Na ich podstawie, przy uwzglednieniu oczywistych dla niego
przestanek, przeprowadza rozumowanie, formutuje hipotezy matematyczne czy
uzasadnia swoje wnioski (Krygowska, 1979, s. 144). Przyktadem rozumowania
intuicyjnego jest dostrzezenie takiej samej zalezno$ci miedzy prostopadtoscianem
a szescianem co prostokatem i kwadratem.

Ostatnim typem rozumowania — tym, do ktorego daza zabiegi dydaktycz-
ne nauczycieli — jest rozumowanie formalne. W tym wypadku uczen ma peina
swiadomos¢ przyjetej podstawy dedukcji i kazdy nastepny wniosek wyprowadza
precyzyjnie, wykorzystujagc poznane wczesniej twierdzenia i definicje. Wykorzy-
stuje je swiadomie, z petng kontrola przyjetych na ich poziomie zatozen. Z tym
typem rozumowania mamy niezwykle rzadko do czynienia we wczesnej edukaciji.
Niedojrzato$¢ matematyczna ucznidéw i ich mozliwosci poznawcze kieruja dzia-
fania dydaktyczne na wspieranie wnioskowania empirycznego i rozumowania
intuicyjnego, ktore nie tylko stanowia podstawe formalnej matematyki, ale — co
najwazniejsze dla dzieci — pozwalaja dostrzec zaleznosci w $wiecie fizycznym
I ich odpowiedniki prowadzace do formalnego, aksjomatyczno-dedukcyjnego
i wysoce abstrakcyjnego $wiata matematyki. Warto roéwniez doda¢, ze rozumo-
wanie intuicyjne i formalne przeplataja si¢ ze sobg w przestrzeni matematycznej,
a doktadniej — na etapie szkolnego uczenia si¢ oraz formalnego uprawiania ma-
tematyki. Z. Krygowska nazywa je dwiema stronami tego samego medalu, bo
,,Ww kazdym formalizmie pozostaje jakie$ reziduum intuicyjne (cho¢by w regutach
postugiwania si¢ symbolami), w kazdym rozumowaniu intuicyjnym w matema-
tyce interweniuje poznana uprzednio wiedza matematyczna, ktéra ma charakter
formalny” (Krygowska, 1979, s. 132).
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2.1.4. Odkrywanie jako tworczos¢ dziecka

Pojecie tworczosci nalezy do jednych z najbardziej niejednoznacznych ter-
mindéw wspotczesnego jezyka. Tworczoscig interesujg si¢ tak obszerne dziedziny,
jak filozofia, psychologia, teoria kultury, a takze matematyka. Obecnie duzo moéwi
si¢ 0 potrzebie wspierania tworczego dziatania dzieci, ktore czgsto w praktyce
edukacyjnej kojarzone jest z pracami plastycznymi (artystycznymi). Mowimy,
ze kto$ jest tworczy, gdy wnosi co$ nowego, jest odkrywczy (Lempicka, 1969,
S. 847). Rozwazajac uczniowska dziatalnos¢ w tym kontekscie i odwotujac si¢ do
definicji aktu odkrywania w rozumieniu Brunera, przyjmujemy, ze uczen odkry-
wajacy matematyke w toku wtasnej aktywnosci szkolnej jest tworczy. Rezulta-
tem jego tworczosci sg nowe dla niego samego poj¢cia matematyczne, reguty czy
zwiazki i zaleznosci.

Matematyczna tworczo$¢ dziecka rozwazana z perspektywy procesu po-
znawczego nie ma jednej podstawy teoretycznej. Zrodel mozemy doszukaé sie
zardwno w psychologicznych teoriach klasycznych, jak i tych, ktore uksztatto-
watly si¢ w wyniku ich krytyki (Necka, 1995). Nie mozna poming¢ jednak osigg-
ni¢¢ Joya P. Guilforda, ktory w swoich pracach nad intelektem i kreatywnos$cia
cztowieka koncentrowat si¢ na réznicach indywidualnych, ktore uczynit podsta-
wa do rozwazan o mozliwosciach twérczych jednostki. To jemu zawdzigczamy
koncepcje myslenia dywergencyjnego, ktorego doszukiwat si¢ w cechach osob
tworczych. Myslenie dywergencyjne, czyli rozbiezne, polega na tym, ze czlowiek
wytwarza wiele rozmaitych pomystow, poszukujac odpowiedzi na pytania natu-
ry otwartej — w przeciwienstwie do myslenia konwergecyjnego, czyli zbieznego,
koncentrujacego si¢ na poszukiwaniu jednego poprawnego rozwigzania. Guilford
dopatrywat si¢ myslenia rozbieznego w tworczej dziatalnosci cztowieka, jedno-
czesnie przypisujac mu takie cechy, jak ptynno$¢ — polegajaca na zdolnosci do
tworzenia wielu pomystéw i rozwigzan w krotkim czasie; gietko$¢ — uwidacz-
niajaca si¢ w jednoczesnym proponowaniu réznych podejs¢ do rozwigzania tego
samego problemu; oryginalno$¢ — przejawiajaca si¢ w nowych, nietypowych, wy-
chodzacych poza standardy rozwigzaniach oraz wrazliwos¢ na problemy, czyli
umieje¢tno$¢ wykrywania i wskazywania stabych stron rozwigzania oraz istnieja-
cych w nim luk (Guilford, 1978). Ten zestaw cech zostal dopetniony przez Ellisa
P. Torrance’a elaboracja wyrazajaca si¢ w dbatosci i staranno$ci dopracowania
pomystu rozwigzania. Wymienione cechy, mimo ze nie opisuja wszystkich zdol-
nosci jednostki tworczej, moga stanowi¢ podstawe do projektowania i realizacji
dziatan dydaktycznych. Przeciez to wlasnie o aktywnos$ci tworczej Jerzy Kuja-
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winski pisat, ze jest ,,podejmowang chetnie 1 uprawiang z zadowoleniem, oparta
na wiasnych pomystach i mniej lub bardziej $wiadoma celu osobistg dziatalno-
$cig ucznia, prowadzong w poczuciu odpowiedzialnosci, stymulowang zwlaszcza
przez otwarte zadania problemowe zintegrowane z potrzebami dziecka i jego sro-
dowiska, ktérej wynikiem jest stworzenie lub odkrycie przez uczacego si¢ czegos
nowego i pozytecznego” (Kujawinski, 1990, s. 48). Dlaczego wigc nie tworzy¢
takich mozliwosci naszym uczniom?

Jednym z zadan szkoty jest wspieranie tworczego myslenia uczniéw. To na
barkach nauczyciela spoczywa ten obowigzek, bo czyni si¢ go odpowiedzialnym
za stymulowanie twérczego myslenia poprzez organizowanie wiasciwych warun-
kow procesu ksztalcenia. W tym kontekscie uksztattowaty sie trzy gtdwne nurty,
ktore mozemy wskaza¢ w realizowanych szkolnych programach edukacyjnych.
Pierwszy koncentruje si¢ na wyrazaniu ekspresji tworczej jednostki, a doktadniej
na dziataniach artystycznych dziecka. Drugi odwotuje si¢ do rozwijania myslenia
tworczego poprzez rozwigzywanie problemow. Problemy stawiane przed dzie¢mi
majg charakter praktyczny lub teoretyczny, a ich rozwigzanie jest mozliwe dzigki
wlasnej aktywnosci poznawczej uczniow. W aktywnosci ucznidéw w tym nurcie
przyjmuje si¢ niekontrolowany czas pracy, indywidualne tempo i wyeliminowanie
ocen szkolnych. Ostatni z nurtow programow edukacji tworczej wpisuje si¢ w za-
kres wspotczesnej heurystyki. Prekursorem wykorzystania technik heurystycznych
w edukacji malego dziecka jest Torrance, ktdrego program edukacyjny propono-
wat skierowanie wysitkow oddziatywan dydaktycznych w strone konstruktywne-
go ksztattowania my$lenia z zaniechaniem kreowania w dziataniu postaw przysto-
sowawczych. Zgodnie z podstawami teoretycznymi psychologii postaci przyjal,
ze to, co ,,niedokonczone”, naturalnie pobudza potrzebg uzupetnienia i wyzwala
tworcze uczenie si¢. Podstawa calego programu uczynit indywidualizacje proce-
su ksztatcenia, konieczno$¢ uwzgledniania preferencji poznawczych ucznia, jego
stylu myslenia i uczenia si¢ oraz predyspozycji osobowosciowych. W zapropo-
nowanych przez niego rozwiagzaniach dominuja zadania i ¢wiczenia wspierajace
wrazliwo$¢ na problemy, dostrzeganie i odkrywanie luk w informacjach czy sty-
mulowanie myslenia dywergencyjnego ze szczegdlnym uwzglednieniem takich
jego cech, jak ptynno$é, gietkos¢ i oryginalno$é myslenia (Sotowiej, 1985).

Na naszym rodzimym gruncie rowniez mamy wiele propozycji podejmu-
jacych problem wspierania i rozwijania myslenia tworczego dzieci (Pietrasinski,
1980; Kozielecki, 1996). Wsparte licznymi rozwigzaniami dydaktycznymi wzbo-
gacajgcymi warsztat metodyczny nauczyciela stanowig cenne zrodlo nauczyciel-
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skich inspiracji, gotowych materialtbw w postaci zadan i ¢wiczen czy prostych
regut heurystycznych. Mimo warto§ciowych propozycji dydaktycznych (Szmidt,
1997; Szmidt, Bonar, 1998; Gnitecki, 2007), w praktyce szkolnej nauczycielskie
myslenie o tworczosci dziecka zdaje si¢ trwac¢ w nurcie ekspresji tworczosci (Wasi-
lewska, 2014). Rozwigzaniem umozliwiajagcym przetamanie takiego postrzegania
tworczosci dziecka w szkolnym procesie ksztatcenia jest koncepcja odkrywania
matematyki. Wyzwala ona naturalng ciekawos¢ dziecka oraz jego dziatania twor-
cze, a przede wszystkim uwalnia od blokujacego poznanie i rozumienie matema-
tyki transferu wiedzy charakterystycznego dla podejscia tradycyjnego. Jednak to
nie programy i ciekawe materiaty dydaktyczne pozwolg na reorganizacj¢ myslenia
0 nauczaniu matematyki. Szeroko zakrojone doszkalanie w formie warsztatow, re-
alizowanych programow i projektow edukacyjnych, wsparte opieka merytoryczna,
pozwoli na dostrzezenie innych mozliwos$ci realizacji tre§ci matematycznych. Po-
nadto zmiany warto rozpoczac juz na etapie ksztalcenia przysztych nauczycieli,
pamigtajac o tym, ze oni rowniez doswiadczyli nauczania polegajacego na rozwia-
zywaniu zadan ,,na sposob nauczycielski” 1 muszg pokona¢ trudno$¢ wyzwolenia
si¢ z takiego postrzegania matematycznego procesu ksztatcenia.

2.2. Odkrywanie a ksztaltowanie poje¢ matematycznych

Pojecie jest rzeczownikiem pochodzacym od czasownika pojgé, czyli ‘zro-
zumie¢, ogarng¢ umystem, przyswoic, a takze poshugiwaé sie¢ nim prawidlowo
i swobodnie’. Opisane jako jeden z podstawowych proceséw myslenia, odzwier-
ciedla i calosciowo ujmuje istotne cechy przedmiotow lub zjawisk (Lempicka,
1969, s. 590). Kazda dziedzina wiedzy, w tym matematyka, posiada zasob pojec,
za pomocg ktorych opisuje swoje dokonania, tworzac przestrzen do dalszego jej
odkrywania, zglebiania czy podziwiania. Wyjatkowos$¢ poje¢ matematycznych
podkreslano niejednokrotnie. Henryk Klakla przekonuje nas, ze pojecia matema-
tyczne tym r6znig si¢ od pojec z innych dziedzin, ze oprocz roli, jaka odgrywaja
w porzadkowaniu i opisywaniu faktow, stanowig podstawe rozumowania mate-
matycznego (Klakla, 2002, s. 263-273). Z. Krygowska uznaje, ze sg niezwykle
istotne w ksztalceniu uczniow, a jednym z najwazniejszych celow nauczania jest
rozumienie poznawanych pojec 1 umiejetnos¢ poshugiwania si¢ nimi w toku roz-
wigzywania problemow (Krygowska, 19977b, s. 79 i dalsze). Danuta Gierulanka
podnosi rangg poje¢ matematycznych, wskazujac na ich dostrzegalng jednoznacz-
no$¢ w poréwnaniu z poje¢ciami z innych dziedzin oraz mozliwo$¢ uniknigcia
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kontekstowosci, kryterialnosci klasyfikacji, czyli wieloznacznos$ci (Gierulanka,
1958). Kolejng cecha wyrdzniajaca pojecia matematyczne sposrod innych jest
ich bezsprzeczna abstrakcyjnos¢. Oznacza to, ze nie mozemy poznawaé pojec
matematycznych za pomoca zmystow tak, jak to ma miejsce w przypadku po-
je¢ potocznych (naturalnych), czyli posiadajacych swoje odpowiedniki w $wiecie
materialnym. Wtasnie ta ostatnia z przywolanych cech zazwyczaj bywa przyczy-
ng trudnosci pojawiajacych na drodze ich ksztattowania. Niestety nie mozemy
wyeliminowaé¢ poje¢ matematycznych, bo to one buduja matematyczng prze-
strzen. Dzigki nim opisujemy dostrzegalne w rzeczywistosci fakty i zachodzace
migdzy nimi relacje, a formulowane na ich podstawie reguty i prawa matema-
tyczne maja swoje zastosowanie w wielu dziedzinach wiedzy i zyciu codzien-
nym. Poj¢cia jako bardzo wazny material myslenia zajmuja szczegdlne miejsce
we wszystkich dziedzinach, nie tylko w matematyce. Sg poczatkiem i podstawg
dziatalno$ci cztowieka w obrebie kazdej z nich, dlatego wtasnie proces ksztatto-
wania poje¢ zajmuje tyle uwagi w rozwazaniach nad wlasciwg organizacjg $ro-
dowiska uczenia si¢ uczniow. Wielos¢ i roznorodnos¢ mechanizmow uczenia si¢
poje¢, chociazby poprzez dostrzeganie podobienstwa, dedukcjg¢ z wezesniejszych
doswiadczen, indukcje czy poszukiwanie znaczen, nie pozwala na wyznaczenie
jednej procedury prowadzacej do ich nabywania (Pitat, 2007, s. 234). W rozwa-
zaniach obejmujacych proces ich ksztattowania uwzglednitam zatem kilka aspek-
tow, tj. rodzaje pojec, drogi prowadzace do uksztaltowania nowego pojecia, etapy
ksztattowania poje¢ czy — wreszcie — ich definiowanie. W tym miejscu warto pod-
kresli¢, ze ksztaltowanie nowych pojec jest procesem, podczas ktdrego tworza sie
coraz bardziej obiektywne podstawy do wydawania sadéw, rozwoju rozumowa-
nia i wnioskowania, a takze do coraz sprawniejszego nabywania poje¢ ogdlnych
I operowania nimi (Wotoszynowa, 1975, s. 614).

Jednym z pierwszych badaczy, ktory podzielit pojecia na potoczne i hauko-
we, byl Lew Wygotski. Wedlug niego pojecia potoczne rozwijaja si¢ w wyniku
whasnej aktywnosci jednostki pod warunkiem zaistnienia dwoch grup czynnikow,
tj. materiatu realnego i stownego. To wlasnie na podstawie doswiadczen jednost-
Ki z rzeczywistymi obiektami i w wyniku uruchomienia procesu abstrahowania
powstaja pierwsze spontaniczne pojgcia, czesto wezesniej pokonujac droge od
prymitywnej formy poprzez synkrety, kompleksy i pseudopojecia. Te ostatnie nie
sa odpowiednikami poj¢¢ naukowych, a ich rownowaznikami (Wygoski, 1989).
Natomiast w kontakcie z materiatem stownym, czyli druga grupa czynnikow,
dziecko poznaje znaczenie wyrazdw w r6znych kontekstach i postuguje si¢ nimi
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intuicyjnie, zreszta niejednokrotnie bardzo trafnie. Pojecia naukowe, czyli te,
ktére sa celem formalnej edukacji, powstaja wedtug Wygotskiego w planowej
wspotpracy z osoba dorosta, zatem w warunkach szkolnych z nauczycielem od-
powiedzialnym za proces ich ksztaltowania. W praktyce edukacyjnej najczesciej
pojawiaja si¢ w postaci definicji lub jej surogatow, tj. luznych okreslen, quasi-de-
finicji, opisow dostrzezonych cech czy charakterystyk (Konior, 2002). Stopien ich
formalizacji zalezy w duzej mierze od poziomu mozliwos$ci poznawczych dziec-
ka i dotychczas wprowadzonej wiedzy. | tak chociazby trojkat, ktory mozemy
definiowa¢ za pomocg tamanej zwyczajnej zamknietej, prostych wyznaczonych
przez trzy niewspotliniowe punkty na plaszczyznie czy — jak ma to miejsce w edu-
kacji wczesnoszkolnej — jako figure geometryczng o trzech wierzchotkach i ty-
luz bokach, jest przyktadem réznie definiowanego pojgcia. Nalezy pamigtaé, ze
kazde pojecie, rowniez matematyczne, ma swoj zakres i tre$¢. Zakresem pojecia
bedzie zbidr desygnatow, za$ trescig zestaw cech pozwalajacych zakwalifikowac
danego reprezentanta do zbioru. Powracajac do naszego trojkata — zakresem be-
dzie kazdy trojkat bez wzgledu na dtugos¢ bokoéw czy rozwartos¢ katow, a trescia
takie cechy, jak trzy boki, trzy katy i trzy wierzchotki. Zdaniem Wygotskiego po-
jecia potoczne rozwijaja sie od konkretnych przyktadow do uogodlnien, natomiast
naukowe odwrotnie, tj. od ogoélnych sformutowan do konkretnych przyktadow.
Wréémy jeszceze raz do naszego trojkata, ktory poczatkowo jest postrzegany przez
dziecko jako zaobserwowany obiekt. Bedzie on wtedy pojeciem potocznym. Gdy
uczen skieruje uwage na elementy obiektu i na ich podstawie bedzie rozstrzygat
0 przynalezno$ci desygnatu do grupy o tych cechach, to zacznie budowac system
i wejdzie na droge pojecia naukowego. To wlasnie obecno$¢ systemu pozwala na
operowanie poje¢ciami i tworzenie klasyfikacji tych poje¢ zamiast postugiwania
si¢ nimi jako jednostkowymi bytami (Konior, 2002).

Gustaw Trelinski w swoich rozwazaniach o pojeciach matematycznych
postawit trzy wazne pytania okreslajace ich rdzne aspekty. Pierwsze identyfikuje
tres¢ pojecia Co to jest?, drugie odnosi si¢ do procedury wyznaczania obiek-
tu: Jak to wykonasz? Jak to wyznaczyc¢? | ostatnie, zwigzane z symbolem, czyli
kodem okre$lajgcym obiekt: Jak to zapiszesz? (Trelinski, 2004). Ta trojaspekto-
wo$¢ w planowaniu i realizacji procesu dydaktycznego obliguje do wykorzysty-
wania zadan pozwalajacych identyfikowaé dane pojecie, wskaza¢ cechy odrdz-
niajace je od innych czy wreszcie przyja¢ kod bedacy odpowiednikiem pojgcia.
W dydaktyce matematyki nabywanie poje¢¢ jest okreslane jako proces, ktory do
systemu posiadanej przez uczacego si¢ wiedzy wlacza nowe informacje i wyraza
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si¢ umiejetnoscig stosowania ich w sytuacjach zadaniowych (Bilewicz-Kuznia,
2014, s. 100-105). Wedtug Jana Koniora proces ksztaltowania poje¢ matema-
tycznych nadal kryje wiele tajemnic (Konior, 2002), jednak wszyscy sa zgodni
co do tego, ze ztozony jest z kilku nastepujacych po sobie etapow. To wlasnie
wsrod prawidlowosci ksztattowania poje¢ Wincenty Okon wskazuje etapowosc,
ktéra wyznacza droge prowadzaca od kojarzenia nazw z obiektami, budowania
,»przedpoje¢” na podstawie zewngtrznie dostrzeganych cech, do formutowania
pojecia naukowego (Okon, 1995, s. 144). Z etapowoS$cig zwigzany jest psycho-
logiczny proces interioryzacji, ktory uznaje si¢ za podstawe ksztattowania po-
je¢ abstrakcyjnych. Okreslony przez ciag czynnosci prowadzi od doswiadczen
w $wiecie rzeczywistym, tj. dziatan konkretnych na obiektach materialnych,
poprzez czynno$ci wyobrazeniowe majgce swoje zrodta i odniesienie w czyn-
nosciach konkretnych, az do czynnos$ci abstrakcyjnych, czysto umystowych,
istniejacych i funkcjonujacych niezaleznie od konkretnych dziatan i poznania
zmystowego. Waznym aspektem ksztaltowania pojeg¢, na ktory zwrdcil uwage
Milan Hejny, jest zainteresowanie uczacego si¢ danym pojeciem. Wyszczegol-
nione przez niego etapy, tj. etap zainteresowania pojeciem (faza motywacji), etap
dziatan, w wyniku ktérych gromadzimy wstepne doswiadczenia (etap modeli
izolowanych), etap poréwnywania wyizolowanych modeli miedzy soba, ich hie-
rarchizowanie (etap modeli uniwersalnych), etap wgladu w pojecie (podniesienie
abstrakcji) oraz etap powigzania wiedzy istniejgcej z nowa (etap krystalizacji)
buduja stopnie mechanizmu rozwojowego poje¢, ktoére na zajgciach matema-
tycznych muszg pokona¢ uczniowie (Hejny, 1997). Niezbedna w takiej sytuacji
bedzie niewatpliwie samodzielnos¢ intelektualna dziecka, ktora w matematyce
stanowi podstawe poznania. Samodzielno$¢ intelektualna, czyli indywidualny,
wlasciwy jednostce ciag czynnosci umystowych, pozwala na rozbudowywanie
(proces asymilacji) oraz reorganizacj¢ (proces akomodacji) dotychczas istnie-
jacych struktur umystowych. Natomiast jej indywidualny charakter ma swoje
odzwierciedlenie w potrzebie takiej organizacji pracy, ktora wyzwala dziatania
I wzmacnia aktywno$¢ dziecka. Majac na uwadze, ze prawidlowe ksztattowanie
poje¢ wiaze sie z indywidualnymi preferencjami poznawczymi jednostki (Nosal,
1990, s. 147) oraz drogami ich nabywania, to proces budowania przez uczniow
poje¢ w warunkach szkolnych wymaga starannego planowania i realizacji, za co
odpowiedzialnym staje si¢ nauczyciel.

Zofia Krygowska proponuje dwie drogi wprowadzania poje¢ matema-
tycznych. Pierwsza z nich rozpoczyna si¢ wprowadzeniem nowej definicji przez
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nauczyciela lub podrecznik, a nastepnie zostaje zilustrowana wlasciwymi przy-
ktadami. Druga wprowadza nowe pojecia poprzez taka organizacj¢ aktywnosci
ucznia, ze przy dyskretnym wsparciu nauczyciela dziecko samo odkrywa i formu-
huje definicje (Krygowska, 1977b, s. 79). Pierwsza z tych drog okreslitabym jako
ksztattowanie poje¢ od zewngtrz, bo glowna jego cecha jest przyjecie gotowego
opisu i przyblizanie jego rozumienia poprzez przyktady. Natomiast drugi sposob
zdecydowanie charakteryzuje podejscie od wewnatrz. To wlasnie tu rozumie-
nie kroczy przed nowym pojeciem (Dgbrowski, 2008), a w trakcie jego ksztat-
towania rozwijaja si¢: umiejetnos¢ pordwnywania, analizowania, formulowania
wnioskéw czy argumentowania wlasnego stanowiska. Z. Krygowska nie neguje
zadnej z drog, co wigcej, przekonuje, ze zarowno pierwsza, jak i druga powinny
mie¢ swoje miejsce w praktyce edukacyjnej. Ktdra z nich lepiej sie sprawdzi we
wczesne] edukacji? Podejmujac si¢ proby odpowiedzi na pytanie, warto pamigtac,
ze matematyka w najmtodszych klasach ma charakter propedeutyczny, a dziecko
w kolejnych latach szkolnych jest coraz mocniej zanurzane w jej abstrakcyjnym
$wiecie, dlatego uznaje, ze nabywanie poje¢ droga ich odkrywania bedzie zdecy-
dowanie lepszym rozwigzaniem, dla ktorego warto przeciwstawic si¢ wewnetrz-
nej potrzebie ttumaczenia i objasniania uczniom matematyki, aby mogli oni sko-
rzysta¢ z drogi odkrywania.

Drogg, na ktora chcemy skierowaé ucznidw, aby odkrywali nowe poje-
cia, mozemy uja¢ w pewien schemat. Na poczatku zawsze wykonujemy analize
teoretyczng pojecia i wyznaczamy niezbgdne operacje myslowe, ktore chcemy,
aby staly si¢ samodzielnymi czynno$ciami uczniow. Nastepnie, uwzgledniajac
uczniowski poziom rozumienia poje¢, przystepujemy do planowania zadan do
realizacji. To wilasnie w trakcie rozwigzywania zadan uczniowie wyrdzniaja
wspolne cechy rozwazanych obiektow. Dostrzezone cechy stanowig podstawe
nowego pojecia i pozwalajg uswiadomi¢ mtodym odkrywcom, ze ze wszystkich
obiektow posiadajacych wskazane cechy wynika pewien fakt matematyczny. Ko-
lejnym krokiem bedzie zbadanie, czy z przynaleznosci do grupy obiektéw wy-
nika, ze dany obiekt rzeczywiscie posiada wszystkie wczesniej wskazane cechy.
Dopiero po tych ustaleniach nastgpuje formutowanie uczniowskich spostrzezen
w formie definicji i nadanie nazwy rozwazanym obiektom lub zjawiskom (Kry-
gowska, 1977b). Dodajmy, ze w trakcie pracy nad nowym pojgciem uczniowie
,utrwalajg to, co znane, wykonujac rownoczesnie pierwsze kroki w strong tego,
co ma by¢ poznane” (Krygowska, 1977b, s. 82), a to stanowi gtowng zasade¢ na-
uczania problemowego.
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Przyktad
Osiggnigcia w zakresie rozumienia poje¢ geometrycznych.

Uczen: dostrzega symetri¢ w srodowisku przyrodniczym, w sztuce
uzytkowej i innych wytworach cztowieka obecnych w otoczeniu
dziecka'.

Proponowane pojecie: symetria osiowa

Analiza teoretyczna i wskazanie istotnych cech pojecia:

Symetria wzgledem prostej 1 (symetria osiowa lub lustrzana) to
takie przeksztalcenie, w ktérym obrazem punktu P jest punkt P’
jesli: P i P’ leza na prostej prostopadtej do prostej 1, P i P’ leza
po przeciwnych stronach prostej | i w tej samej odlegtosci od 1.
Jesli punkt P lezy na prostej 1, to jego obrazem jest ten sam punkt.
Prosta I nazywamy osig symetrii, a 0 punktach P i P’ mowimy, ze sa
symetryczne wzgledem prostej 1.

Oczywi$cie przywotana powyzej definicja nie umozliwi uczniom wczesne;j
edukacji wskazywania symetrii w przyrodzie czy sztuce uzytkowej. Zostata przy-
wotana w celu wyodregbnienia istotnych cech rozpatrywanego pojgcia. Na podsta-
wie analizy teoretycznej mozemy wyrdzni¢ nastepujace cechy:

— prosta, wedtug ktorej dokonano przeksztalcenia, czyli 0§ symetrii,
— taka sama odlegtos¢ punktu i jego obrazu od osi symetrii,
— potozenie punktu i jego obrazu na prostej prostopadtej do osi symetrii.

To wlasnie wyodrebnione przez nauczyciela cechy musza zosta¢ ubrane
W czynnosci, ktore uczniowie wykonajg podczas zajec.

Proces ksztattowania poje¢ rozpoczyna si¢ od doswiadczen dziecka, a kon-
czy, gdy dziecko samodzielnie zbuduje definicj¢ pojecia i rozumnie z niej sko-
rzysta na drodze dalszego poznawania matematyki. W literaturze poruszajacej
problem ksztatcenia matematycznego we wczesnej edukacji dominuja dwie drogi
odkrywania pojg¢¢. Nie zostaly one wyrdznione ze wzgledu na przyjete a priori
rozwigzanie metodyczne, a rozroznienia dokonano na podstawie rodzaju pojecia

4 Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 14 lutego 2017 r. w sprawie podstawy programowej
wychowania przedszkolnego oraz podstawy programowej ksztatcenia ogélnego dla szkoty podstawowej, w tym
dla uczniéw z niepetnosprawnoscia intelektualng w stopniu umiarkowanym lub znacznym, ksztatcenia ogélne-
go dla branzowej szkoty I stopnia, ksztatcenia ogdlnego dla szkoly specjalnej przysposabiajacej do pracy oraz
ksztatcenia ogdlnego dla szkoty policealnej (Dz.U. z 2017 ., poz. 356).
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matematycznego, tj. arytmetycznego i geometrycznego, a doktadniej — zwréco-
no uwage na zrodta doswiadczen obejmujacych dane zagadnienie matematyczne.
Ksztattowanie poje¢ arytmetycznych rozpoczyna si¢ manipulowaniem obiekta-
mi §wiata rzeczywistego, kiedy dzieci wykonujg rézne czynnosci, m.in. zliczaja
obiekty, grupuja, porzadkuja, dodaja, odejmuja, mnoza i dziela. To na ich podsta-
wie ksztattujg si¢ takie pojecia, jak liczby naturalne czy dziatania arytmetyczne.
Trwa to tak dlugo, az wykonywane czynnosci stang si¢ zinterioryzowanymi czyn-
no$ciami umyslowymi. Opatrzone symbolami matematycznymi sg podstawa ope-
racji matematycznych. Co wigcej, symbole z czasem przestajg peli¢ tylko funk-
cje przedstawiania operacji, stajg si¢ obiektami mentalnymi, na ktérych rowniez
wykonujemy operacje. Druga z nich opiera si¢ na postrzeganiu tego, co nas ota-
cza, a dokladniej — obserwowaniu przestrzeni i dostrzeganiu ksztattow. Spostrze-
zone ksztatty poczatkowo ujmowane sg przez dziecko holistycznie. Z czasem,
poprzez poznanie zmystowe i opis stowny, przeksztalcaja si¢ w zbior cech danego
obiektu geometrycznego. Te z Kkolei, tak jak w przypadku liczb, sg rozwazane
w kontekscie podobienstw i réznic, aby moéc wyodrebni¢ zachodzace miedzy
nimi zaleznos$ci (Tall, 2014). Jednak bez wzgledu na poczatek poznania, mecha-
nizm, ktéry im towarzyszy, jest taki sam. Aktywnos¢ wtasna jednostki wsparta
odpowiednig liczbg doswiadczen powoduje, ze to, co zewngtrznie dostrzegalne
i wykonane na obiektach rzeczywistych, staje si¢ czynno$cig umystowa. Proces
ksztattowania poje¢ matematycznych prowadzi do definiowania obiektéw ma-
tematycznych, w ktorym kluczows role odgrywaja abstrahowanie i uogdlnianie
(Semadeni, 1981, s. 55-56). Ponadto dzigki tym wlasnie operacjom myslowym
dzieci tacza obiekty matematyczne w klasy na réznych poziomach ogoélnosci (Fi-
lipiak, Lemanska-Lewandowska, 2015).

Definiowanie, ktorego dzieci do§wiadczajg na pierwszym etapie edukacyj-
nym, nie osigga poziomu naukowosci. Bardzo cz¢sto ma charakter intuicyjny,
uwzgledniajacy tylko podstawowe cechy obiektu. Dzieje si¢ tak z bardzo prostej
przyczyny — to poziom abstrakcyjno$ci rozwazanych tresci matematycznych za-
wsze powinien by¢ zgodny z aktualnymi mozliwo$ciami poznawczymi dziecka,
nie odwrotnie. To implikuje kolejny, bardzo istotny watek nauczania matematyki,
czyli potrzebe jej spiralnego nauczania. Sposob ten daje mozliwo$¢ wielokrotne-
go, wydtuzonego w czasie poznawania matematyki w coraz dojrzalszy sposaéb,
a przede wszystkim odpowiadajacy mozliwo$ciom rozwojowym i potrzebom
edukacyjnym dziecka. Migdzy innymi dlatego, organizujac nauczanie matema-
tyki, nie koncentrujemy si¢ tylko na tu i teraz. Planowanie dydaktyczne powin-
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no rozpoczyna¢ si¢ w miejscu ,,co dotychczas osiagneto dziecko”, a konczy¢
w punkcie ,,dokad zmierzam”. Takie podej$cie do nauczania nie tylko uwzglednia
czasowg rozcigglo$¢ ksztalcenia matematyki, ale utwierdza nas w przekonaniu,
ze uczniowie koniecznie muszg odkrywac wiedze matematyczng i Systematycznie
uzupetiaé¢ o swoje odkrycia uksztattowane dotychczas struktury myslowe.
Definicja rozumiana jako zdanie oznajmujace, ktore okresla znaczenie nowe-
go terminu, znaku, wyrazenia za pomocg wczesniej poznanych (Lempicka, 1969,
s. 108) w ksztatceniu matematycznym we wezesnej edukacji najczesciej wystepuje
W postaci wyjasnienia lub opisu definicyjnego (Krygowska, 1977b, s. 96). Dzieci,
podejmujac probe opisu pewnego faktu matematycznego, zazwyczaj formutuja go
w jezyku potocznym. Dziecigce opisy bazuja na terminach poznanych w dotych-
czasowym toku ksztalcenia i koncentrujg si¢ na tym, jak obiekt wyglada lub do
czego jest wykorzystywany. Przyktadem takiego bardzo obrazowego formutowa-
nia poje¢ matematycznych jest wypowiedz ucznia klasy pierwszej szkoty podsta-
wowej. Zapytany 0 to, czy zna jakie$ figury geometryczne, odpowiada: koto, kwa-
drat, trojkat 1 prostokat. Poproszono zatem ucznia, aby wyjasnil, jak rozrdznia te
figury. Uczen pokazatl w powietrzu ksztalt trojkata i odpowiedziat: ,,Ma takie trzy
kreski i trzy rogi. A kwadrat ma takie cztery”. Prowadzac dalej rozmowe, dowie-
dziatam sig, ze koto jest okragle i nie ma rogow. Zapytatam, jak w takim razie od-
roznia kwadrat od prostokata. W odpowiedzi ustyszatam, ze kwadrat jest bardziej
réowny niz prostokat. T¢ rownos¢ figury, jak si¢ czytelnik domysla, dziecko od-
nosito do dlugosci bokdéw. Sposdb opisania wymienionych figur geometrycznych
dalece odbiega od tego, co mozemy okresli¢ mianem definicji. Jednak mozemy ja
uznac, szczegdlnie na poczatku edukacji szkolnej, jako punkt startowy na dtugie;j
drodze do formalnego zdefiniowania wskazanych figur geometrycznych. Z przyto-
czonej rozmowy wyraznie wynika, ze uczen nie tylko rozpoznaje ksztalt, ale takze
wskazuje elementy obiektu, mowigc o rogach i kreskach. Nietrudno rozpoznaé, ze
nasz rozmowca znajdowat si¢ na poziomie wizualnym wedlug Pierre’a van Hie-
le’a, tworcy koncepcji ksztattowania poje¢ geometrycznych (Swoboda, 2006). Tak
faktycznie jest najczesciej — dziecko poproszone o okreslenie pojecia matematycz-
nego moéwi wszystko, co wie na jego temat, nie eliminuje wtasnosci wynikajacych
z siebie nawzajem czy nadrzgednych w stosunku do siebie. Czesto zatem zdarza sig,
ze dziecigce opisy zawieraja nadmierng lub zbyt mata liczbe cech danego obiek-
tu. Pojawiajg si¢ zwroty nieprecyzyjne, zaczerpnigte z jezyka potocznego, tak jak
W przypadku wspomnianych rogéw w figurach geometrycznych. Takie proby defi-
niowania poj¢¢ bedziemy okreslali za Z. Krygowska mianem opisu prymitywnego
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lub bezposredniego (Krygowska, 1977b, s. 96). Ponadto Z. Krygowska wyrdéznia
opisy generalizujace i konstruujgce. Zadaniem pierwszego z nich jest rozszerzanie
wiedzy ucznidw i otwieranie drogi do matematyki na wyzszym poziomie, nato-
miast drugiego nie tyle wyrazne okreslenie obiektu, co wylonienie go w toku ko-
lejnych prob wyjasniania (Krygowska, 1977b, s. 95-96).

Wsrdd poje¢ matematycznych, z ktorymi uczniowie spotykaja sie w toku
ksztatcenia, Bogdan Nowecki wyrdznia trzy grupy. Pierwsza z nich obejmuje te,
ktore funkcjonuja w jezyku potocznym i sg przez dzieci rozumiane intuicyjnie.
W drugiej umiescit ten zakres poje¢, z ktorymi dziecko spotkato si¢ w toku wezes-
niejszego ksztatcenia, natomiast do trzeciej zaliczyl nowe, nieznane dzieciom po-
jecia, ktore zostang wprowadzone definicja (Nowecki, 2001). Wystepowanie tych
trzech grup poje¢ w praktyce edukacyjnej zwraca uwage na mozliwe trudnosci
W nauczaniu matematyki. Trudno$ci te dotycza dziatalno$ci nauczyciela, szcze-
gblnie we wczesnej edukacji, kiedy sformalizowana wiedza nauczycielska i czgsto
taczaca sie z nig nieumiejetnos¢ §ledzenia dziecigcych drog rozumowania matema-
tycznego staje si¢ przyczyna pomijania w toku ksztalcenia rozumienia intuicyjnego
dzieci i dotychczas zgromadzonej przez nich wiedzy na rzecz podawania gotowe;j
definicji i prob jej wyjasniania. To wtasnie projektowanie sytuacji dydaktycznych
umozliwiajacych uczniom samodzielne nabywanie poje¢ pozwoli na wyelimino-
wanie tej trudnosci, ktora niestety nie jest rzadkoscig w praktyce edukacyjnej.

Piotr Zarzycki, rozwazajac modelowanie pojg¢ matematycznych, koncen-
truje si¢ na calo$ciowym ujeciu procesu, a uczniowskie definicje we wczesnej edu-
kacji okresla mianem potocznych (wtedy gdy mamy do czynienia z intuicyjnym
rozumieniem danego pojgcia), nastgpnie pogladowych (tam gdzie wystepuje duza
liczba desygnatow wprowadzajacych pojecie, czyli duzo materiatow konkretnych,
np. utamki powinny by¢ kojarzone z potowkami i ¢wiartkami), by w koncowym
etapie przyja¢ forme definicji formalnej (Zarzycki, 2019). T¢ ostatnig przypisuje
uczniom klas starszych, gdy do§wiadczanie matematyki jest bardziej zaawansowa-
ne, a jezyk ucznidéw wzbogacony o wiele termindw matematycznych, np. studen-
tom matematyki. Wérdd regut modelowania poje¢ matematycznych wyrdznia do-
swiadczenia dziecka, ktore we wezesnej edukacji powinny prowadzi¢ przynajmniej
do dwoch sposrod trzech wskazanych typow definicji, tj. potocznej i pogladowe;j,
oraz wymienia sposoby ich organizacji, przekonujac do wprowadzania poj¢c¢ we-
dtug koncepcji reprezentacji Brunera, gdy uczniowie — na podstawie czynno$ci
konkretnych, wyobrazonych i abstrakcyjnych — tworzg odpowiednio reprezentacje
— enaktywna, ikoniczng i symboliczng poje¢ (Zarzycki, 2019).
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Ksztattowanie poje¢ matematycznych jest niezwykle wymagajacym wy-
zwaniem dydaktycznym. Nie wystarczy bowiem, by uczniowie wiedzieli, co
oznacza dane pojecie. Powinni nabiera¢ przekonania, ze wiedza, jak go uzywac
podczas rozwigzywania zadan, tj. myslac, budujgc strategie, realizujac jg czy ana-
lizujac uzyskane rezultaty. Braki w zakresie opanowania poj¢¢ matematycznych
utrudniaja porzadkowanie informacji, wykorzystywanie ich do opisywania i wy-
jasniania wielu zaleznos$ci. Przyktadem braku rozumienia pojecia suma bedzie
nieumiejetnos¢ okreslenia, jak zmieni si¢ jej wartos¢, gdy jeden ze sktadnikéw
zmniejszymy np. 0 2 lub gdy poprosimy uczniéw o wyznaczenie obwodu wielo-
kata przedstawionego na ponizszym rysunku.

A

5cm
6cm

A
\ 4

W podrecznikach dla ucznioéw klas I-111 szkoty podstawowej znajdziemy wie-
le przyktadoéw zadan, ktore odwotuja sie do znajomosci pojec. Zadaniem uczniéw
jest odszyfrowanie informacji ukrytych w pojeciach i wykonanie na nich wskaza-
nych operacji. W ponizszym zadaniu, zaczerpnigtym z materiatow ¢wiczeniowych
z cyklu ,,Ja i moja szkota na nowo” (Faliszewska, Lech, 2019, s. 29), uczniowie,
aby poprawnie rozwigza¢ zadanie, musza zna¢ nastgpujace pojecia: suma, roznica,
iloraz, iloczyn, liczba dwu- i trzycyfrowa, jedno$¢. Ponadto muszg wiedzie¢, co
oznacza element najwigkszy i najmniejszy w danym zbiorze liczb naturalnych.

Zadanie. Rozwiaz zadania

Oblicz r6znice najwickszej liczby dwucyfrowej i najwickszej
liczby jednocyfrowej

Oblicz iloczyn najmniejszej parzystej liczby dwucyfrowej
i najwickszej nieparzystej liczby jednocyfrowe;j

Oblicz sumg¢ najmniejszej liczby trzycyfrowej i najmniejszej
liczby dwucyfrowej

Oblicz iloraz liczby dwucyfrowej, ktorej cyfra jednosci jest 1,
a cyfra dziesiatek 8, oraz najwigkszej liczby jednocyfrowe;j
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Ciekawa grupa poje¢ w matematyce sg pojecia, ktérych nie definiujemy
lub okreslamy tylko definicje znaczeniowsg, np. punkt czy zbidr. Takie pojecia
nazywamy pojeciami pierwotnymi i to za ich pomoca definiujemy kolejne. Przy-
jete na poczatku danej teorii sg uznawane za pewnik. Mimo ze stanowig punkt
wyjscia rozwazan teoretycznych, nie mogg by¢ jednak jako pierwsze definiowane
W nauczaniu szkolnym. Nalezy pami¢taé, ze rozpoczynamy ksztattowanie pojec
od tych, ktore sg wynikiem dotychczasowych doswiadczen dziecka i ktdre z tych
do$wiadczen dadzg si¢ wyabstrahowa¢. Nazywamy je pojeciami elementarnymi.
Postepujemy tak np. w przypadku elementow geometrii euklidesowej realizo-
wanych we wczesnej edukacji, gdy rozpoczynamy od najczesciej spotykanych
ksztaltow, tj. koto, kwadrat, prostokat i trojkat.

Dla oséb, ktére cho¢ raz w praktyce zawodowej zmierzyly si¢ z ksztat-
towaniem poje¢ matematycznych, oczywiste jest, ze nie jest to ani tatwe, ani
jednorazowe dziatanie. Takie podejscie zazwyczaj nie przynosi spodziewanych
efektow. Nie sprawdzaja si¢ rowniez proste zabiegi dydaktyczne 1 wyjas$nienia
nauczyciela, a do§wiadczane przez ucznidéw nierozumienie poje¢ przektada sie
na poglebiajace si¢ trudnosci matematyczne. Dlatego wtasnie organizacja lekcji,
na ktdérej uczniowie spotykaja si¢ z nowym pojeciem, oprocz wiedzy meryto-
rycznej, psychologicznej i wypracowanych rozwigzan metodycznych wymaga
kreatywnos$ci nauczyciela, ktora nie tylko ma zainteresowa¢ ucznidw, ale tak-
ze pobudzi¢ do dziatania. Wsérdéd pozadanych aktywnosci matematycznych we
wcezesnej edukacji mozemy wyrdznic:

— obserwacje zardbwno kierowang przez nauczyciela, jak i1 spontaniczna, bo to
dzigki tej drugiej uzyskujemy informacje nie tylko o tym, co przycigga uwage
dziecka, ale réwniez o jego umiejetnosci postrzegania obiektow jako catosci,
wyodrgbniania elementow czy dostrzegania zwigzkéw i zaleznosci miedzy nimi,

— manipulowanie obiektami nie tylko po to, aby za pomoca dotyku zbada¢ cechy
fizyczne obiektu, ale przede wszystkim po to, by moc wytworzy¢ reprezenta-
cje enaktywne poje¢ matematycznych, by bada¢ strukture obiektow i relacje
w danych sytuacjach matematycznych,

— opisywanie stowami podejmowanych dziatan i wlasnych spostrzezen, a takze
podczas uzasadniania przyjmowanego stanowiska,

— ilustrowanie poprzez budowanie rysunkowych modeli rozwigzania zadan czy
tworzenie uktadow geometrycznych,

— wycinanie, klejenie i konstruowanie nie tylko w zakresie geometrii, ale tez na
zajeciach z arytmetyki, kiedy strukture dziesigtkowego systemu liczbowego
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mozna przedstawia¢ w formie uktadu celowo dobranych obiektéw lub gdy
poszukujemy wlasnos$ci dziatan,
— tworzenie nieznanych dotad obiektow i uktadow, aby pozniej poddawac je wnikli-
wej analizie popartej zawsze wypowiedzig prezentujacg stanowisko mowiacego.
OczywiScie powyzej zaprezentowana lista aktywnos$ci nie jest wyczerpu-
jaca, ale wskazuje, co powinno by¢ poczatkiem dlugiego i zmudnego procesu
ksztattowania poj¢¢. Zwraca uwage na jedng istotng ceche, a mianowicie to wla-
$nie doswiadczenia sg podstawa abstrakcyjnych poje¢. Pozwalaja dzieciom na do-
strzezenie ich zwigzku z otaczajaca rzeczywistoscia, przekonuja o ich uzyteczno-
$ci i funkcjonalnosci, a izolowane i wprowadzane bez wlasciwej narracji tworza
niestrukturalne listy zagadnien do pamigciowego opanowania.

2.3. Odkrywanie regularnosci, dostrzeganie prawidlowosci i budowanie
wlasnych strategii rozwiazania

Regularnosci i réznorodne rytmy sg powszechnym zjawiskiem w ota-
czajacym nas $wiecie, poczawszy od chwili poczecia, gdy dziecko styszy rytm
serca matki, przez pory dnia i nocy, pory roku czy rytuaty i obrzedy wpisane
w narodowe tradycje. To wiasnie one pozwalajg nam porzadkowaé otaczajaca
przestrzen, regulujg nasze zycie, utatwiaja kojarzenie i zapamigtywanie faktow,
ktore pdzniej przektada si¢ na umiejetnos¢ rozwigzywania codziennych zadan.
Z tego wlasnie powodu cztowieka cechuje potrzeba ich wyznaczania wszg¢dzie
tam, gdzie nie narzucajg si¢ naturalnie. Takim przyktadem jest jezyk, ktorym si¢
postugujemy. Margaret Donaldson zauwaza, ze mimo braku znajomosci regut
gramatycznych 1 wystarczajaco bogatego stownictwa mate dzieci, obserwujac
dorostych, dostrzegaja regularnosci w wypowiedziach dorostych i potrafig po-
rozumiewac si¢, budujgc przy tym poprawne zdania (Donaldson, 1986). Nasza
zdolno$¢ do dostrzegania rytmow i regularnos$ci towarzyszy nam od najmtod-
szych lat, wigc powinni$my ja wykorzysta¢ w uczeniu si¢ matematyki. Przeciez
matematyka zbudowana jest na regularno$ciach i chcac umozliwi¢ dzieciom jej
doswiadczanie, powinnismy ich odkrywanie uczyni¢ jedna z najwazniejszych
aktywno$ci matematycznych we wczesnej edukacji. Ponadto warto zwroci¢
uwage na spostrzezenia Edyty Gruszczyk-Kolczynskiej, ktora pisze: ,,Cztowiek
unika, a nawet Igka si¢ chaosu i balaganu. Jezeli cokolwiek si¢ w otoczeniu
powtarza i uktada w rytm, przestaje budzi¢ niepok6j” (Gruszczyk-Kolczynska,
1997, s. 31). Dajmy dzieciom poczucie bezpieczenstwa, uktadajmy matematyke
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w cato$¢, uczmy ich dostrzegania zaleznos$ci i powigzan, pozwolmy dzieciom

odkrywaé¢ matematyke.

Jak juz wspomniatam, istotg matematyki jest dostrzeganie i wskazywanie
regularnosci, a to zwraca naszg uwage na ksztatcenie tych umiejetnosci. Przeciez
zna¢ matematyke, to dostrzegac, badac i wyraza¢ regularnosci, relacje wystepuja-
ce migdzy nimi, porzadkowac je i opisywac, a przede wszystkim wykorzystywac
do celéw praktycznych (National Research Council, 1990). Problem dostrzegania
I badania przez uczniow regularno$ci w przestrzeni matematycznej byt porusza-
ny niejednokrotnie i obejmowat wszystkie etapy ksztalcenia (por. Siwek, 1985,
1988; Turnau, 1988; Maj-Tatsis, Swoboda, 2006). Ewa Swoboda i Bozena Maj-
-Tatsis zwracajg uwage, ze wymagania skierowane do uczniow w tym obszarze
pojawiajg si¢ juz w klasie pierwszej, np. tam, gdzie zadaniem jest dostrzezenie
rytmow nie tylko w przyrodzie czy organizacji czasu, ale rowniez we wzorkach,
czyli uktadach figur o okreslonej cyklicznosci. Przygladajac si¢ samej konstrukcji
tresSci matematycznych ujetych w programach nauczania dla pierwszego etapu
edukacyjnego, mozemy owe regularno$ci odnalez¢ chociazby:

a) we wlasnoSci liczb naturalnych, gdzie kazda kolejna liczba naturalna jest
wigksza o 1 od poprzedzajacej ja liczby naturalnej;

b) przy wyznaczaniu kolejnych liczb parzystych lub nieparzystych, poczawszy od
danej liczby, gdzie kazda nastepng uzyskamy, dodajac do poprzedniej liczbe 2;

€) w nazewnictwie liczb, gdzie kazda kolejna dziesiagtka jest odwotaniem do od-
powiedniej liczby w pierwszej dziesiatce, np. dwa, dwanascie, dwadziescia
dwa, trzydziesci dwa, czterdziesci dwa itd.;

d) w strukturze dziesigtkowego systemu pozycyjnego, ktorym postugujemy sie
na co dzien, gdzie kazda dziesiatka jednostek nizszego rzedu tworzy jedna
jednostke wyzszego rzgdu;

e) w tabliczce mnozenia, gdzie kolejne wyrazy w wierszu sa wielokrotno$ciami
liczby stojacej na pierwszym miejscu;

f) w dziataniach arytmetycznych, gdzie umiejetnosci rachunkowe na mniejszych
liczbach pozwalaja dzieciom wyznaczy¢ wynik dla wigkszych liczb, np.

2+4=6; 20+ 40=60; 200 + 400 = 600

6-4=2,60-40=20,600-400 =200

2-4=8,20-4=280,200-4 =800

8:4=2,80:4=20,800:4=200;

g) w przypadku jednostek dlugosci: milimetr, centymetr, decymetr, metr, kilo-
metr lub masy: gram, dekagram, kilogram.
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Oczywiscie powyzsze przyklady nie wyczerpuja wszystkich regularno-
$ci, ktore mozemy odnalez¢ w klasach I-III szkoty podstawowej, jednak i one
przekonuja, ze umiej¢tnos¢ dostrzegania i wykorzystywania regularnosci staje
si¢ nieodzowna w uczeniu si¢ matematyki. Oprocz regularno$ci wynikajacych
z konstrukcji samej matematyki pojawiajg si¢ takie, ktore zostaty sprowokowane
specjalnie skonstruowanymi zadaniami. Przyktadem takich zadan sa:

1. Wzdhuz parkowej alei o dtugosci 300 metrow posadzono drzewa.
Ile drzew posadzono, jesli wysadzanie rozpocz¢to na poczatku
alei, a zakonczono na jej koncu, dbajac, aby odlegto$¢ miedzy
kolejnymi drzewami wynosita 20 metrow?

2. Z drewnianej listewki postanowiono zrobi¢ kwadratowa ramke.
W ilu co najmniej miejscach nalezy przecia¢ listewke?

3. Kasia z siostra robity ozdoby na choinke. Wspodlnie ustality, ze
wykonaja kolorowy tancuch. Na ponizszym rysunku przedsta-
wiono poczatek tancucha dziewczynek. Dorysuj kolejne 8 ogniw.
Jak myslisz, jakiego koloru bedzie dwudzieste pigte ogniwo?

00000000000

Celem tych zadan jest dostrzeganie sekwencyjnosci i porzadku wystepo-

wania obiektow, dostrzeganie ich uktadu tworzacego wzajemne relacje miedzy
obiektami i wskazywanie prawidtowosci, ktore w dalszej czesci pracy nad roz-
wigzaniem zadania majg by¢ wykorzystane do uzyskania poprawnego wyniku.
Umiejetnos¢ obserwowania, a W tym wypadku kierowania uwaga, ma doprowa-
dzi¢ ucznia do poprawnej interpretacji tego, co dostrzegt. Tego typu zadania wy-
wotuja zazwyczaj wielos$¢ 1 réznorodnos¢ pomystow, ktére sprawdzone z warun-
kami zadania maja sta¢ si¢ podstawa formutowania uczniowskich hipotez. Sg to
tez sytuacje, w ktorych uczniowie moga eksperymentowac, analizowaé witasne
przemyslenia, ale takze konfrontowa¢ z innymi pomystami, wyzwalajgc dyskusje
nad rozwigzaniem polaczone z uzasadnianiem wlasnego stanowiska.
Konsekwentnie podtrzymujac potrzebe odkrywania wiedzy matematycznej
W procesie ksztatcenia, pozostaje przy stanowisku, ze nowa wiedza jest rezulta-
tem aktywnosci wlasnej ucznia. Podazajac dalej tropem wspierania umiejetnosci
dostrzegania regularno$ci i prawidlowo$ci matematycznych oraz budowania wias-
nych strategii poznania matematycznego, odniesmy si¢ do propozycji Zofii Kry-
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gowskiej, ktora wskazuje cztery sytuacje wspierajace wykrywanie prawidtowosci
matematycznych (Krygowska, 19770, s. 100-101). Badaczka uwaza, ze moze si¢
to odby¢, gdy uczen rozwigzuje specjalnie skonstruowane zadanie prowadzace
celowo do odkrycia pewnej wtasnosci, prawa, zaleznosci. Osobiscie znam dwa
przyktady pomocy dydaktycznych, w ktorych dominuje takie podejscie. Za-
réwno na stronach podrecznikow do matematyki z serii Matematyka 2001°, jak
I W zbiorach Marii Matek Geometria®, rozwigzanie poprzednich zadan niesie
ze soba pewng wiedz¢ matematyczng, ktérg wykorzystujemy podczas rozwiazy-
wania kolejnych. Z kolejna sytuacja spotykamy sie¢, gdy uczen rozwigzuje zadanie
otwarte, z ktorego wyraznie wynika, ze autorowi zadania chodzi o wykrycie i do-
wod nowego twierdzenia. Nastepne dwie sytuacje, o ktorych mowi Krygowska,
odnoszg si¢ do inicjatywy uczniow, tj. wtedy, gdy uczen sam zadaje pytania lub
gdy formutuje na podstawie pewnych obserwacji hipotezg. Czy mozemy prowo-
kowac takie sytuacje juz we wczesnej edukacji? Mysle, ze nawet nalezy. Jednak,
jak podkresla Krygowska, niezwykle rzadko mozemy obserwowac uczniowskie
dociekania po rozwigzaniu zadania, dlatego do sprowokowania uczniow do dal-
szych poszukiwan proponuje ,,przedtuzanie” problemu jako zrédto wykrywania
kolejnych prawidtlowosci w matematyce. Rozwazmy sytuacj¢, w ktdrej uczniowie
ksztattowali pojecie obwodu prostokata. Interesujagcym i warto§ciowym matema-
tycznie przedtuzeniem mogliby$my uczyni¢ poszukiwania w zakresie obliczania
obwodu dowolnego wielokata. Zamiast trzymac si¢ kurczowo twierdzenia, ze ob-
wod prostokata to suma podwojonej dtugosci prostokata i podwojonej szeroko-
$ci prostokata, mozna sprowokowacé sytuacje, ktora wywota potrzebe okreslenia
ogolniejszego sposobu i dostrzezenie, ze obwod wielokata to nic innego, jak suma
dtugosci wszystkich jego bokow bez wzgledu na to, ile ich bedzie miat.

Prace na temat metod pobudzania uczniéw do poszukiwania i wskazywania
problemow pojawily si¢ juz w drugiej potowie ubiegtego stulecia (Krygowska, 1977,
S. 102). Zaproponowana przez Ericha Wittmanna ,,metoda probleméw tworzacych”
umozliwia uczniom stopniowe rozwijanie umiej¢tnosci ,,przedtuzania” problemow.
Zawsze rozpoczyna si¢ od zadan tradycyjnych, ktore sg dla uczniow materialem
wyjsciowym. Po rozwigzaniu takiego zadania nauczyciel zache¢ca uczniéw, aby
sformutowali pytania zwigzane z sytuacjg zadaniowa. Poczatkowo wspierani przez

5 Matematyka 2001, podrecznik do matematyki dla uczniéw gimnazjum, kl. 1, 2, 3.

6 M. Matek (1993), Geometria. Zbior zadan, cz. 1, Gdansk: Gdanskie Wydawnictwo O$wiatowe; M. Matek
(1994), Geometria. Zbior zadan, cz. 2, Gdansk: Gdanskie Wydawnictwo O$wiatowe; M. Matek (1998), Geome-
tria. Zbior zadan, cz. 3, Gdansk: Gdanskie Wydawnictwo O$wiatowe.
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nauczyciela uczniowie stopniowo nabieraja wprawy w rozwazaniach o sytuacji
przedstawionej w zadaniu w nowych warunkach, a poczatkowe zadanie staje si¢
zrodlem budowania nowych (Krygowska, 1977b, s. 102-103). W edukacji wczes-
noszkolnej odpowiednikiem tej metody jest zaproponowana przez Jadwige Hanisz
metoda ,.kruszenia” (Hanisz, 1990) wspierajaca rozwoj umieje¢tnosci rozwigzywania
zadan tekstowych. Jedna z wersji ,,Co by byto, gdyby ...?” polega wtasnie na zmia-
nie danych i rozwigzywaniu zadania w zmienionych warunkach. Z wtasnej prak-
tyki zawodowej wiem, ze uczniowie niech¢tnie podzielajg entuzjazm nauczyciela
przy przedtuzaniu zadania. Jednak przediuzanie, na state wpisane w szkolng prak-
tyke edukacyjna, staje si¢ zwyczajnym zabiegiem dydaktycznym, ktory faktycznie
pobudza uczniow do poszukiwan. Najczestszym efektem, z ktorym spotkatam sie
w trakcie zaje¢ z uczniami, byto wzbudzenie czujnosci matematycznej i sprawdza-
nie poprawnosci rozwigzania z warunkami zadania.

Obowiazkiem nauczyciela staje si¢ planowanie, organizowanie i kontrolo-
wanie przebiegu aktywnego uczenia si¢ uczniow matematyki. Planowanie obej-
muje konieczno$¢ analizy teoretycznej pojec, praw, regul czy wtasnosci przyje-
tych do odkrycia przez ucznidow, przygotowanie wlasciwych zadan lub sytuacji
zadaniowych prowadzacych ucznia do odkrycia, zaplanowanie pomocy dydak-
tycznych oraz form organizacyjnych pracy na lekcji. Organizowanie polegac be-
dzie na przygotowaniu wszystkiego, co zostato przyjete na etapie planowania. Na-
tomiast kontrola nie moze ograniczac¢ si¢ tylko do wytworow pracy uczniow. Tu
kontrola jest rozumiana jako stale monitorowanie przebiegu realizowanych przez
uczniéw prac oraz dyskretne reakcje na sytuacje, w ktorych uczniowie ,,utkng”
podczas pracy lub gdy ich spostrzezenia beda dalece odbiega¢ od przyjetych
do odkrycia tresci lekcji. Ten ostatni punkt stanowi duze wyzwanie, nie mozna
bowiem méwi¢ o samodzielnej badawczej pracy ucznia, gdy nauczyciel zawsze
spieszy z pomoca, aby da¢ gotowg odpowiedz. Zadaniem nauczyciela jest suge-
rowanie czy nakres$lanie sytuacji, w ktorych nalezy rozwazy¢ swoje odkrycie.
W tym ujeciu nauczyciel staje przed trudnym problemem dydaktycznym, ktorego
rozwigzanie powinno si¢ koncentrowa¢ na poszukiwaniu i urzeczywistnianiu
Sposobow i srodkoéw postepowania dydaktycznego prowadzacych do harmonij-
nego uruchamiania dotychczasowej wiedzy matematycznej uczniéw i tgczenia
jej z nowo odkrytg.

Dziecigce odkrywanie matematyki proces uczenia si¢ uczniow czyni prze-
strzenig ich tworczej i samodzielnej dzialalnos$ci. Budowana przez dzieci wie-
dza powstaje nie tylko na podstawie wlasnych poszukiwan, ale rowniez na tych
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wypracowanych wspolnie z réwiesnikami, uczac ich przy tym poréwnywania
przyjetych strategii rozwigzania czy konfrontowania wlasnych spostrzezen ze
spostrzezeniami innych uczniéw. Skierowane do wszystkich uczniow, a nie tyl-
ko tych, o ktoérych sadzimy, ze maja szczegdlne predyspozycje do matematyki,
wspiera poszukiwanie wiasnych sposobow uczenia si¢ i okreslania wlasnych
metod radzenia sobie z zadaniami problemowymi. Oprécz wymiernych matema-
tycznych korzysci, takich jak ksztattowanie i budowanie nowych dla ucznia pojgc
matematycznych, dostrzeganie i formutowanie nowych problemdw, regularno-
$ci, rozwijanie umiejetnosci porownywania, uogoélniania, umieje¢tnosci badania
zalezno$ci miedzy obiektami matematycznymi niesie ze sobg korzysci w obsza-
rze ksztaltowania postaw otwartych na poszukiwanie rozwigzan czy wzmacnia
poczucie kontroli poznawczej. Robert Fisher podkresla, ze istota ksztatcenia
matematycznego nie jest wyuczenie odrgbnych informacji, a wtasnie wsparcie
uczniow, aby mogli dostrzec struktury matematyczne, na ktore sktadaja sie wza-
jemnie zalezne pojecia i procedury (Fisher, 1999, s. 203-204). Paul Lockhart,
ujmujac matematyke jako sztuke, mowi, ze uczniowie w procesie ksztatcenia po-
winni do$wiadcza¢ réznorodnych sytuacji matematycznych, a pozbawianie ich
aktywnego udziatu w stawianiu problemoéw, mozliwosci dokonywania odkryc¢,
prawa do popetnia btedow czy pomyltek na etapie formutowania hipotez to ogra-

bianie ucznidw z rzeczywistego kontaktu z matematyka (Lockhart, 2009, s. 36

i dalsze). Rozwiazujac problemy matematyczne w klasach I-Ill, uczniowie po-

winni wykorzystywaé wszystkie dostepne sposoby:

a) materialny, gdy podczas pracy nad rozwigzaniem problemu wykorzystuja konkret-
ne materialy (liczmany, guziki, klocki itd.); za ich pomoca buduja modele sytuacji
przedstawionych w zadaniu, przeprowadzajg konkretne do$wiadczenia na réznych
obiektach czy sprawdzaja swoje rozwigzania w Sytuacjach praktycznych;

b) wizualny, kiedy zadany problem przedstawiany jest w formie rysunku-sche-
matu utatwiajacego wizualizacje problemu; wykorzystywana jest tu wyobraz-
nia przestrzenna czy uruchamiana komunikacja graficzna;

C) spoteczny — poprzez wspolprace i wspoldziatanie w zespole, inspirowanie si¢
rozwigzaniami i spostrzezeniami innych, wspélne dochodzenie do celu po-
przez budowanie banku pytan, wysuwanie hipotez, formulowanie definicji
oraz obserwowanie krokow podjetych przez innych na drodze do rozwigzania;

d) werbalny, czyli wyjasniajac stownie swoje strategie, argumentujac swoje stano-
wisko w sprawie przyjetego rozwigzania, dyskutujac nad wyborem wiasciwego
rozwigzania i sprawdzajac wlasne przekonania w tym zakresie (Zytko, 2021).
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Utworzone tak cztery plaszczyzny, krzyzujac si¢ ze soba, buduja prze-
strzen, w ktorej niezbedna staje si¢ koncentracja nauczyciela na takim kreowaniu
srodowiska uczenia si¢ uczniow, gdzie jezyk, obraz, obiekty rzeczywiste i praca
zespolowa beda przeplatajacymi si¢ warunkami pobudzajacymi aktywno$¢
poznawcza uczniow. Tak otrzymujemy zgota odmienny ksztatt edukacji
matematycznej od tego opartego na podreczniku szkolnym i zeszytach ¢wiczen.

2.4. Dzieci¢gce zmagania z odkrywaniem regularnosci matematycznych
w Swietle badan

Dostrzeganie regularnosci wystepujacych w matematyce jest niezwykle
wazne dla prawidtowego rozwijania kompetencji matematycznych, dlatego stwa-
rzanie sytuacji, w ktorych dzieci, badajac obiekty w roéznych uktadach, dostrzegaja
regularnos$ci i wzorce, jest wazne. Jak wspomniatam, odkrywanie matematyki jest
dostepne dzieciom juz na etapie wczesnej edukacji. Douglas Clements (2001) uzna-
je, ze juz okres przedszkolny to dobry czas, by zainteresowac¢ dzieci budowaniem
i odnajdywaniem wzorcow. Mozemy to wykorzysta¢ podczas zabawy klockami
czy poréwnujgc obiekty w roznych uktadach. Zdaniem Lynna Mc Garveya (2012)
dzieci we wczesnej edukacji bez trudu rozpoznaja przedstawione regularnosci nie
tylko w uktadach obiektéw, ale réwniez na rysunkach. Czesto wykorzystuja je,
aby przewidywac dalszy ciag kolekcji lub uktad kolejnych elementow. Lesley Lee
(1996) twierdzi, ze umiejetno$¢ dostrzegania regularno$ci jest niezbedna w my-
$leniu algebraicznym. Anthony i Jean Ortonowie dowiedli, ze sama zdolnos$¢ do
konstruowania wzorow pojawia si¢ znacznie wczesniej niz umiejgtnosc opisywa-
nia regularnosci (Orton, Orton, 1999). Zatem skoro matematyka jest postrzegana
jako poszukiwanie regularnosci, to dlaczego nie da¢ takiej mozliwosci dzieciom?

Dostrzeganiem regularno$ci w najmtodszej grupie uczniow zajmowano si¢
rowniez na rodzimym gruncie. Alina Kalinowska na przyktadzie zadan niestanda-
rowych pokazuje, ze dzieci mogg dostrzega¢ prawidtowosci (regularnosci) i do-
konywa¢ uogoélnien, formulowaé pierwsze reguly (Kalinowska, 2017). Uczg si¢
przy tym réznych sposoboéw wykorzystywania zapisu, ktory po masowym wyko-
rzystywaniu zeszytow ¢wiczen i kart pracy stal si¢ dla uczniow duzg trudnoscia.
Obserwujac uczniow podczas pracy, mozna dostrzec, ze prezentacja rozwigzania
zadania matematycznego kojarzona jest przez nich z zapisem w czystym jezyku
matematycznym i z zaskoczeniem reagujg na mozliwo$¢ opisu stowami swojej
propozycji rozwigzania zadania. Uznajg ja za btgdng i niematematyczng. Kolejna
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istotna kwestig, na ktéra zwraca uwagg Kalinowska, jest uruchamianie si¢ mysle-
nia hipotetycznego podczas odkrywania regularnosci oraz dostrzeganie wagi wtas-
nych domniemywan (Kalinowska, 2017). Obie znaczaco wpltywaja na rozwoj
umiejetnosci budowania strategii rozwigzywania zadan matematycznych. Bada-
nia prowadzone przez Swobodg¢ i Maj 0 dzieciecych konstrukcjach geometrycz-
nych wskazuja, ze dzieci mimo napotkanych trudnosci cechuje potrzeba konty-
nuowania regularnosci nawet przy braku wyraznej stownej instrukcji. Podczas
odkrywania i kontynuowania regularno$ci wspierajg sie intuicjg, a napotkanie
przez nie trudnosci tylko przekonuje do koniecznosci wplatania takich aktywno-

sci w edukacji matematycznej (Maj-Tatsis, Swoboda, 2018).

Przeglad artykutéw naukowych opublikowanych po roku 2000 przeprowa-
dzony przez Kamaluddin i Widjajanti (2019) potwierdza duze zainteresowanie ucze-
niem si¢ matematyki poprzez jej odkrywanie. Analiza zawartych w nim badan em-
pirycznych pozwolita na konstrukcje modelu (schemat 2) prezentujacego pozytywne
efekty pracy ta metodg w sferze poznawczej, sferze emocjonalno-wolicjonalnej
i psychomotorycznej. Dostrzezono, ze nie tylko metoda jako cato$¢ przynosi wy-
mierne korzysci, ale takze jej poszczegolne etapy. Etapy te przebiegaja nastgpujaco:
1. Postawienie problemu — polega na prezentacji informacji oraz problemu przez

nauczyciela prowadzacego zajecia.

2. Eksploracja — polega na gromadzeniu, przetwarzaniu i analizowaniu danych
identyfikowanych w postawionym problemie.

3. Formutowanie hipotez — polega na formutowaniu przez uczniow pierwszych
przypuszczen na podstawie wczesniejszej analizy, z zastrzezeniem, ze trafnosc¢
przypuszczen w duzej mierze zalezy od doktadnos$ci uczniowskich eksploracji.

4. Weryfikacja — wysuniete w poprzednim etapie hipotezy wstepne zostajg teraz
poddawane sprawdzaniu na podstawie roznych zrodet 1 dyskusji.

5. Potwierdzenie — polega na zweryfikowaniu przez nauczyciela uczniowskich
wnioskow, tj. zadaniem nauczyciela jest potwierdzenie prawdziwosci sfor-
mutowanych przez ucznidéw wnioskow oraz korekta btednych przekonan tak,
by uczniowie mogli wyciagna¢ wnioski na temat zagadnienia, ktorego si¢ na-
uczyli (Westwood, 2008; Moore, 2005).

Uczenie si¢ poprzez odkrywanie matematyki, oprocz wskazanych wymier-
nych korzysci, ktore szerzej zostang przywotane w rozdziale opisujacym wady i zale-
ty proponowanego przeze mnie rozwigzania metodycznego, umozliwia zmiang sto-
sunku do matematyki. Zmiang, ktéra pozwoli dostrzec w matematyce co$ wigcej niz
tylko mechaniczne rozwigzywanie zadan. Organizujac lekcje w formie badan, uzu-
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pehiajac wlasciwg narracja, budujemy catosciowy obraz matematyki. Ukazujemy,
jak zostata skonstruowana i na jakie potrzeby cywilizacyjne odpowiada. To wazny
aspekt, ktory w podejsciu tradycyjnym do uczenia si¢ i nauczania matematyki zdaje
si¢ by¢ pomijany. Nie trzeba nikogo dlugo przekonywac, ze matematyka to nie tyl-
ko narzedzie, to réwniez sposob postrzegania obserwowanych w swiecie zwigzkow
i zaleznosci. Laczenie jej w szkolnym procesie ksztatcenia z koniecznoscia podej-
mowania wysitku intelektualnego skupionego na odkrywaniu kolejnych jej tresci
pozwoli na usamodzielnianie si¢ w procesie jej poznawania, a uczenie si¢ uczyni
aktywnym oraz sensownym. Co wigcej, uczenie si¢ matematyki przez odkrywanie
ma zdolno$¢ do zmiany uczniowskich postaw i wartosci w stosunku do matematyki
oraz siebie jako osoby podejmujacej sie rozwigzania problemu (Svinicki, 1998).

Schemat 2: Model pozytywnych efektow pracy metoda uczenia si¢ poprzez odkrywanie matematyki

SFERA
POZNAWCZA

POSTAWIENIE PROBLEMU

EKSPLORACIA

FORMUtOWANIE HIPOTEZ SFERA EMOCJONALNO-

UCZENIE SIE POPRZEZ
ODKRYWANIE MATEMATYKI

-WOLICJONALNA
WERYFIKACJA

SFERA
POTWIERDZENIE PSYCHOMOTORYCZNA

Zrodto: opracowanie wiasne na podstawie Kamaluddin, Widjajanti, 2019.

Mimo ze sednem uczenia si¢ poprzez odkrywanie jest odnalezienie przez
uczniow wlasnej wiedzy, to pozostawienie ich bez nauczycielskiego wsparcia
bytoby wielkim btedem, szczegodlnie we wezesnej edukacji (Mayer, 2004; Abra-
hamson, Kapur, 2018). To zadaniem nauczyciela jest wyznaczenie Sciezki, po kto-
rej uczniowie bedg zmierza¢ do subiektywnie nowych odkry¢ matematycznych,
a konstruowanie takich zaje¢ jest nietatwym zadaniem, stad tez pojawit si¢ po-
myst, aby przyblizy¢ metode nauczania skierowanego na odkrywanie matematyki
na pierwszym etapie edukacyjnym.



3. Nauczanie skierowane na odkrywanie matematyki

Natura dojrzalosci psychicznej do uczenia si¢ matematyki jest
taka, iz nie mozna jej uksztattowac u dzieci ani przez pokazywanie
i powtarzanie wzorow zachowania, ani przez wyjasnianie. To, co
sktada si¢ na taka dojrzatos¢, dziecko musi samodzielnie zdoby¢,

odkry¢ i wyprobowacé (Gruszezyk-Kolczynska, 1989, s. 112)

W praktyce edukacyjnej matematyke na poziomie wezesnej edukacji cze-
sto traktuje si¢ jako etap przygotowujacy ucznia do uczenia si¢ tego przedmiotu,
podkreslajac jednoczesnie jej propedeutyczny charakter (Semadeni, 1981). Dzieje
si¢ tak dlatego, ze mozliwosci poznawcze dziecka daleko odbiegaja od specy-
ficznych cech matematyki i wymagan, ktore sa ich konsekwencja. Trudno prze-
ciez oczekiwac od dziecka, aby ograniczato si¢ do prowadzenia rozumowan na
pojeciach abstrakcyjnych w oderwaniu od materiatu empirycznego. Przekonanie
0 koniecznosci wykorzystania mozliwosci rozwojowych ucznidow i stale towa-
rzyszacej im potrzeby zaspokajania naturalnej ciekawosci poznawczej sktonito
mnie, aby zwroci¢ si¢ w kierunku nauczania matematyki poprzez odkrywanie.
Poprowadzenie uczniéw droga odkrywania nowej wiedzy niewatpliwie ulatwia
i poglebia rozumienie matematyki. Sprawdza sie rowniez w Sytuacjach, w ktérych
zawodzi pamie¢ (Westwood, 2008). To wtasnie po do$wiadczeniach z odkrywa-
niem matematyki uczniowie, stojgc przed konieczno$cia rozwigzania zadania, nie
ograniczaja si¢ do poszukiwania w pamieci gotowych algorytméw. Zadziwia-
jacym efektem, dla ktorego twierdze, ze nauczanie skierowane na odkrywanie
matematyki jest dobrym sposobem zglebiania wiedzy, jest wzrost uczniowskich
przekonan, ze mogg rozwigza¢ zadanie i znacznie cz¢éciej podejmujg to wyzwa-
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nie (Svinicki, 1998). To wlasnie obawa przed porazkg wyraznie redukuje si¢ po
do$wiadczeniach z odkrywaniem matematyki. Jednocze$nie doswiadczanie ma-
tematyki czyni jg bardziej interesujaca, otwiera uczniow na zdobywanie wiedzy,
daje im poczucie sprawstwa, a przede wszystkim usamodzielnia intelektualnie
(Liljedahl, 2005). G. Polya podkres$lat: ,,Nauczanie matematyki powinno zapo-
znawaé ucznidw ze wszystkimi aspektami aktywno$ci matematycznej tak dalece,
jak to jest mozliwe. W szczegdlnosci powinni oni otrzyma¢ mozno$¢ samodziel-
nej pracy tworczej — na miarg ich mozliwosci” (Polya, 1975, s. 335). Sg to wazne
cechy uczenia si¢ matematyki poprzez odkrywanie, bo przeciez Igk jest jednym
z predykatorow trudno$ci matematycznych uczniéw (Cipora, 2015).

3.1. Teoretyczne podstawy nauczania skierowanego na odkrywanie

Bardzo wazne w nauczaniu matematyki sa wszystkie te metody, ktore
umozliwiaja uczniom usamodzielnione zdobywanie wiedzy i ksztattuja umie-
jetnos¢ postugiwania si¢ nig. Do metod, ktore silnie wspierajg rozwdj uczniow
W zakresie matematyki, nalezg metody problemowe. To wtasnie umiejetnos$c
rozwigzywania probleméw Henryk Moroz wskazuje jako warunek konieczny
przysztych sukcesoéw matematycznych uczniow (Moroz, 1991). Nauczanie skie-
rowane na odkrywanie wpisuje si¢ w kategori¢ metod nauczania problemowego
i rowniez polega na kierowaniu procesem rozwigzywania przez uczniow zagad-
nien praktycznych i teoretycznych przy udziale ich wtasnej aktywno$ci badaw-
czej (Okon, 1995, s. 201). Punktem wyjscia w pracy tej metody jest sformutowanie
problemu, ktorego celem jest sprowokowanie podejmowania §wiadomego wysit-
ku myslowego uczniow (Mroz, 1978). Problemem moze by¢ pewna niewiadoma,
zrodzone w trakcie lekcji lub przygotowane przez nauczyciela pytanie kryjace
nierozstrzygnigta dotychczas kwestie matematyczng czy luka, ktéra uczniowie
muszg zapetni¢. Mozna go rowniez sformutowac¢ w postaci zadania, dla ktorego
trzeba poszuka¢ metody rozwigzania, bo jest nietypowe i uczniowie wczesniej
si¢ z nim nie spotkali. W przypadku nauczania poprzez odkrywanie problemem
bedzie sytuacja zadaniowa lub zadanie, ktérego rozwigzanie prowadzi do sformu-
towania subiektywnie nowej dla uczniow wiedzy matematycznej. Jednak bardziej
sktaniam si¢ do tego, aby proponowana metoda wykorzystywata specjalnie przy-
gotowane sytuacje problemowe.

Wedlug Wincentego Okonia sytuacja problemowa jest celowo skonstru-
owang sytuacja dydaktyczng, w ktorej uczniowie spotykaja si¢ z nowym, nie-
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typowym uktadem konkretnych lub abstrakcyjnych elementow, wskazujacym
na nierozwazane dotychczas zwigzki migdzy nimi (Okon, 2001, s. 379). Uczen,
ktory mimo wczesniejszych doswiadczen i zgromadzonej dotychczas wiedzy
znajdzie si¢ w takiej sytuacji, odczuwa brak mozliwos$ci skorzystania z gotowe-
g0 rozwigzania oraz potrzebe uzupehienia luki. Oczywiscie, aby zaproponowana
sytuacja problemowa wywotata pozadane reakcje, nalezy zadba¢, aby stosunko-
wo fatwo absorbowata uwage uczniow, odwotywata si¢ do ich dotychczasowych
doswiadczen oraz celowata w ich obszar zainteresowan (Cackowska, 1993, s. 11).
Okreslona w sytuacji problemowej trudno$¢ nie powinna wykracza¢ poza strefe
najblizszego rozwoju uczniéw w rozumieniu Wygotskiego, ale powinna sktaniac¢
uczniéw do formutowania hipotez i poszukiwania rozwigzan. Waznym aspektem
sytuacji problemowej jest to, ze uczen ma mozliwos¢ taczenia elementéw wie-
dzy nabytej z nowa, dla niego jeszcze nieznang (Wigckowski, 1972, s. 26). Owo
laczenie odbywa si¢ dzieki poszukiwaniu zwigzkéw i zaleznosci wystepujacych
miedzy elementami wiadomymi i niewiadomymi oraz dzigki uczniowskiej ak-
tywnosci o charakterze produktywnym, czego efektem jest samodzielne wytwa-
rzanie informacji (Adamek, 2000, s. 62). Irena Adamek podkresla, ze kazda nowa
dla dziecka sytuacja moze by¢ polem, na ktérym warto stawia¢ wyzwania, bo jest
ona stymulatorem wyzwalajgcym ich tworcza aktywnos¢ (1996, s. 84).

Celem wszelkiej aktywnos$ci podejmowanej na drodze rozwigzywania pro-
bleméw (nie tylko przez ucznidow) jest przeksztatcenie ich w sytuacje bezproble-
mowe. Tak tez jest w przypadku nauczania skierowanego na odkrywanie, gdzie
nowo dostrzezone zwiazki i zaleznosci migdzy obiektami matematycznymi czy
formutowane reguly badz prawa uzbrajaja ucznia w narzgdzia uzyteczne pod-
czas rozwigzywania kolejnych zadan, czyli nowych napotkanych problemoéow
oraz odkrywania napotkanych ,,tajemnic matematycznych”. Sam proces rozwia-
zywania problemow charakteryzuje si¢ pewng etapowoscig. Jozef Galant wska-
zuje na sze$¢ etapow, tj. tworzenie sytuacji problemowej, formutowanie proble-
mu, analiza sformutowanego problemu, gromadzenie pomyslow na rozwigzanie
problemu, weryfikacja pomystéw i podjecie decyzji co do wyboru rozwigzania
oraz systematyzacja nowej wiedzy i jej zastosowanie (Galant, 1987, s. 94). Eta-
powos¢ postgpowania podczas rozwigzywania problemow jest obecna w wielu
propozycjach (Bereznicki, 2004; Jader, 2009; Kujawinski, 2010; Mroz, 1978;
Okon, 1987; Pisarski, 2017; Strykowski i in., 2003;). Wszystkie one sg zgodne
z tym, ze rozwigzujacy problem musza uswiadomi¢ sobie jego istotg, tj. zdac
sobie sprawe, na czym on doktadnie polega. Na tej podstawie zastanowi¢ si¢ nad
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mozliwymi rozwigzaniami, wybrac¢ najwlasciwsze i je przeprowadzi¢, a nastgpnie
dokona¢ refleksji nad uzyskanymi wynikami. Refleksja ma nie tylko ograniczaé¢
si¢ do sprawdzenia poprawnosci wyniku z warunkami postawionymi na poczat-
ku, ale réwniez obejmowac obszar mozliwych zastosowan i oceng uzytecznosci.
Tak tez jest w przypadku metody nauczania skierowanego na odkrywanie, kiedy
uczniowie na poczatku wprowadzani s3 w sytuacje problemowa, wspolnie gro-
madzg informacje na temat tego, co juz wiedza w danym obszarze poszukiwan,
pracuja zespotowo nad rozwigzaniem zagadnienia, dzielg si¢ swoimi spostrzeze-
niami, formutuja nowg wiedza, po czym sprawdzaja, jak moga wykorzystac to,
co wtasnie odkryli. Do szczegdtowego opisania etapow pracy ucznidéw wrdcimy
w podrozdziale prezentujacym konstrukcje lekeji w nauczaniu skierowanym na
odkrywanie matematyki.

Podejmujac si¢ proby zdefiniowania nauczania skierowanego na odkry-
wanie w ksztalceniu matematycznym, przyjmujg, ze jest to state postgpowanie
dydaktyczne, w ktorym aktywno$¢ wlasna dziecka prowadzi je w trakcie rozwia-
zywania probleméw teoretycznych lub praktycznych do odkrycia subiektywnie
nowej wiedzy matematycznej, czyli dotad nieznanych mu wlasnosci, praw, regut
I poje¢ matematycznych. Gtéwnym zadaniem nauczyciela pracujacego ta metoda
jest taka organizacja lekcji, ktora wiedzie dziecko od tego, co juz wie, do no-
wych tresci matematycznych. W przeciwienstwie do podejscia tradycyjnego nie
rozpoczynamy lekcji od nauczycielskiego wprowadzenia kolejnej porcji wiedzy
w formie definicji, wtasno$ci czy reguty, lecz od zapoznania ucznidw z sytuacja
problemowa, po uporaniu si¢ z ktdrg to oni sami jg sformutujg. Postawione wy-
zwanie ma na celu wywotanie konfliktu poznawczego, ktory prowokuje do rozpa-
trywania obiektdw w nowych uktadach opisanych za pomocg innych relacji czy
ujawniajacych inne niedostrzegane dotad wtasnosci. To wtasnie wtedy dochodzi
do koniecznosci spojrzenia na wiedz¢ matematyczng w nowym ujeciu, w Nowych
kontekstach. Spostrzezenia dzieci sg przez nie same porzadkowane i prezento-
wane. W tym podejsciu do nauczania nowe tresci, mimo ich statej obecnosci
podczas zaje¢, wybrzmiewaja na koncu i sg zwienczeniem wysitkow intelektual-
nych uczniow. Zaprezentowany schemat (schemat 3) w uproszczeniu prezentuje
gldowna réznice miedzy nauczaniem tradycyjnym a nauczaniem skierowanym na
odkrywanie matematyki. Strzatki na schemacie pokazujg kierunek dziatan pode;j-
mowanych podczas lekcji, a ich przeciwne zwroty wskazujg na odwrocenie ko-
lejnosci wykonywanych czynnosci. Odnoszg si¢ rowniez do rdl, ktore przypisuje-
my uczniom i nauczycielowi, bo rozpoczynajac lekcje od teorii matematycznych,
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nauczyciela czynimy osobg wiodgca i dominujaca. Osobg, ktorej zadaniem jest
kontrolowanie jakosci wykorzystywania nowej wiedzy do rozwigzywania zadan.
| tak jak ma to miejsce w tradycyjnym podejsciu do nauczania, nauczyciel jest
zrodtem wszelkiego poznania. Natomiast z odmienng sytuacja spotykamy si¢
podczas odkrywania. W tym wypadku to uczen jest swoim zrodtem wiedzy, a do-
ktadniej — wyniki jego aktywnosci poznawcze;.

Schemat 3. Nauczanie tradycyjne versus nauczanie skierowane na odkrywanie

4 N\ 4 N\
POJECIA NAUCZANIE
TRADYCYJNE ZADANIA
DEFINICIE
oraz
TWIERDZENIA NAUCZANIE SYTUACIE
z SKIEROWANE ZADANIOWE
WEASNOSCI NA ODKRYWANIE

G J G J

Zrodto: opracowanie wlasne.

Oczywiscie nietrudno dostrzec, ze w edukacji matematycznej nie mozemy
koncentrowac si¢ jedynie na odkrywaniu regularnosci matematycznych. Witasci-
wym miejscem nauczania skierowanego na odkrywanie beda wszystkie te sytua-
cje, w ktorych zamierzamy zapoznaé uczniéw z nowg dla nich wiedzg. Koniecz-
no$¢ przeprowadzania lekcji poglebiajacych rozumienie pojeé, doskonalacych
umiejetnosci poshugiwania sie¢ nimi czy ksztattujacych sprawnos¢ rachunkowa
uznaj¢ za rownie wazne, bo jakich efektow moglibysmy oczekiwaé, gdyby$smy
skoncentrowali si¢ tylko na odkrywaniu matematyki? Michat Szurek pyta: Co
zrobi¢ z wiedza, ktdra rozumiemy, a ktorg nie postugujemy si¢ sprawnie? Przeciez
,,0d rozumie¢ do potrafi¢ moze by¢ bardzo daleko” (Szurek, 2005, s. 20), a nam
zalezy na ,potrafic” przy pelnym rozumieniu. Niemniej jednak niewlasciwe
W procesie ksztalcenia konstruowanym w podejsciu konstruktywistycznym jest
rozdzielanie rozumienia poj¢cia od umiejetnosci jego wykorzystywania. Dlatego
wlasnie warunkiem koniecznym wielokontekstowego rozumienia pojec jest ich
wielokontekstowe uzywanie, ktore nie tylko umozliwia ich poznanie, ale przede
wszystkim ujawnia, w jaki sposob uczniowie je znaja. Nauczanie skierowane na
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odkrywanie wiedzy matematycznej umozliwia wielokontekstowe ksztatcenie,
w toku ktérego uczniowie maja sposobnos¢ badac¢ obiekty matematyczne w rdz-
nych sytuacjach, co jest istotne dla rozwoju kompetencji matematycznych.

3.2. O konstrukcji lekcji w nauczaniu skierowanym na odkrywanie

Konstrukcja lekeji jest bardzo zblizona do etapow rozwigzywania proble-
mow, o ktorych pisatam w poprzednim rozdziale. Zanim jednak przejde do charak-
terystyki poszczegdlnych czesci lekcji, warto zatrzymac si¢ na jednym z kluczo-
wych elementow, czyli okresleniu, co wlasciwie uczniowie majg odkry¢ w trakcie
lekcji. Oczywiscie tematow takich zaje¢ doszukamy si¢ chociazby w podstawie
programowej ksztatcenia ogoélnego dla pierwszego etapu edukacyjnego’. To tam
w formie wymagan szczegdélowych okreslono zakres tresci matematycznych
przeznaczonych do realizacji. Rozwazmy dla przyktadu jeden z zapisdw wymie-
nionego dokumentu.

Wsrod osiagnigé z zakresu postugiwania si¢ liczbami wskazano: ,,Uczen
wyjasnia istot¢ dziatan matematycznych — dodawania, odejmowania, mnozenia,
dzielenia oraz zwigzki miedzy nimi; korzysta intuicyjnie z wlasnoéci dziatan™,
Aby wybra¢ temat pracy dla ucznidw na podstawie przywotanego zapisu, nalezy
si¢ zastanowic¢, co kryje zwrot ,,istota dzialan arytmetycznych”, jakie zwigzki za-
chodza pomiedzy wymienionymi dzialaniami arytmetycznymi oraz jakie wlasno-
$ci posiada kazde z nich. Po takiej analizie nietrudno wybra¢ zagadnienie, ktore
mozna przygotowac na zajecia, Np. Czy istnieje liczba, przez ktorg nie wolno dzie-
li¢? albo Czy liczby mozemy mnozy¢ w dowolnej kolejnosci? Zarbwno w pierw-
szej, jak i w drugiej propozycji formutowane pytanie okresla to, co juz ucznio-
wie wiedza oraz czego maja si¢ dowiedzie¢. Podczas poszukiwania odpowiedzi
na pierwsze pytanie uczniowie juz znajg dzielenie i potrafia wyznacza¢ ilorazy
dwoch liczb. Ponadto wiedzg, ze dziataniem odwrotnym do dzielenia jest mnoze-
nie oraz ze poprawno$¢ wykonanego dzielenia sprawdzamy za pomoca mnozenia.
Niewiadoma w tak postawionym pytaniu bedzie mozliwo$¢ dzielenia przez zero.

7 Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 14 lutego 2017 r. w sprawie podstawy programowej
wychowania przedszkolnego oraz podstawy programowej ksztatcenia ogdlnego dla szkoty podstawowej, w tym
dla uczniéw z niepetnosprawnoscia intelektualng w stopniu umiarkowanym lub znacznym, ksztatcenia ogolne-
go dla branzowej szkoty I stopnia, ksztalcenia ogolnego dla szkoly specjalnej przysposabiajacej do pracy oraz
ksztatcenia ogdlnego dla szkoty policealne (Dz.U. z 24 lutego 2017 r., poz. 356).

8 Tamze, zatgcznik nr 2, s. 37.
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Analizujac drugie pytanie, dostrzegamy, ze uczniowie potrafia mnozy¢ liczby na-
turalne, ale musza odkry¢, ze mnozenie jest przemienne i taczne. Oczywiscie nie
ma koniecznos$ci nazywania tych wlasnosci, ale intuicyjne uzasadnienie mozli-
wosci przestawiania liczb w iloczynie i wymnazania ich w dowolnej kolejnosci
utatwia obliczenia.

Innym zrédtem inspiracji jest wybrany przez nauczyciela do realizacji pod-
recznik szkolny. Na jego stronach odnajdziemy tresci matematyczne, ktore za-
zwyczaj opracowane sg w formie zadan lub wyeksponowane w specjalng ramka.
Zamieszczone ponizej dwa zadania dotyczace przemiennosci dodawania prze-
ksztalcamy w lekcje, na ktorej] w wyniku wilasnej aktywnosci dzieci odkryja, ze
dodawanie jest przemienne. Warto tutaj zaznaczy¢, ze trud przeksztatcania i or-
ganizowania zaje¢ w formie uczniowskich badan matematycznych bardzo szybko
przetozy si¢ na uczniowskie postrzeganie matematyki, angazowanie si¢ w prace,
samodzielnos¢ intelektualng, poziom rozumienia tre§ci matematycznych, a takze
trwatosc¢, na ktorej nam bardzo zalezy.

Przyktad

Zrodto: Podrecznik dla klasy 2, cz. 1: Ja i moja szkota na nowo, Wydawnictwo JUKA-91, Warszawa 2018, s. 17.

Po wyborze zagadnienia matematycznego, ktére chcemy zaproponowac
naszym uczniom, nalezy zastanowi¢ si¢ nad konstrukcjg sytuacji problemowe;j,
czyli dokona¢ wyboru zadan, polecen, zaplanowa¢ doswiadczenia, przygotowac
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niezbedne pomoce dydaktyczne, ktore bedg prowadzity do odpowiedzi na posta-
wione pytania i wyjasnialy uczniowskie watpliwo$ci. Wazng zasada, ktorej nalezy
przestrzegac, jest konieczno$¢ uwzgledniania mozliwosci poznawczych dziecka
i jego potrzeb edukacyjnych. Wszystkie nasze propozycje powinny by¢ mozliwie
bliskie doswiadczeniom dzieci, uwzglednia¢ psychologiczny proces interioryzacji
oraz realizowa¢ podejécie indukcyjne do procesu ksztatcenia, w Ktérym tworzy-
my przestrzen na eksperymenty i obserwacje uczniow. W tym ujgciu podazamy
drogg od konkretnego przypadku do ogoélnej idei, od konkretnego zastosowania
do ogdlnej teorii, a tym samym do budowania prawa naukowego. Tu najwazniej-
szym aspektem pracy dziecka staje si¢ konstruowanie wlasnej wiedzy pod kierun-
kiem nauczyciela (Rocard i in., 2007).

Proponowany tok lekcji obejmuje sze$¢ krokdéw i jest zbiezny z etapami
uczenia si¢ poprzez odkrywanie zaprezentowanymi w poprzednim rozdziale.
Waznym elementem konstruowanego rozwiazania metodycznego jest kolejnos¢
wystepowania poszczegolnych krokoéw oraz koniecznos$¢ zaistnienia kazdego
z nich. Charakteryzuja si¢ one innym czasem trwania i maja do spetnienia inna
role. Nazwy, ktore proponuje ponizej, nie sa w zaden sposob wigzace, natomiast
istotne dla catego postgpowania jest to, ze stanowia drogowskazy porzadkujace
czynnosci prowadzace ucznidow do odkrycia nowej wiedzy matematyczne;j.

Pierwszy etap — Co juz wiem?

Celem poczatkowego etapu lekcji jest skierowanie uwagi uczniow na za-
planowane do realizacji zagadnienie. Zaczynamy od rozmowy z dzie¢mi na wy-
brany temat, oddajac im jednoczesnie pole do dzielenia si¢ swoimi wiadomo-
$ciami z danego zakresu. Jest to ta czes¢ lekcji, w Ktorej zbieramy informacje
na temat dotychczasowych doswiadczen ucznidow czy zgromadzonych przez
nich informacji. Ten etap stanowi wazny poczatek lekcji z dwdch powodow.
Pierwszy to czegsto niewykorzystywana przez nauczycieli sposobnosé¢ do oceny
uczniowskich zasobéw na wejsciu, drugi istotny jest dla rozwoju poznawczego
dziecka — to przywolanie dotychczas istniejacych struktur umystowych rozwaza-
nego zagadnienia. Przypominajac i porzadkujac wszystko, co zostalo dotychczas
zgromadzone na dany temat, pozwalamy po pierwsze zorientowac si¢ nauczy-
cielom, od ktorego miejsca zaczynaja, a po drugie ma réwniez zwiazek z Pia-
getowskim rownowazeniem struktur poznawczych, ktére postrzegane jest jako
rozwoj intelektualny jednostki. Odkrywajac nowa wiedz¢ matematyczna, a taki
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cel przyjelismy, wskazujemy, jak mozemy polaczy¢ ja ze ,,starg”, rozbudowujac
lub reorganizujac wszystko, co wiedzielismy dotychczas.

Pytania kierowane do uczniéw powinny przekonywac, ze nauczyciel jest
zainteresowany zakresem ich wiedzy, ich przemysleniami zwigzanymi ze spo-
sobami porzadkowania i faczenia zagadnienia z innymi elementami wiedzy oraz
ich przeswiadczeniami o jej uzytecznosci. To w tej czesci lekcji jest miejsce na
pytania: Skqd to wiecie? Po czym rozpoznajecie? Jak myslicie, z czego to wy-
nika? Gdzie si¢ z tym spotkaliscie? Jak myslicie, po co wymyslono np. figury
geometryczne? i wiele innych. Kierowane do klasy pytania maja przede wszyst-
kim umozliwi¢ dzieciom spontaniczne dzielenie si¢ wiedzg bez z gory narzucone;j
formy wypowiedzi. Maja podkreslac, ze to, czego nauczyli si¢ do tej pory, jest
naprawde wazne. Swobodne odpowiedzi na pytania niejednokrotnie zawieraja
btedy i zdarza si¢, Ze nie maja zwigzku z zaplanowanym tematem zaje¢c. Jednak
nie korygujemy i nie wyjasniamy uczniowskich watpliwo$ci. Budujemy atmosfe-
r¢ tajemnicy, zagadki do odkrycia, bo to ona jak nic innego potrafi koncentrowac
uczniow na poszukiwaniu odpowiedzi. Proponuje, aby forma organizacja pracy
W tej czgsci lekcji byta praca z cata klasa, bowiem jest to moment na okreslenie
przestrzeni wspolnych poszukiwan. Oczywiscie luzng rozmowe wprowadzajaca
uczniéw w tematyke lekcji mozemy zastapi¢ zagadka czy gra dydaktyczng. Naj-
wazniejsze jest, aby skupi¢ uwage uczniow na tresci lekcji i przyblizy¢ obszar,
ktorym bedziemy si¢ zajmowac.

Drugi etap — Widze sens

Ten etap jest zwigzany z poprzednim, bo to wtasnie wprowadzenie poprzez
tajemnicg czy interesujaca zagadke do rozwigzania nadaje sens poszukiwaniom,
ukazuje potrzebe poszerzania wiedzy i niejednokrotnie jej uzytecznosci. Celowosc¢
podejmowanych dzialan zwigksza motywacje i zaangazowanie w to, co dzieje si¢
podczas lekcji. Ponadto jest zgodna z rosngcg potrzeba ,,widzenia sensu” przez
dzieci w tym, co robig i dokad prowadza podejmowane przez nich dziatania. Pro-
ponuje, aby w tym miejscu skorzystac z pytan kluczowych, ktore nie tylko ukazuja
szerszy kontekst rozwazanego problemu, ale takze angazuja uczniow w poszuki-
wanie odpowiedzi. Ukazanie celu lekcji w formie pytan, np.: Jak myslicie, czy krze-
setko zmiesci si¢ na kartce papieru? Co bedzie miato wigkszy obwod kwadrat czy
prostokqt, jesli wiemy, ze zbudowano je z tej samej ilosci identycznych kwadratow?
Po co ludzie wykorzystujq rozne jednostki diugosci? Po co nam linijka? Czy z tego,
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Ze cos jest wigksze, wynika, ze jest cigzsze?, wzbudza zainteresowanie i Kieruje uwa-
g¢ ucznidw na rozwigzanie problemu. Zadaniem tego krotkiego etapu lekeji jest
zmotywowanie uczniow do dziatania i skoncentrowanie na temacie zajgc.

Trzeci etap — Poprobuje i zobacze, jak to dziala

Ta cze$¢ lekeji trwa najdhuzej i jest organizowana w formie doswiadczen czy
tez eksperymentow uzupetnionych ukierunkowang na osiggnigcie celu obserwacja.
Uczniowie prowadzg zatem szkolne badania matematyczne. Czgs$¢€ ta jest niezwy-
kle istotna, poniewaz stanowi podstawe do formulowania przysztych wnioskow.
Konieczne jest, aby uczniowie w tej czesci lekcji pracowali w grupach i wspolnie
analizowali, planowali rozwigzania oraz dokonywali wyboru jednego z nich, a tak-
ze budowali pierwsze wnioski na podstawie uzyskanych wynikow. Jest to czas,
W ktorym uczniowie mogg podawacé w watpliwo$¢ dotychczas stosowane sposoby
I uzyskane dzigki nim wyniki, rozpatrywa¢ rozwigzania w réznych uktadach czy
wspolnie weryfikowac swoje pomysty. To w tym etapie poczatkowo kierujg sie
intuicjg, by nastgpnie przejs¢ do rozumowania indukcyjnego.

Jest to rowniez ten etap lekcji, w ktorym dzieci najczesciej napotykaja prze-
szkody utrudniajagce im kontynuacje¢ pracy, tzw. bycie w kropce lub martwym
punkcie. Takiej sytuacji w zaden sposob nie nalezy rozwaza¢ w kategoriach po-
razki ucznidow czy nauczyciela. Trudnosci przy tak wymagajacej formie aktywno-
$ci uczniow, jaka jest dostrzeganie regularnosci czy odkrywanie praw i wlasnosci,
zdaja si¢ by¢ oczywiste. W takiej sytuacji nauczyciel musi zadbaé, aby uczniowie
nie pozostawili zadania bez rozwigzania i w dalszym ciggu wytrwale go poszuki-
wali. Oczywiscie najwickszym btgdem, ktory moze popetnic¢ nauczyciel w takiej
sytuacji, jest podpowiedz, co uczniowie majg zrobi¢ dalej. Pamigtajmy, ze nawet
czedciowe rozwigzanie zadania przez nauczyciela odbiera uczniom satysfakcje
z samodzielnego odkrycia. Warto zatem zachg¢ca¢ uczniow, aby jeszcze raz prze-
analizowali droge, ktora doprowadzita ich do momentu ,,bycia w kropce”. Wazne
jest, aby w takiej sytuacji nauczyciel nie spieszyt z pomocg niosaca gotowe roz-
wigzanie. Jego podpowiedzi maja sugerowac rozwazenie innych mozliwosci. Ten
etap pracy na lekcji jest szczegolnie wymagajacy zarowno dla uczniow, jak i dla
nauczyciela. Kalinowska podaje, ze aby umozliwi¢ uczniom wczesnej edukacji
realizacj¢ badan matematycznych, nalezy spetni¢ dwa warunki. Pierwszy odnosi
sie do przygotowania klasopracowni, czyli zaprojektowania miejsca, w Ktorym
uczniowie beda przeprowadzali badania. Obejmuje on M.in. przygotowanie
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miejsc pracy oraz dostarczenie niezbednych pomocy dydaktycznych, wsrod

ktérych powinny si¢ znalezé:

— te, z ktorymi dziecko spotkato si¢ w zyciu codziennym (np. guziki, kasztany,
fasolki, nakretki),

— ustrukturyzowane pomoce dydaktyczne (np. kolorowe liczby, geoplany, klocki
Dienesa, plansze liczbowe, modele bryl, tangram)

— przedmioty niezb¢dne do doswiadczen zwigzanych z pomiarem (np. sznurki,
tasiemki, réznej pojemnosci naczynia, odwazniki),

— materialy samodzielnie przygotowane podczas innych zaje¢ (np. liczydta
sznurkowe, gry planszowe, dywaniki liczbowe, waga, model kata prostego),

— przybory szkolne (np. linijka, nozyczki, ekierka, klej, plastelina, kredki, ma-
zaki, farby, pedzle).

Drugi warunek odnosi si¢ do postawy nauczyciela i jego umiejgtnosci w za-
kresie stawiania pytan, podtrzymywania zaangazowania czy budowania atmosfery
badawczej. Postawa, 0 ktorej mowi Kalinowska, jest zgota odmienna od tej, z ktora
mozemy si¢ spotka¢ na lekcji realizowanej w podejsciu tradycyjnym, kiedy ucznio-
wie muszg uwaznie stucha¢ i wypetia¢ kolejne polecenia. Tu nauczyciel musi
by¢ gotowy na poczatkowy batagan na lekcji, gdy uczniowie przygotowuja si¢ do
pracy w grupach i organizujg si¢, przypisujac sobie role, zapoznajac z pomocami
dydaktycznymi czy wymieniajgc pierwszymi probami rozwigzania problemu. Ten
moment jest ,,glo$ny”, bo towarzysza mu silne emocje i dostrzegalne w catej klasie
petne zaangazowanie. Wskazywane trudnosci organizacyjne, ktore muszg pokonad
uczniowie, stajg si¢ dla nich z czasem zwyktymi zadaniami organizacyjnymi. Jed-
nak dopdki sie tego nie naucza, musimy liczy¢ si¢ z pozornym chaosem.

Kolejng zmiang w zakresie nauczycielskich postaw jest akceptacja
uczniowskich nieudanych préb i pomytek, ktére w zupetie naturalny sposob po-
jawiaja si¢ podczas odkrywania. Wazne jest, aby nauczyciel akceptowat uczniow-
skie pomysty i byt na nie gotowy nawet wowczas, gdyby dotyczyly innego niz
sformulowany przez niego problem. Takie pomysly podczas lekcji pojawiaja si¢
spontanicznie i nie nalezy ich traktowac¢ jako celowa uczniowska dezorganizacje
pracy. Ma to raczej zwigzek z nieograniczong dzieciecg ciekawos$cig poznawcza.
Wyrazenie zgody na dyskusje o prowadzonych doswiadczeniach czy akceptacja
nieosiggni¢cia przez niektoérych ucznidw przyjetego na poczatku lekeji celu nie
powinna zniechgca¢ nauczyciela do pracy ta metoda. Uczestnictwo w proce-
sie odkrywania i poszukiwanie rozwigzan jest istotniejsze poznawczo niz samo
otrzymanie wyniku (Kalinowska, 2016).



104 Kierowane odkrywanie matematyki we wczesnej edukacji

Ten etap lekcji zazwyczaj zajmuje najwigcej czasu i oceniam go jako zde-
cydowanie najtrudniejsze wyzwanie dydaktyczne, ktdremu musi sprosta¢ nauczy-
ciel juz na etapie planowania. Aby wlasciwie skonstruowac taka lekcje, nauczyciel
powinien sam podja¢ trud rozwigzania problemu, ktory zamierza postawi¢ w kla-
sie. Pozwoli mu to na okreslenie miejsc, w ktorych moga wystapi¢ trudnosci i na
namyst nad wartoSciowymi sposobami reakcji. Pamigtajac o tym, ze jest inicjatorem
procesu badawczego, musi planowa¢ swoje dziatania tak, aby umozliwi¢ uczniom
samodzielne odkrycie, czyli wyzby¢ si¢ nawyku zbyt pospiesznego udzielania pra-
widlowych odpowiedzi, stawiania pytan sugerujacych odpowiedz czy wskazywa-
nia gotowych, jedynych i akceptowanych przez siebie sposobow rozwigzan proble-
mow. Musi pamigtac, ze staje si¢ partnerem poznawczym dziecka, a nie skarbnicg
gotowych odpowiedzi, z ktorej uczen czerpie w dowolnym momencie lekcji.

Cato$¢ prac nad rozwigzaniem konczymy wypracowanym na podstawie
uzyskanych wynikéw wnioskiem, ktory zostanie zaprezentowany calej klasie.
To wlasnie umiejetnos¢ wnioskowania jest wazng cechg myslenia. Dzieci nawet
na poczatku nauki szkolnej przyjmuja za pewnik, ze to, co ustysza, jest praw-
da, szczegodlnie wtedy, gdy autorem stow jest osoba dorosta. Jednak stopniowe
wyodrebnianie si¢ wlasnych mysli na podstawie analizy i syntezy powoduje, ze
dzieci zaczynaja zastanawia¢ si¢ nad prawdziwos$cig ustyszanych wypowiedzi
i konfrontujg je z tym, co same zaobserwowaly, czy z wlasnymi przekonaniami
0 przedmiocie lub zjawisku. Rozwoj zdolno$ci wnioskowania na podstawie ak-
tywnosci wlasnej dziecka i rosnaca potrzeba uzyskania uzasadnienia nie tylko
wzmacniaja ciekawo$¢ poznawcza dziecka o otaczajacej go rzeczywistosci, ale
wywoluja takze pierwsze proby dowodzenia prawdziwosci poznawanych faktow.

Czwarty etap — Podziele si¢ swoimi odkryciami

W tej czesci lekeji grupy na forum klasy prezentuja swoje wyniki. Przedsta-
wione rezultaty zawsze musza by¢ poparte komentarzem, ktory uzasadnia przy-
jete rozwiazanie. W tej czesci lekcji zwracamy szczegdlng uwage na range pyta-
nie: Dlaczego tak jest? Konieczno$¢ uzasadniania wlasnego stanowiska pozwala
na wyeliminowanie tzw. pochopno$ci myslowej ucznia. Zjawisko to ujawnia si¢
podczas lekcji najczeSciej w dwdch sytuacjach. Z pierwsza mamy do czynienia,
gdy dziecko szybko, bez zastanowienia czy proby rozwigzania zadania, podaje od-
powiedz (tzw. strzelanie). Ttumaczy¢ mozemy to dziecigcg potrzeba dostrzezenia
I wyréznienia si¢ w grupie rowiesnikow czy checia szybkiej finalizacji obowiazku
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rozwiazania zadania bez dbalosci o poprawnos$¢ odpowiedzi, ktora zdaje si¢ nie
mie¢ dla dziecka w tym momencie zadnego znaczenia. Druga odnosi si¢ do ostat-
nich do$wiadczen dziecka, w odniesieniu do ktérych udziela ono odpowiedzi.
Gdy uczniowskie odpowiedzi okazujg si¢ niepoprawne, dziecko staje bezradne
I zawiedzione w obliczu faktu, Ze to nie dziata. Rozmowa nad rozwigzaniem ma
wspiera¢ dzieci, aby z rozwagg udzielaty odpowiedzi.

Zadaniem nauczyciela w tej czgsci zajeé jest zebranie wszystkich dziecig-
cych odkry¢ i wyeksponowanie ich np. poprzez zapisanie na tablicy czy w formie
plakatow wykonanych przez nich w grupach. Ograniczamy si¢ tylko do przyje-
cia rozwigzania, przygotowujac uczniow do kolejnej waznej czesci lekcji, czyli
wspolnej dyskusji nad rozwigzaniem. Uczniowie po zapoznaniu si¢ z rezultata-
mi wszystkich grup majg je przeanalizowaé i ponownie omowi¢ w zespotach,
w ktorych pracowali do tej pory. Dyskusja ma dotyczy¢ nie tylko uzyskanych
rezultatow, ale obejmowac rowniez watpliwosci co do zaprezentowanych rozwia-
zan 1 trudnosci pojawiajacych si¢ na drodze do odkrycia.

Glownym celem tej czgsci lekcji jest zwrocenie uwagi ucznidéw na po-
trzebe namyshu i rozwaznego okreslania wlasnego stanowiska w stosunku do
prezentowanych spostrzezen i przyjetych przez innych rozwigzan. Wiaze si¢ to
z konieczno$cia dokonania wyboru jednej sposrod zaprezentowanych na lekcji
propozycji i uczy dociekliwosci, radzenia sobie z informacjg, podejmowania
decyzji, budowania argumentacji na poparcie wlasnego stanowiska czy warto-
$ciowania wlasnych rozstrzygnie¢. Wskazane umiejetnosci s niezwykle istotne,
szczegblnie wtedy, gdy zalezy nam na ksztaltowaniu postaw badawczych w gru-
pie najmtodszych uczniow. Dla nauczyciela obserwujacego zmagania uczniow
jest to doskonata okazja do poszerzania swoich kompetencji w zakresie uczniow-
skich sposoboéw prowadzenia rozumowania oraz okreslenia poziomu rozumienia
uksztattowanych dotychczas pojg¢ matematycznych.

Piaty etap — Odkrylem nieznana mi dotad matematyke

Po dyskusji i wymianie uwag na forum klasy uczniowie wspolnie formutujg
wniosek z badan i buduja wlasna definicj¢ pojecia lub odkrytej wlasnie regular-
nos$ci matematycznej. Na tym etapie wazne jest, aby byto to wspolne stanowi-
sko wszystkich ucznidw, z tym ze to nie nauczyciel ma przekona¢ uczniow do
stuszno$ci wybranego rozwigzania. Caty sekret kryje si¢ w prowadzonej dysku-
sji. Nauczyciel przystuchuje sig, porzadkuje rozmowe, udzielajac glosu kolejnym
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uczniom, ale nie wolno mu ocenia¢ w kategoriach ,,dobra—zta” odpowiedz. Jed-
nym z narzedzi, ktore wspiera trudng role nauczyciela, jest opisywany w poprzed-
nim rozdziale kontrprzyktad. To wlasnie za jego pomoca korygujemy uczniowskie
wnioski. Zazwyczaj w przypadku blednych odpowiedzi podajemy przyktad, dla
ktorego uczniowskie spostrzezenie nie jest prawdziwe. Wspolne klasowe rozwa-
zania maja prowadzi¢ do odkrycia nowej dla uczniow wiedzy, ktérej poprawnosc
ma potwierdzi¢ nauczyciel. W tym miejscu nasuwa si¢ pytanie: Co w sytuacji, gdy
uczniowie nie uzyskajg poprawnego rozwigzania? Hipotetycznie mozemy przyjac
taka sytuacje. Wowczas jednak nalezatoby si¢ zastanowic, co byto istota lekcji i ja-
kie efekty uzyskalismy. Na tej podstawie budujemy kolejne zajecia, ktére poprzez
realizacje innych badan matematycznych, na podstawie innych do§wiadczen, two-
rzg przestrzen innego spojrzenia na interesujace nas zagadnienie. Przypomnijmy
za Fisherem, Ze matematyka traktowana jako zbiér gotowych narzgdzi do opano-
wania wskazuje na instrumentalne podejscie do edukacji matematycznej (Fisher,
1999), a nam zalezy na ksztatceniu, ktore pozwoli dostrzec, ze matematyka to spo-
sOb rozumowania i porzadkowania otaczajacej nas rzeczywistosci.

Waznym elementem tego etapu lekcji jest formutowanie rozwigzania, czy-
li ksztaltowanie umiejetnosci zaprezentowania wnioskow swojej pracy w formie
wypowiedzi lub zapisu. Zarowno w jednym, jak i w drugim przypadku nie spo-
dziewajmy si¢ od razu, ze jezyk, w ktorym uslyszymy odpowiedz, bedzie w catosci
odpowiadal temu funkcjonujacemu w matematyce, a zapis wykorzystywal sym-
bolike, ktorg postuguja sie matematycy. Ksztaltowanie umiejetnosci wypowia-
dania si¢ w dziedzinie matematyki nalezy do jednej z najwyzszych kompetencji
matematycznych i niestety ksztattuje si¢ bardzo dtugo. Nam zalezy na tym, aby
uczniowie stopniowo przechodzili od jezyka potocznego do formalnego, wpla-
tajac poznawane pojecia i uwzgledniajac strukturge wypowiedzi matematyczne;.

Ostatnim, ale réwnie waznym elementem tego etapu sg przekonania
uczniow o uzytecznosci nowo odkrytej wiedzy matematycznej. Te przekonania
obejmujg prze§wiadczenie o prawdziwosci wiedzy 1 poczucie rozumienia nowego
odkrycia, za czym ida koniecznos$¢ poszukiwania dla niej zastosowan i daznos¢
do zwigkszania wlasnych zasobow intelektualnych.

Szésty etap — Sprawdze, jak to dziala w innych sytuacjach

Kazde nowe odkrycie, chociazby tylko wywiedzione z uczniowskich ba-
dan i oparte na ich wtasnych do§wiadczenia, musi znalez¢ swoje zastosowanie.
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Zadaniem uczniow w tej czesei lekceji jest wspolny namyst nad mozliwosciami
wykorzystania nowej wiedzy. To wtasnie ten etap uznaj¢ za zwienczenie catego
proces odkrywania. Jesli go pomijamy, gubimy sens podejmowania wszelkiej
aktywnosci. W edukacji wczesnoszkolnej wskazanie zastosowan matematy-
ki nie przysparza duzych trudnos$ci i nie musimy si¢ obawia¢, ze takowe si¢
nie znajda. Jednak chcac by¢ przygotowanym na kazdg ewentualno$¢, warto
na etapie planowania i organizowania lekcji opracowa¢ kilka zadan lub sytua-
cji zadaniowych, w ktérych uczniowie rzeczywiscie znajda zastosowanie dla
wiasnych odkry¢. Jest to rowniez okazja do sprawdzenia, czy wszyscy ucznio-
wie rozumiejg nowe odkrycie. Warto zatem zorganizowaé prac¢ uczniow nad
rozwigzaniem zadania w formie indywidualnej. Bedzie to dobry moment, aby
sprawdzi¢, ktore dziecko wymaga jeszcze pomocy, a ktore w petni zrozumiato
nowa wiedze.

Zaproponowany tok lekcji przypomina etapy postgpowania badawcze-
go i W kontekscie edukacji matematycznej uczniow klas I-1I1 szkot podsta-
wowych moze by¢ tak traktowany. Daje uczniom mozliwo$¢ samodzielnego
odkrywania wiedzy ,,poprzez postuzenie si¢ umystem” (Bruner, 1978, s. 662),
a to przeciez jest sednem uczenia si¢ (Mayer, 2004; Prince, Felder, 2006)- Jak
nietrudno dostrzec, uczniowie, podejmujac probe rozwigzania problemu, staja
si¢ tworczymi myslicielami, poszukiwaczami rozwigzan, uczestnikami dysku-
sji, krytykami wilasnych i cudzych pomystow. To podczas takich lekcji roz-
mawiajg o tym, co dostrzegli, co wedtug nich przemawia za tym, a nie innym
rozwigzaniem, ksztattujac przy tym jezyk wypowiedzi, forme zapisu rozwigza-
nia czy potrzebe rozwazenia wszystkich mozliwych przypadkoéw rozwigzania.
Uczniowska prac¢ na lekcji zorganizowana w taki sposéb mozemy niewatpli-
wie okresli¢ jako pobudzajgca do tworczego myslenia matematycznego. To
wlasnie manipulacje na obiektach rzeczywistych ujawniaja luke i pobudzaja
do wyczucia pozornie ukrytych regularnosci. Ich artykulacja stowna, fizycz-
na, rysunkowa czy symboliczna prowadzi do formutowania uogoélnien, ktore
w dalszym ciggu moga by¢ weryfikowane przez manipulacje, jednak na gieb-
szym poziomie zlozonosci (Mason, Burton, Stacey, 2005, s. 151-154). Hastem
przewodnim lekcji realizowanych metoda nauczania skierowanego na odkry-
wanie matematyki mozemy uczyni¢ stowa Roberta Kaplana®: ,,Zapytaj mnie
i Ja odkryj¢” (ang. Ask me! & I Discover).

9 Robert Kaplan — profesor i wyktadowca Harvard University, wspottworca program ,,The Math Circle”.
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Czytelnikowi analizujacemu zaprezentowana konstrukcje lekcji zapewne
narzuca si¢ jedna bardzo istotna uwaga dotyczaca rozwazanego modelu lekcji.
Do tej pory na stronach niniejszego opracowania odwotywatam si¢ do konstrukty-
wistycznego podejscia do nauczania matematyki. Jednak, jak wiemy, postawie-
nie samego problemu, niewazne, jak silnie angazujacego ucznia w rozwigzanie,
moze okaza¢ si¢ niewystarczajgce. Nawet dla wprawnego badacza zagadnien
matematycznych istniejag momenty, w ktorych nie wie, co dalej. Pojawianie si¢
tzw. martwego pola w poszukiwaniach moze by¢ zwigzane z wieloma czynni-
kami. Moze to by¢ zbyt silne emocjonalne zaangazowanie, ktore nie pozwala
na uwolnienie umyshu i spojrzenie na cato$¢ z innej perspektywy. Moga to by¢
réwniez niewystarczajace zasoby wiedzy badacza, trudnosci w budowaniu i pla-
nowaniu strategii rozwigzania, chaotyczno$¢ postepowania i wiele innych. Stad
tez pomyst na opisang powyzej konstrukcje zajec, ktora — mimo ze koncentruje
si¢ na aktywno$ci wilasnej ucznia i czyni go odpowiedzialnym za budowanie
whasnych struktur umystowych — wymaga wsparcia poprzez wilasciwie zapla-
nowang lekcje uwzgledniajacg interwencj¢ nauczyciela w trudnych dla uczniow
momentach. MySle, ze zaproponowane podejscie tgczy w sobie uczniowskie
uczenie si¢ poprzez odkrywanie z uczeniem si¢ opartym na instrukcjach.

Model oparty na instrukcjach taczy w sobie dwa rézne podejscia do
zdobywania wiedzy — poprzez transmisj¢ oraz konstruowanie (Godino i in.,
2015). Z jednej strony taczy gtdéwny cel badania, czyli rozwigzywanie proble-
mu (Schoenfeld, 1992), elementy teorii sytuacji dydaktycznych poprzez dobie-
ranie sytuacji problemowych majacych na celu optymalizacj¢ adaptacyjnego
wymiaru uczenia si¢ i autonomii uczniow (Brousseau, 2002) z realistycznym
nauczaniem matematyki, ktorego jedna z kluczowych zasad jest umozliwienie
uczniom ponownego wynalezienia matematyki (Freudenthal, 1991). Z drugiej
za$ wskazuje na interwencj¢ nauczyciela w dzialania ucznidéw poprzez kons-
truowanie instrukcji i wsparcie w momentach krytycznych, a to wpisuje si¢
w model oparty na transmisji wiedzy, bo do takiej dochodzi w przytoczonej
sytuacji (Godino i in., 2015). Jest to jednak tylko element, ktoérego zadaniem jest
ukierunkowanie, nie za$ przekazanie informacji do przyswojenia, co czyni go
zgota odmiennym podejsciem od tradycyjnego nauczania. Pewne kompromisy,
na ktore jesteSmy narazeni podczas konstruowania lekcji w modelu nauczania
skierowanego na odkrywanie, zdaja si¢ by¢ niezbedne szczegdlnie na pierw-
szym etapie edukacyjnym, kiedy nieznajomos¢ droég poszukiwania rozwigzan
moze zawazy¢ na catym przedsiewzigciu.
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3.3. Mozliwosci edukacyjne i trudno$ci organizacyjne nauczania
skierowanego na odkrywanie

Tematyka zwigzang z uczeniem si¢ poprzez odkrywanie zajmowato si¢ wielu
badaczy, a sformutowane na podstawie badan empirycznych wnioski podkreslaja
stuszno$¢ stosowania proponowanej metody w pracy z uczniami. To wtasnie umie-
jetnos¢ samodzielnego dostrzegania i odkrywania regularnosci uznano za jedna
z wiodgcych kompetencji matematycznych (Goralski, 2013) oraz wskazano na po-
mijanie jej ksztaltowania w praktyce edukacyjnej (Dgbrowski, 2013; Dylak, 2013;
Gruszezyk-Kolczynska, 2006; Kalinowska, 2010b; Klus-Stanska, Nowicka, 2013).
Do najbardziej znaczacych w kontekscie wspierania rozwoju uczniéow zaliczam sa-
modzielne dochodzenie do wiedzy, mozliwos¢ analizy wielu drog prowadzacych do
rozwigzania oraz ksztattowanie umiejetnosci uczenia si¢ uczniow. Warto podkreslic,
ze nauczanie skierowane na odkrywanie ma wiele cech wspolnych z obecnie funk-
cjonujacymi koncepcjami edukacji matematycznej — przede wszystkim opiera si¢
na wezesnych do§wiadczeniach matematycznych dziecka (Gruszezyk-Kolczynska,
2008), wspiera umiejetnos¢ samodzielnego konstruowania poje¢ (Klus-Stanska,
2000) oraz rozwija gotowos¢ do inicjowania i modyfikowania réznych sposoboéw
dziatania (Dixon 2005; Kapur, Toh, 2013; Mason, Burton, Stacey 2005).

Wsrod zalet poznawania matematyki na drodze odkrywania mozemy
ponadto wyr6zni¢ wzrost atrakcyjnosci zaje¢ szkolnych, ktory przetozy si¢ na
wzrost dziecigcego zaangazowania si¢ w to, co dzieje si¢ na lekcji (Carroll, Be-
man, 2015). Owej atrakcyjnosci doszukamy si¢ w wykonywaniu do$wiadczen,
manipulowaniu obiektami, rysowaniu, wycinaniu, konstruowaniu, a takze w roz-
mowach o0 pomystach na rozwigzanie. Zmienia si¢ rowniez rola, jaka uczen od-
grywa w procesie ksztalcenia. Z tkwigcego w tawce biernego shuchacza uczen ma
szanse stac si¢ narratorem zaje¢, biorgc czynny udziat w organizowaniu przestrze-
ni edukacyjnej. Aktywne dziatanie towarzyszace uczeniu si¢ poprzez odkrywanie
ma szans¢ wzmocni¢ uczniowskie poczucie wlasnej skutecznosci, koniecznosci
wlasciwej organizacji informacji, planowania rozwigzania, a przede wszystkim
weryfikacji uzyskanych rezultatow. Ksztaltujaca si¢ zdolnos¢ do przeksztatcania
i weryfikowania informacji wspiera umiejetno$¢ przyjmowania réznych rozwig-
zan, obejmujacych czesto skrajne podejscia do sytuacji zadaniowej, co przektada
si¢ na rozwoj umiejetnos$¢ krytycznego myslenia (Lockhart, 2009). Wazng kwe-
stig z punktu widzenia trwatos$ci wiedzy jest pamig¢. Odkrywanie, ktéremu za-
wsze towarzysza silne emocje, pozostawia trwaty $lad w pamigci i utatwia dostep



110 Kierowane odkrywanie matematyki we wczesnej edukacji

do przechowywanych tam informacji (Svinicki, 1998; Westwood, 2008). Czesta
reorganizacja tych informacji powoduje, ze stajg si¢ materiatem stale aktualnym.
Ponadto dokonywanie odkry¢ podczas uczenia si¢ powoduje, ze uczacy podcho-
dzi konstrukcyjnie do rozwigzywania probleméw (Bruner, 1978), a konstruowanie
srodowiska, w ktorym uczniom stwarza si¢ mozliwos¢ do wytwarzania i rozwija-
nia pomystéw, a takze do korygowania zle zbudowanych koncepcji, wyzwala ich
samodzielno$¢ w zakresie tworzenia bardziej ekonomicznych strategii rozwigza-
nia probleméw (Boaler, 2016; Gopnik, Meltzoff, Kuhl, 2004; Lu, Bridges, Hmelo-
-Silver, 2014). Celowo skonstruowane sytuacje problemowe stajg si¢ wyzwaniem
edukacyjnym z dominacja takich aktywnos$ci matematycznych, jak dostrzeganie
prawidlowosci, porownywanie, dostrzeganie regularnosci i powigzan, organi-
zacja i reorganizacja dotychczas zgromadzonych informacji czy wnioskowanie
I formutowanie przypuszczen (hipotez) (Maarif, 2016; Yurniwati, Hanum, 2017).

Waznym aspektem tej metody jest to, ze w trakcie pracy uczniowie maja
mozliwos¢ przedyskutowania w grupie swoich spostrzezen, co znaczaco od-
dziatuje na rozwoj jezyka matematycznego. Wzbogacanie wypowiedzi o kolej-
ne pojecia matematyczne i umiejetno$¢ opisu nastgpujacych po sobie operacji
matematycznych wykonywanych podczas rozwigzywania poglebia rozumienie
matematyki (Maarif, 2016). Waznym aspektem dyskusji nad rozwigzaniem jest
roOwniez rozwijanie umiejetnosci oceny wiasnych dziatan, porownywanie efek-
tow pracy czy poszukiwanie innych mozliwych rozwigzan przedtozonej sytuacji
zadaniowej. Tak wtasnie ksztattuje si¢ postawa refleksyjnego odkrywcy matema-
tyki, w ktorej to dyskusja na argumenty wyrabia nawyk sprawdzania przyjetej
strategii rozwigzania oraz uzyskanego wyniku z warunkami zadania. Kolejnym
walorem proponowanej metody jest ksztaltowanie umiejetnosci zapisu rozwigza-
nia, analizy tre$ci zadania z uwzglednieniem nie tylko jego czgsci sktadowych, ale
i zalezno$ci wystgpujacych miedzy nimi, porzadkowanie informacji oraz wybor
odpowiedniego modelu matematycznego.

Punktem startu do nowej wiedzy w metodzie nauczania skierowanego na
odkrywanie matematyki sa dotychczasowe doswiadczenia dziecka i jego wiedza.
To od tych zasobow zalezy, jak poprowadzimy odkrycie i jakich rezultatow moze-
my si¢ spodziewac. Projektujac przyszte dziatania dziecka, musimy to uwzgled-
ni¢, gdyz uczenie si¢ matematyki w taki wtasnie sposob koncentruje si¢ na roz-
budowywaniu dotychczasowych zasobow dziecka, rozwijaniu matematycznych
umiejetnosci ztozonych, wzbogacaniu jezyka matematycznego (w kierunku od
jezyka potocznego do formalnego) oraz ukazywaniu matematyki jako dziedziny
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spojnej, hierarchicznie uporzadkowanej i funkcjonalnej. Wiedza wtasna dziecka,
bedaca podstawg nowego odkrycia, nie tylko taczy w catos¢ to, co byto z tym,
co wiasnie dostrzezono, ale przede wszystkim ukazuje uzyteczno$¢ dotychczaso-
wych wysitkow dziecka, wspiera jego aktywnos$¢ oraz wzmacnia poczucie spraw-
stwa (Liljedahl, 2005). Wazna cechg proponowanego rozwigzania jest rozwoj
swiadomosci funkcjonowania nauki i pozytywnego nastawienia do jej osiggni¢é
(Shymansky, Kyle, Alport, 1983). Wiele korzysci niesie z soba towarzyszaca od-
krywaniu narracja. To za jej pomocg budujemy tto poznawcze, ktore znaczaco
wplywa na caloéciowe postrzeganie matematyki oraz taczy jej tresci z Sytuacja-
mi z zycia codziennego, wskazujac przy tym jej uzytecznosci. Niepodwazalnym
argumentem przemawiajacym za stosowaniem proponowanego rozwigzania jest
wzrost osiagnie¢ w nauce (Moore, 2005; Amiyani, Widjajanti, 2018), lepsze ro-
zumienie poj¢¢ matematycznych (Maarif, 2016), rozwijanie wyzszych poziomow
myslenia poznawczego (Yuliani, Saragih, 2015; Amiyani, Widjajanti, 2018) oraz
wzrost w zakresie samoregulacji uczenia si¢ (Fauzi, Widjajanti, 2018). Konkludu-
jac — nauczanie skierowane na odkrywanie matematyki uznano za skuteczniejsze
od nauczania skupionego na transmisji wiedzy i uznano jego walory w rozwijaniu
zdolnoéci matematycznych uczniow (Sahara i in. 2018).

Nie tylko w konteksécie matematyki doszukamy si¢ pozytywnych oddziaty-
wan proponowanej metody. Forma organizacyjna takich lekcji uczy wspotpracy
i dostrzegania korzysci ptynacych z pracy zespotowej nad rozwigzaniem (efekt sy-
nergii). Dzieci maja mozliwos$¢ uczenia si¢ od siebie nawzajem, a takze szacunku
do 0s6b majacych inne zdanie. Dyskusja o proponowanych rozwigzaniach oddala
poczucie bycia ocenianym i kieruje uwage na oceng zaproponowanego rozwigza-
nia. Uczniowie maja szans¢ wykazaé si¢ swojg pomystowoscia, sg tworczy pod-
czas projektowania rozwigzan, a przede wszystkim chetnie podejmujg wyzwania.
Czesto w praktyce szkolnej mozemy ustyszeé: Nie pamietam, jak to rozwigzaé lub
obserwowac catkowitg uczniowska kapitulacje. Wyzwolenie w dzieciach prze-
konania, ze moga poszukiwac rozwigzan poprzez probe odtworzenia drogi pro-
wadzacej do odkrycia, postrzegam w kategoriach sukcesu. Nabieranie $miatosci
oraz podejmowanie wyzwan intelektualnych na miar¢ uczniowskich mozliwosci
poznawczych przektada si¢ rOwniez na inne dziedziny wiedzy, w ktorych dostrze-
ganie pewnych zalezno$ci migdzy obiektami lub zjawiskami czy formutowanie
regut i praw ma rownie istotne znaczenie co w matematyce. Inaczej tez postrzega
si¢ btedy pojawiajace si¢ na drodze odkrywania wiedzy. Pracujac proponowanag
metoda, znacznie zwigkszamy $wiadomo$¢ uczniow, ze btedy moga si¢ pojawiac
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I sg rzecza zupelie naturalng w trakcie uczenia si¢. Co wiecej, pozwalajg do-
strzec sytuacje, w ktorych dane prawo czy reguta nie dziataja i rozwazy¢ z innej
perspektywy warunki funkcjonowania nowej wiedzy. Warto pamigta¢ stowa Bru-
nera: ,,Jm bardziej dziecko potrafi traktowac uczenie si¢ jako odkrywanie czegos,
a nie jako uczenie si¢ o czyms, tym silniej wystgpi u niego tendencja do uczenia
sie na zasadzie autonomicznego samonagradzania, a jeszcze lepiej — na zasadzie
nagrody, jakg stanowi samo odkrycie” (Bruner, 1978, s. 679).

Jednak medal ma dwie strony i skoro wskazano zalety omawianego rozwia-
zania dydaktycznego, to zapewne mozemy okresli¢ jego wady. Jedng z najwiek-
szych wad jest czasochtonnos$¢ pracy nauczyciela. Wykorzystywanie tej metody
w praktyce edukacyjnej wigze si¢ z pewnymi dziataniami, ktore wykonujemy poza
salg lekcyjna. Nauczyciel, aby dobrze przygotowacé lekcje, wsrod czynnos$ci orga-
nizacyjnych musi uwzgledni¢ kilka etapow. Pierwszy wiaze si¢ z wyborem tresci
matematycznych przeznaczonych do odkrycia, drugi ze szczegdtowym zaplano-
waniem kolejnych aktywnosci uczniéow i przygotowaniem pomocy dydaktycz-
nych, a ostatni z weryfikacjg uczniowskich spostrzezen i ukazaniem uzytecznosci
nowej wiedzy. Takie przygotowanie w poréwnaniu z czasem poswigconym na
przygotowanie zaje¢ opartych na realizacji podrgcznika jest stanowczo bardziej
czasochtonne. Ponadto zapewnienie uczniom wiasciwej Sciezki prowadzacej do
odkrycia nowej wiedzy nie jest prostym zadaniem. Przeprowadzone w grupie 184
studentéw pedagogiki wczesnoszkolnej i przedszkolnej badania autorskie™ uka-
zuja, ze omawianej metody nie mozemy okre$li¢ mianem intuicyjnej z dwoch po-
wodow. Pierwszy z nich wskazuje na szkolne doswiadczenia studentéw. Okazuje
sie, ze wsrdd nich nikt nie pracowat tg metoda podczas swoich lekcji matematyki.
Drugi wskazuje na automatyzacj¢ matematycznych czynnosci ztozonych i brak
umiejetnoscei rozktadania ich na czynno$ci proste. Nie wiem, czy podstawg tej
trudnosci jest mechaniczne wypracowanie pewnych umiej¢tnosci matematycz-
nych, czy brak umiejetnosci powrotu do podstaw wlasnej wiedzy. Jest to cickawe
zagadnienie, ktore wymaga poglebionych badan. Na problem osobistych doswiad-
czen nauczycieli zwraca uwage rowniez Westwood. Jego zdaniem nie osiggniemy
zamierzonych efektow zanurzeni w edukacji opartej na transmisji wiedzy i aktu-
alnych doswiadczeniach spolecznych, rozwigzaniem moze by¢ jedynie zmiana
myslenia o edukacji i zwrdcenie si¢ w Kierunku edukacji tworczej, ktora uwalnia
umysty uczniéw i prowokuje do wlasnych poszukiwan (Westwood, 2008).

10 Materiat przygotowywany do publikacji.
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Nauczanie matematyki skierowane na jej odkrywanie mozemy okresli¢

mianem metody 0 wysokich wymaganiach dydaktycznych, a wérod wyzwan, kto-

rym musi sprosta¢ nauczyciel, mozna wymienic:

koniecznos$¢ dokonywania analizy teoretycznej zagadnien matematycznych i do-
bieranie na jej podstawie zadan do realizacji przy jednoczesnej dbatosci o to, aby
zaproponowane zadania byty dostosowane do mozliwos$ci poznawczych dziecka
i tworzyty cigg czynnosci prowadzacych do odkrycia nowej wiedzy,
gotowos¢ przyjmowania postawy badawczej nie tylko po to, aby zaplanowaé
kolejne etapy pracy uczniow, ale takze po to, by obserwowac ich konstrukty
myslowe i t0, W jaki sposdb powstaja,
utrzymanie elastycznos$ci niezbednej do wprowadzania modyfikacji w trak-
cie lekcji (nie wszystko da si¢ zaplanowac i przewidzie¢, gdy uczniowie pra-
cuja badawczo),
konieczno$¢ utrzymania rdwnowagi pomiedzy udzielanymi wskazowkami
a zachowaniem niezalezno$ci uczniéw; wigze sie to z oceng sytuacji, w ktorej
interwencja jest potrzebna — zbyt pospieszne udzielanie przez nauczyciela
wskazéwek i narzucanie poprawnego rozwigzania zniweczy caty wysitek wto-
zony w przygotowywanie zajec¢, a na pewno nie pomoze uczniom samodziel-
nie doj$¢ do wiedzy,
gotowo$¢ akceptowania btedow uczniowskich i wykorzystywanie ich jako
przyczynku do dyskusji prowadzacej do poglebiania rozumienia omawiane-
go zagadnienia,
akceptacje wielokierunkowego porozumiewania si¢ podczas zaje¢é, kiedy wy-
miana informacji migdzy wszystkimi uczestnikami zajec¢ jest konieczna do
wymiany spostrzezen, formutowania wnioskéw czy dyskusji popartej argu-
mentami; ten nietatwy sposob porozumiewania si¢ podczas lekcji uznany jest
za najkorzystniejsza form¢ komunikacji (Wtodarski, 1993, s. 425),
umiejetno$¢ budowania nowej wiedzy na dotychczasowych osiagnigciach
uczniow,
przezwyci¢zenie postrzegania procesu szkolnego przez pryzmat wlasnych do-
swiadczen szkolnych opartych na tradycyjnym podej$ciu do nauczania i wyni-
kajacej z niego potrzeby ,,ttumaczenia” matematyki uczniom.

Kolejny zarzut stawiany uczeniu przez odkrywanie, z ktérym spotkatam

si¢ podczas rozmow z nauczycielami edukacji wezesnoszkolnej, dotyczyt cza-

su trwania zaje¢. Zdaniem nauczycieli na takg metode po prostu nie ma czasu,

gdyz nalezy ¢wiczy¢ sprawnosci i umiejetnosci zaplanowane do opanowania na
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danym etapie edukacyjnym. Jednak za odkrywaniem przemawia fakt, ze nowa
wiedze poprzedza jej rozumienie, a to skutkuje zmniejszeniem czasu, ktdry trzeba
przeznaczyé na dochodzenie do bieglosci w postugiwaniu sie nig. Swiadome i ro-
zumne zdobywanie wiedzy jest warunkiem jej trwatosci, Na pytanie, czy warto
poswigcac czas na odkrywanie tego, co zostalo wczesniej odkryte przez innych,
z cala odpowiedzialnoscig odpowiadam, ze warto. Nie dotartam do badan, ktore
wskazywatyby na negatywne oddziatywania proponowanego rozwigzania dydak-
tycznego w sferze poznawczej, emocjonalno-wolicjonalnej, fizyczno-motorycz-
nej i spotecznej ucznidow.

3.4. Przyklady zaje¢ matematycznych wraz z komentarzem

Ponizej podano przyktady lekcji, ktore mozemy przeprowadzi¢ we wczes-
nej edukacji. Dobdr ich nie byl przypadkowy. Zalezalo mi, aby wsrod nich zna-
lazty si¢ lekcje, na ktorych uczniowie poszukujg i budujg algorytmy (dodawanie
liczb dwucyfrowych w zakresie 100 z przekroczeniem progu dziesigtkowego),
poszukuja wlasnos$ci matematycznych (tagcznos¢ i przemienno$¢ dodawania) oraz
takie, ktore odpowiadajg na uczniowskie pytania pojawiajace si¢ w trakcie na-
uki (Skqd wziely sie liczby? Skqd sie wzieta podziatka na linijce?), czy wreszcie
nawigzujace do zadan optymalizacyjnych z matematyki, ktorych rozwigzywanie
przysparza uczniom w klasach starszych wielu trudnos$ci. Przedstawione propo-
zycje nie sa gotowymi konspektami. Sa to opisy, ktore oczywiscie mozna modyfi-
kowa¢ wedlug potrzeb nauczyciela. Najwazniejsze jest jednak, aby pisany na ich
podstawie konspekt oddawat istote proponowanego rozwigzania.

W opisywanych przyktadach niektére pomoce dydaktyczne mozna przygo-
towa¢ samodzielnie lub wspdlnie z uczniami. Ten drugi sposob jest wartosciow-
szym rozwigzaniem, bo sprawdza si¢ w sytuacjach, gdy uczniowie, samodziel-
nie rozwigzujac zadania, positkuja si¢ ta umiejetnoscia. Warto pamietaé, ze choc¢
dostrzeganie otaczajacych ksztattow oraz manipulowanie obiektami sg podstawa
ksztaltowania poj¢¢ czy dostrzegania regularnosci i blgdem bytoby wyeliminowa-
nie ich z lekcji, to usilne dobieranie ¢wiczen na konkretach w zaden sposob nie
przyspieszy osiggniecia postawionego na wstepie celu. Co wigcej, moze przyczy-
ni¢ si¢ do zmniejszenia atrakcyjnosci lekcji. Przygotowujac zajecia i dobierajac
pomoce dydaktyczne, zadbajmy, aby nie odwracaly uwagi uczniow od tresci za-
je¢. Warto pamigtac, ze uczniowie potrzebuja wyzwan, zagadek oraz tajemnic do
odkrycia, a nie zabawek.
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1. Czy potrzebna jest nam wspolna miara?

Komentarz

Dzi$ postugujemy si¢ jedna miarg i nie budzi to naszych watpliwosci.
Uwazamy, ze takie rozwigzanie nie tylko pozwala sprawiedliwie, ale i doktadnie
odmierzy¢ wymagang dtugos¢ bez wzgledu na to, w ktorej czesci naszego globu
si¢ znajdujemy. Wzorce podstawowych jednostek zatwierdzone i przechowy-
wane przez Miedzynarodowe Biuro Miar i Wag pozwalaja na kontrolowanie
tych, ktorymi postugujemy si¢ na co dzien. Jest to dla nas zupehie naturalne, ze
linijka z Japonii, Nowej Zelandii, Kolumbii i Polski mierzy tak samo. Nie jest to
jednak tak oczywiste dla dzieci. Jednym z zabiegow dydaktycznych wyjasniajg-
cych t¢ kwestie jest opowies¢ o tym, jak mierzono dawniej i dzi$ oraz dlaczego
teraz postugujemy si¢ linijka. Proponowane przeze mnie rozwigzanie umozli-
wia organizacje¢ lekcji, na ktorej uczniowie sami poczuja potrzebe stosowania
wspdlnej miary, a przy tym beda wielokrotnie dokonywali pomiarow réznych
obiektow i poroéwnywali swoje rezultaty. Celem zajec¢ jest ksztattowanie umie-
jetnosci dokonywania pomiaréw oraz uswiadomienie potrzeby postugiwania si¢
wspolng miarg.

Pomoce dydaktyczne:
— paski papieru i sznurki, za pomocg ktorych dzieci beda dokonywaty pomiaru
(zestawy dla zespotéw powinny zawiera¢ paski i sznurki roznej dtugosci).

Miejsce zajec:
— moze to by¢ boisko szkolne, park, sala gimnastyczna lub sala lekcyjna.

Pierwszy etap — Co juz wiem?

Te czes¢ lekeji rozpoczynamy swobodng rozmowg na temat pomiardéw diu-
gosci roznych obiektow. Warto spyta¢ dzieci, czy dokonywaty pomiaréw, w ja-
kich sytuacjach, czy sprawito im to trudnosc. Nastepnie prosimy, aby wymienity
znane im przyrzady do mierzenia dlugosci i sprobowaly opisa¢ ich wyglad. Po
przywotaniu wszystkich znanych dzieciom informacji na temat dokonywania po-
miaru oraz wykorzystanych do tego przyrzadow warto zapytaé o to, jak dokonac
pomiaru, jesli nie mamy linijki.
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Drugi etap — Widze sens

W rozmowie z dzie¢mi pozyskamy pewnie wiele podpowiedzi i pomystéw na
to, jak dokona¢ pomiaru bez uzycia specjalnie do tego przygotowanej miary. Wpro-
wadzajac ucznidow w temat zaj¢é, przedstawiam sytuacje, w ktorej ,,zapodziata” sie
miara, a wymiary musza by¢ podane. Jak zatem dokona¢ pomiaru bez uzycia linijki?

Trzeci etap — Poprobuje i zobacze, jak to dziala

W niniejszej propozycji przyjmijmy, ze zajecia dla dzieci bedg si¢ odby-
waly na boisku szkolnym. Po wymianie pomystéw na to, w jaki sposob zmierzy¢
boisko szkolne, proponujemy, aby uczniowie podzielili si¢ na dwa zespoty. Wta-
$nie w takich zespotach dzieci beda dokonywaly pomiarow — najpierw dtugosci,
a pdzniej szerokosci boiska szkolnego. Staramy si¢ tak organizowac zajgcia, aby
kazde z dzieci moglo czynnie uczestniczy¢ w mierzeniu. Wyniki uzyskane przez
zespoly nauczyciel notuje w specjalnie przygotowanej tabeli. Dzieci mierza na
poczatku krokami dlugos$¢ boiska w jedng i druga strong, kazdy zespot na prze-
ciwlegtym boku. Wazne jest, aby dopilnowaé, by za kazdym razem inne dziecko
dokonywato pomiaru. To samo powtarzamy dla szeroko$ci. Po pomiarach kro-
kami prosimy, aby dzieci dokonaly pomiaru specjalnie przygotowanymi przez
nauczyciela paskami, a nastgpnie sznurkami. Po kazdym pomiarze glosno od-
czytujemy uzyskane w grupach wyniki. W trakcie czeSci praktycznej tych zajec
pojawia si¢ watpliwosci, ktore podtrzymujemy pytaniem: Ktora z grup poprawnie
dokonata pomiaru? W tej czgsci lekeji zalezy nam na wybrzmieniu spostrzezenia,
Ze rozne pomiary sg wynikiem stosowania roznej miary.

Czwarty etap — Podziele si¢ swoimi odkryciami

Po wymianie spostrzezen nalezy przej$¢ do poréwnania paskow i sznur-
kow, ktorymi dzieci dokonywaty pomiaréw. To wiasnie w wyniku ich porowna-
nia uczniowie uzyskaja potwierdzenie wlasnych przypuszczen. Jednak to nie od
nauczyciela powinna wyj$¢ propozycja poréwnania narzedzi pomiaru. Zadaniem
nauczyciela jest pokierowanie w taki sposob dyskusja, aby ten pomyst wyszedt od
uczniow. Na etapie przygotowywania narzedzi pomiaru, czyli paskow i sznurkow,
musimy zadbaé, aby roznica ich dtugosci nie byta na tyle duza, zeby jeszcze przed
rozpoczeciem dziatan zostalo to dostrzezone.
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Piaty etap — Odkrylem nieznana mi dotad matematyke

Ten etap lekcji jest ustaleniem wspdlnego stanowiska, czyli sformutowa-
niem wniosku, ze dokonywanie porownywalnych pomiaréw wigze si¢ z uzyciem
wspdlnej miary.

Szésty etap — Sprawdze, jak to dziala

Na koniec prosimy uczniow, aby zastanowili si¢, jakie nieporozumienia
I W jakich sytuacjach moga si¢ zdarzy¢, gdy postugujemy si¢ r6zng miara. Roz-
mowa 0 przyktadach podanych przez dzieci konczy lekcje.

Uwagi

Oczywiscie w sytuacji, gdy wyjscie na boisko szkolne, do parku, czy szkol-
ny plac zabaw jest utrudnione, lekcj¢ mozemy przeprowadzi¢ w niewielkich gru-
pach w klasie, a uczniowie mogg mierzy¢ ten sam obiekt za pomocg paskoéw roz-
nej dtugosci.

2. Skad wziely sie podzialki na linijce szkolnej?

Komentarz

Dziecigca ciekawo$¢ poznawcza to wielka sita, ktdrg nalezy uwzgledniaé, or-
ganizujac zajecia. Jedno z pytan, ktorym zaskoczyly mnie dzieci, dotyczyto odcinka
jednostkowego na linijce szkolnej. Zapytano mnie, dlaczego ten odcinek jest aku-
rat takiej, a nie innej dtugosci. Wyjasnienia, ktorymi zasypatam ucznia, nie zostaty
przyjete z wielkim entuzjazmem. Zaczetam si¢ zastanawiac¢, w jaki sposob przeko-
na¢ dzieci, ze kto$ kiedy$ dokonat takiego wyboru (bo wyjasnienia o jednej miliardo-
wej dlugosci mierzonej od rownika do bieguna wzdtuz potudnika przechodzacego
przez Paryz zdawaty si¢ na tym etapie niewystarczajace). Zrodzit si¢ problem po-
twierdzenia wyboru dlugosci odcinka jednostkowego na linijce. Pomyst na dziecig-
ce badania potwierdzajgce uzasadniony wybor dtugosci jednostki na linijce szkolnej
zostal zaczerpniety z poradnika metodycznego Jadwigi Hanisz (2016, s. 199).

Pomoce dydaktyczne:

— kolorowe liczby (przyj¢to, ze uczniowie znaja klocki Cuisenaire’a, w innym
przypadku nalezy przeprowadzi¢ lekcje, na ktorej uczniowie doktadnie zbada-
ja wymieniong pomoc dydaktyczng),
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— prostokaty w trzech kolorach o wymiarach 9 cm x 13 c¢cm, 11 cm x 19 cm,
14 cm % 23 cm (nie muszg by¢ doktadnie takie wymiary, ale muszg spetnia¢ waz-
ny warunek, tj. wymiary prostokata musza by¢ liczbami wzglednie pierwszymi),

— linijki szkolne, kolorowe paski réznej dtugosci (w celu utatwienia sobie roz-
mowy z dzie¢mi warto przygotowac paski tak, aby ten sam kolor gwarantowat
te samg dtugosc),

— prostokatne kartoniki z zaznaczong wspotrzedng zero, na ktorych dzieci beda
przygotowywaty wiasne linijki.

Pierwszy etap — Co juz wiem?

Prosimy dzieci, aby na lekcje przyniosty linijki szkolne, kazde z nich co naj-
mniej dwie. Lekcje zaczynamy od swobodnej rozmowy, w ktorej uczniowie za-
prezentuja swoje linijki, opisujac ich ksztalt i zakres pomiaru. Nastepnie prosimy
0 zmierzenie przygotowanych przez nauczyciela paskéw kolorowego papieru. Po
podawanych przez dzieci wynikach pomiaru nauczyciel zorientuje si¢, jak dzieci
radzg sobie z mierzeniem dhugosci. Nastgpnie prosimy, aby uczniowie porownali ze
soba zgromadzone linijki i omowili, czym si¢ r6znig oraz wskazali podobienstwa.

Drugi etap — Widze sens

Teraz nalezatoby zapytaé, czy uczniowie zastanawiali si¢ kiedys$, skad
wzieta si¢ podziatka na linijce oraz dlaczego odcinek jednostkowy ma taka, a nie
inng dlugos¢.

Trzeci etap — Poprobuje i zobacze, jak to dziala

Zapraszamy dzieci do przeprowadzenia badan w grupach. Kazda grupa
otrzymuje niezbedny zestaw, tj. kolorowe liczby i przygotowane prostokaty. Za-
daniem ucznidow bedzie dokonanie doktadnego pomiaru dtugosci i szerokosci pro-
stokata. Po ustaleniu wynikéw uczniowie zapisujg je na prostokgcie. Wazne w tych
badaniach jest to, ze nie dokonujemy pomiaru linijka, lecz za pomocg kolorowych
liczb. Nalezy wyraznie okresli¢ zasade, wedtug ktorej uczniowie majg dokonaé po-
miaru. Ich zadaniem bedzie znalezienie w$rdd wszystkich kolorowych liczb kloc-
ka tej dlugosci, ktory pozwoli dokona¢ doktadnego pomiaru dtugosci i szerokos$ci
prostokata (jednego dla obydwu wymiaréw). Oczywiscie wskazanie klocka o dtu-
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gosci 1 cm jako najodpowiedniejszego do dokonania pomiaru jest poprawnym roz-
wigzaniem. Na tym etapie najwazniejszy jest proces badawczy, czyli poszukiwanie
wyniku, kontrola pomiaru, przyjecie badz odrzucenie dokonanego wyboru.

Czwarty etap — Podziele si¢ swoimi odkryciami

Uczniowie prezentujg wyniki, ktore uzyskali. Jesli sg takie same, to znaczy,
ze za kazdym razem do dokonania dokladnego pomiaru wykorzystywali klocek
biaty (o dtugosci 1 cm). W celu potwierdzenia wlasnych przypuszczen prosimy,
aby wylosowali prostokat z dodatkowo przygotowanego zestawu i sprawdzili, czy
w tym przypadku réwniez udato si¢ dokona¢ doktadnego pomiaru.

Piaty etap — Odkrylem nieznana mi dotad matematyke

Na tym etapie lekcji uczniowie wspolnie formutuja wniosek o wyborze naj-
odpowiedniejszego klocka do dokonania doktadnego pomiaru. W celu potwier-
dzenia uczniowskich spostrzezen prosimy, aby sprawdzili, czy dlugo$¢ odcinka
jednostkowego na przyniesionych przez nich linijkach jest taka sama, jak dtugosc¢
wybranego klocka.

Szésty etap — Sprawdze, jak to dziala

Prosimy uczniéw, aby na specjalnie przygotowanych paskach zbudowali
wlasne linijki. Nalezy uczuli¢ dzieci, ze doktadnos¢, z jaka odktadaja kolejne
odcinki na wtasnych linijkach, jest bardzo wazna i od tego zalezy doktadno$¢ po-
miaru. Po wykonaniu wlasnych linijek dzieci przechodzg do mierzenia dowolnie
wybranych obiektéw znajdujacych si¢ w klasie. Wazne jest, aby pomiary dzieci
byty dokonywane linijkg przyniesiong na lekcje oraz tg, ktdrg sami zrobili.

Uwaga

Celem tej lekcji nie jest nabranie przekonania przez ucznidéw, ze to Cuise-
naire wskazal taka, a nie inng dtugos$¢ 1 centymetra. Chodzi nam raczej o uswia-
domienie, ze odcinek jednostkowy nie jest dowolnie wybrany przez producenta
linijki. Cato$é lekcji mozemy zakonczyé opowiadaniem o uktadzie SI*.

11 Uktad SI, czyli Migdzynarodowy Uktad Jednostek Miar ujednolicony i zatwierdzony w 1960 r. podczas
X1 Generalnej Konferencji Miar, w Polsce funkcjonuje od 1966 r.
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3. W jakiej kolejnoSci mozemy dodawac liczby?

Komentarz

Przemienno$¢ dodawania pojawia si¢ juz na samym poczatku szkolnej
przygody uczniéw z matematyka, co wiecej — spotkatam przedszkolakow, ktorzy
twierdzili, ze nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci dodajemy liczby. Mimo to
przemienno$¢ dodawania zdaje si¢ by¢ nieoczywistg wlasnoscig i brak umiejgtno-
$ci postugiwania si¢ nig pojawia si¢ w przyktadach rachunkowych typu 4 + 5 + 6.
Oczywiscie oprocz przemienno$ci dodawania warto rowniez po$wigci¢ zajecia na
tacznos$¢ dodawania, ktora takze nie jest w naturalny sposob dostrzegana przez
wszystkich uczniéw. Brak umiejetnosci korzystania z facznosci dodawania za-
obserwujemy w przyktadach typu 5 + 4 + 6. Dzieci maja nawyk dodawania liczb
w kolejnosci wystepowania, jednak dostrzezenie dopetniajacej si¢ do 10 sumy
liczb 4 i 6 znacznie utatwi rachunki. Warto zatem po$wiecic¢ lekcje na wymienione
wlasnosci dziatah.

Pomoce dydaktyczne:
— kolorowe liczby, liczmany, paski liczbowe do kolorowania, tabliczki liczbowe,
liczydta sznurkowe

Pierwszy etap — Co juz wiem?

Cata lekcja opiera si¢ na umiejetnosci dodawania liczb naturalnych, dlate-
go aby skoncentrowac uwage uczniow, wystarczy przeprowadzi¢ krotkag zabawe,
np. w telefon: Halo, halo, tu numer 3, dzwoni¢ do numeru o 5 wigkszego. Halo,
halo, tu numer 8, dzwonie¢ do numeru o 2 wigkszego lub Zgadnij, kto specjalnie
przygotowanymi kartami. Bardzo dobra propozycja bedzie rowniez ,,krokowa-
nie” autorstwa M. Hejnego.

Drugi etap — Widze sens

Chcac pokaza¢ dzieciom sens zajmowania si¢ tym tematem, nalezatoby
wywotaé sytuacje, ktéra zaintryguje uczniow i skieruje ich wysitek na poszuki-
wanie odpowiedzi na postawione przez nauczyciela pytanie. Najprostszym przy-
ktadem bedzie wytworzenie sytuacji, w ktorej uczniowie nie tylko beda musieli
dokona¢ wyboru stanowiska spos$rod prezentowych przez nauczyciela, ale row-
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niez uzasadni¢ swoj wybor. Najszybszym sposobem bedzie zapisanie na tablicy
dwoch przyktadow wraz ze sposobem rozwigzania i kolejnoscig dodawania okre-
$long przez strzatki, tj.

4+546=9+6=15 oraz 4+5+6=10+5=15

Teraz wystarczy postawi¢ pytania: Ktory ze sposobow obliczenia jest poprawny?
Ktory z tych sposobow wybralibyscie do wilasnych obliczen i dlaczego? Ta cz¢sé
lekcji opiera si¢ na przyjmowaniu uczniowskich propozycji. Powstrzymujmy si¢
od silnej pokusy niesienia prawidtowych odpowiedzi. Jesli juz musimy co$ po-
wiedzie¢, to ograniczmy si¢ do komentarzy typu: Tak uwazasz, a Marcina zda-
niem... | nic ponadto. Jesli juz na wstepie lekcji bedziemy przekonywac uczniow
0 prawdziwosci badz nieprawdziwosci ich wyborow, to cata lekcja przestaje miec¢
racj¢ bytu. Stanie si¢ tylko wykonywaniem polecen nauczyciela i na pewno straci
caty swoj urok i tajemnicg. Nawet wowczas, gdy znajda si¢ uczniowie, dla kto-
rych kolejnos¢ wyboru liczb przy dodawaniu nie ma znaczenia, to nalezy przy-
jac ten fakt, ale nie komentowac¢ go w zaden sposob. Ta atmosfera tajemniczos$ci
zawsze udziela si¢ wszystkim uczniom, bo w tym wieku intensywnie poszukuja
potwierdzenia wlasnych spostrzezen i przemyslen.

Trzeci etap — Poprobuje i zobacze, jak to dziala

Na tym etapie uczniowie przechodza do badania w grupach. Ich celem be-
dzie odkrycie, ze liczby mozemy dodawa¢ w dowolnej kolejnosci. Wyposazamy
grupy w specjalnie przygotowane pomoce dydaktyczne i przyktady do rozwaze-
nia, ktore beda podstawg uczniowskich badan. Zalezy nam na tym, aby uczniowie
na réznych obiektach sprawdzili, ze dodawanie jest przemienne oraz tgczne. For-
ma zaproponowanych do rozwigzania zadan zalezy od wieku grupy docelowe;.
Jesli lekcje przeprowadzamy w klasie drugiej, mozemy stworzy¢ zestaw przykta-
doéw (zapis symboliczny) do rozwigzania na obiektach. Jesli lekcje zamierzamy
przeprowadzi¢ z pierwszoklasistami, dobrym pomystem bedzie przygotowanie
prostych zadan tekstowych z cze$cig semantyczng odpowiadajaca sytuacjom,
z ktorymi spotkali si¢ w zyciu codziennym. Wtedy nauczyciel bedzie prowadzit
cate badanie, przedstawiajac uczniom tresci przygotowanych zadan. W tym wy-
padku mozemy dodatkowo wprowadzi¢ prezentacje rozwigzan na rysunku.
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Czwarty etap — Podziele si¢ swoimi odkryciami

Teraz prosimy grupy, aby podzielily si¢ swoimi wynikami. Kolejno opowia-
daja o swoich rezultatach. Nastgpnie prosimy, aby kazda z grup na przygotowanej
kartce napisata dwa przyktady dla uczniow z innej grupy. Po wymianie kartek mie-
dzy poszczegdlnymi grupami uczniowie przechodzg do sprawdzenia, czy w innych
przyktadach kolejno$¢ dodawania liczb rowniez nie ma znaczenia. Uczniowie sami
dokonuja wyboru pomocy dydaktycznej do uzasadnienia swojego stanowiska.

Piaty etap — Odkrylem nieznang mi dotad matematyke

W tej czgsei lekeji uczniowie wspolnie sformutuja rozwazane podczas zajec
wlasnosci liczb naturalnych. Nie ma konieczno$ci nazywania tych wlasnosci. Powin-
no nam zaleze¢ na tym, aby uczniowie potrafili je opisaé, czyli wskazaé, na czym po-
legaja, 1 uzupehic¢ swoja wypowiedz o sytuacje, w ktorych moga z nich skorzystac.

Szosty etap — Sprawdze, jak to dziala

Ten etap lekcji poswig¢my na indywidualng prace ucznidéw, ktorzy roz-
wigzujac zaproponowane przez nauczyciela przyktady, beda korzystali z nowo
odkrytych wlasnosci dziatan.

Uwagi

Zaproponowang lekcje mozemy przeprowadzi¢ nie tylko w klasie pierw-
szej. W klasach starszych wystarczy dobra¢ trudniejsze przyktady i odpowiednie
pomoce dydaktyczne. Bardzo waznym aspektem tej lekcji jest wykonanie badan na
obiektach rzeczywistych. Budowanie zbiordw o danej liczbie elementow, uktadanie
kolorowych liczh, korzystanie z liczydet sznurkowych czy paskow liczbowych ma
utatwi¢ dzieciom rozstrzygnigcie kwestii kolejnosci dodawania liczb w dziataniu.

4. Jak myslicie, czy kwadrat mozemy nazwac prostokatem?

Komentarz

Celem ogolnym lekcji jest dostrzezenie, ze kazdy kwadrat posiada wszystkie
wiasnosci prostokata. Aby to osiaggna¢, musimy skierowac¢ uwage uczniéw na koniecz-
no$¢ porownywania obiektow, poszukiwania i dostrzegania podobienstw oraz rdznic
przy jednoczesnym ksztaltowaniu umiejetnosci planowania i przeprowadzania badan.
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Pomoce dydaktyczne:

— przygotowane z kolorowego papieru kwadraty i prostokaty o roznej dtugosci bo-
kéw (co najmniej po 8 obiektéw) oraz figury o nieznanych dzieciom ksztattach,

— linijka,

— samodzielnie zbudowany model kata prostego,

— petle ze sznurka do budowy zbiorow, klej, arkusze szarego papieru, kartki ko-
lorowego papieru.

MODEL KATA PROSTEGO

Instrukcja budowy modelu kata prostego:

— wez kawatek papieru — moze by¢
o nieregularnym ksztatcie, np. wyrwana
strona ze starej gazetki reklamowe;j,

— zegnij papier w potowie,
— ztozony papier zegnij ponownie tak,
aby powstate uprzednio zgiecie

Fot. Lidia Pawlusinska pokrywa’fo Si&

Pierwszy etap — Co juz wiem?

Pierwszy etap lekcji rozpoczynamy od przypomnienia i zebrania wszyst-
kich informacji o figurach geometrycznych. Tak jak poprzednio, pamictajmy, ze
nauczyciel nie uzupetnia informacji pozyskanych od uczniow. Wazne jest, aby
ustysze¢ na wstepie, jakie figury geometryczne uczniowie znajg, po czym je roz-
poznajg oraz czy potrafig nazwac elementy figur, tj. boki, wierzchotki i katy. W tym
celu mozemy przeprowadzi¢ rozmowe kierowang pytaniami: Czy spotkaliscie si¢
Z okresleniem figury geometryczne? Jakie znacie figury geometryczne? Przyjrzyj-
cie si¢ teraz uwaznie figurom geometrycznym, ktore Wam przygotowatam (kazdg
pare uczniow nalezy wyposazy¢ w modele figur: trojkqt, kwadrat, prostokqt, koto).
Sprobujcie odgadngc¢ ich nazwe. Po czym poznajecie, zZe to np. trojkqt?

Drugi etap — Widze sens
Przed uczniami umieszczamy kilka figur (na rysunku przedstawiono nie-

liczne, aby zaprezentowac, o jaki uktad figur nalezy zadba¢, natomiast dziecigcy
zestaw powinien sktada¢ sie¢ z minimum 30 figur geometrycznych, z czego co
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najmniej 8 powinno by¢ kwadratami, a 8 tylko prostokatami). Nauczyciel prosi
0 nazwanie i stawia pytanie: Co sprawito Wam trudnos¢?

@ =
9 U

Nastepnie prosi o wybranie tych figur, ktore uczniowie potrafiag nazwac, i 0 upo-

rzadkowanie ich w zbiory. Zwraca si¢ do ucznidow z pytaniem: Jakie cechy bralis-
cie pod uwage, budujgc swoje zbiory? 0raz prosi 0 zastanowienie si¢, jak inaczej
mozna wybrane prostokaty i kwadraty uporzadkowac w zbiory.

Trzeci etap — Poprobuje i zobacze, jak to dziala

Uczniowie, pracujgc w grupach, muszg odkry¢ inny niz narzucajgcy im
si¢ na wstepie sposob uporzadkowania kwadratow i prostokatow. Aby utatwic
im zadanie, kierujemy ich uwage w strong wilasnosci figur. Przygotowane na
paskach wlasnosci uczniowie musza przyporzadkowa¢ do zbioru. Wazne jest,
aby kazda wtasnos$¢, mimo ze pasuje zarowno do kwadratow, jak i prostokgtow,

wystapita tylko raz.
Wszystkie boki Wszystkie katy s3 proste. 7
s tej samej dtugosci.
Przeciwlegte boki sg
Odcinki poprowadzone miedzy dwoma tej samej dtugosci.
przeciwlegtymi wierzchotkami - -
przecinaja sie w potowie. 7 Wszystkie katy maja
te samg miare.
Odcinki poprowadzone miedzy dwoma Katy powstate miedzy odcinkami
przeciwlegtymi wierzchotkami sg tej poprowadzonymi od przeciwlegtych
samej dtugosci. wierzchotkéw sg proste.
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Polecenie

Przyjrzyjcie si¢ uwaznie podanym na paskach opisom i przyporzadkujcie je
do odpowiedniego zbioru figur. Przed podj¢ciem decyzji dokonajcie wiasciwych
pomiarow, korzystajac z linijki i modelu kata prostego.

Jest to przyktad zadania, ktére wywotuje wiele emocji. Uczniowie szybko
dostrzegaja, ze przy poczatkowym uktadzie figur nie mozemy prawidlowo przy-
porzadkowacé opisu.

Czwarty etap — Podziele¢ si¢ swoimi odkryciami

Dzieci dziela si¢ wynikami swoich badan. Dyskusja, ktéra wywigze si¢
podczas prezentacji wynikOw pracy w grupach, ma doprowadzi¢ do decyzji
0 innej organizacji prostokatow i kwadratow w zbiory. Nam zalezy na tym, aby
uczniowie dostrzegli, ze wszystkie wlasnosci prostokata spetnia kwadrat, ale nie
kazda z pasujacych do kwadratu wtasno$ci mozemy przyporzadkowac do prosto-
kata. Po wspolnej dyskusji prosimy ucznidow, aby na przygotowanych arkuszach
szarego papieru zrobili plakat, ktory bedzie uwzgledniat inny od poczatkowego
uktad zbiorow (kwadraty 1 prostokaty). Ten nowy ukltad ma umozliwi¢ jedno-
znaczne przyporzadkowanie opisu do zbioru.

Piaty etap — Odkrylem nieznang mi dotagd matematyke

Ten etap przeznaczymy na prezentacj¢ plakatow i omowienie sposobow
uporzadkowania zbiorow. Jesli w trakcie lekcji zadna z grup nie odkryje wiasci-
wego uporzadkowania zbiorow, nauczyciel moze wspdlnie z uczniami zbudowac
jeden klasowy model, prowadzac uczniéw pytaniami o ich spostrzezenia i zwig-
zane z nimi decyzje. Finalem tej lekcji ma by¢ odkrycie, ze kazdy kwadrat jest
prostokatem, ale nie kazdy prostokat jest kwadratem.

Szosty etap — Sprawdze, jak to dziala

W tej czesci zajg¢ prosimy uczniow, aby zbudowali prostokatne miasto.
Prosimy, aby w tym celu wykorzystali przygotowane przez nauczyciela figury.
Dzieci kleja plakaty, a warunkiem dobrze wykonanego zadania jest umieszczenie
na obrazku wszystkich prostokatow i kwadratéw wchodzacych w sktad nauczy-
cielskiego zestawu.
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Uwagi

Proponowana lekcja wymaga przygotowania zestawu wielu powyci-
nanych z papieru figur. Nie powinno nas to zniechecaé, bo efekty tej lek-
cji bedzie mozna obserwowac nie tylko wtedy, gdy dzieci rozstrzygaja, ze
dana figura jest kwadratem albo tylko prostokatem. Cata konstrukcja badania
wlasno$ci kwadratow i prostokatéw intuicyjnie zostanie przeniesiona przez
dzieci na lekcj¢ dotyczaca np. klasyfikacji czworokatow czy podczas ustalen,
ze kazdy szeScian jest prostopadtoscianem. Lekcja ma uczy¢ podejmowania
decyzji na podstawie wlasnosci i podkresla¢ koniecznos¢ ich wskazywania.
Ponadto pomoce dydaktyczne niezbedne do lekcji mozemy przygotowaé wraz
Z uczniami wczesniej.

5. Jak najlatwiej dodac do siebie dwie liczby dwucyfrowe?

Komentarz

Takg lekcje warto przeprowadzi¢ w czasie, kiedy uczniowie maja juz za
soba pierwsze doswiadczenia z dodawaniem liczb dwucyfrowych, z tym ze przy-
ktady, z ktorymi si¢ dotychczas spotkali, ograniczaly si¢ do dodawania bez prze-
kraczania progu dziesigtkowego. Celem tej lekcji jest nie tylko wskazanie mozli-
wych sposobdw wyznaczania sum liczb dwucyfrowych z przekroczeniem progu
dziesigtkowego, ale rowniez dokonanie oceny i wybor najwlasciwszego dla kaz-
dego z nich. Lekcja nie koncentruje si¢ zatem na doskonaleniu postugiwania si¢
algorytmem wskazanym przez nauczyciela, lecz na poszukiwaniach algorytmu.
Za rownie istotng ceche tej lekcji uznaje uczniowskie objasnienia odkrytych spo-
sobow dodawania liczb dwucyfrowych z przekroczeniem progu dziesigtkowego
oraz uzasadnienia dokonanych wyborow. Budowanie algorytmu, czyli algoryt-
mizacja, jest wazng kompetencja matematyczng i wlasnie na takich przyktadach
warto ja ksztaltowac.

Pomoce dydaktyczne:

— liczydta sznurkowe, tabliczki liczbowe, tabelki z podziatem na setki, dziesiatki
i jednosci,

— duze i male guziki,

— zloty zestaw z pomocy Montessori (jesli jest dostepny w szkole),

— arkusze szarego papieru, kolorowe mazaki lub kredki.
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Pierwszy etap — Co juz wiem?

Koncentrujemy uwagg¢ uczniow na tematyce zaje¢ poprzez pytania: Gdzie
wedtug was przydaje sie¢ umiejetnos¢ dodawania? W jakich sytuacjach warto
szybko policzy¢ wynik w pamigci? Nawigzujemy do sytuacji, w ktorych uczniowie
muszg dodawa¢ duze liczby i prosimy o podanie wynikéw nast¢pujgcych dziatan:
12 +5,16 + 2, 13 + 10, 20 + 40, 22 + 31, 35 + 47 (przyktady koniecznie nalezy
zapisac na tablicy). Pytamy: Ktory z tych przyktadow jest wedtug Was najtrudniej-
szy do obliczenia w pamigci? lub Ktory przysporzyt Wam najwiecej trudnosci?

Drugi etap — Widze sens

Pytamy ucznidw: Zastanawialiscie si¢ kiedys, jak ulatwié¢ sobie zadanie?
Jak myslicie, czy istnieje sposob utatwiajgcy dokonywanie obliczen w pamieci?

Trzeci etap — Poprobuje i zobacze, jak to dziala

Przed dzie¢mi w grupach kladziemy przygotowane zestawy przyktadow
I pomoce dydaktyczne. Ich zadanie bedzie polegalo na znalezieniu mozliwie
najwigkszej liczby sposoboéw na dodawanie liczb dwucyfrowych w zakresie
100 z przekroczeniem progu dziesigtkowego. Na plakatach dzieci przygotowuja
swoje prezentacje. Nalezy na nich umiesci¢ wszystkie odkryte przez nich sposo-
by dodawania oraz dokona¢ wyboru jednego, ktéry ich zdaniem jest najprostszy.

Czwarty etap — Podziele si¢ swoimi odkryciami

W tej czeSci dzieci prezentuja wyniki pracy w grupach w formie plakatow.
Zadaniem nauczyciela jest wyeksponowanie wszystkich uczniowskich propozy-
cji. Nastgpnie zachecamy dzieci, aby przyjrzaly si¢ uwaznie propozycjom innych
grup i sprobowaty odpowiedzie¢ na pytanie: Ktory z zaprezentowanych sposobow
dodawania liczb dwucyfrowych jest ich zdaniem najtatwiejszy?

Piaty etap — Odkrylem nieznana mi dotad matematyke

W tym wypadku uczniowie powinni w toku dyskusji dojs¢ do wniosku, ze
nie mozemy okresli¢ jednego, jedynego i najtatwiejszego sposobu wyznaczania ta-
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kich sum. Tu warto$¢ dydaktyczna aktywnosci uczniow kryje si¢ w dostrzezeniu, ze
wiele drog prowadzi do uzyskania poprawnego wyniku i tak naprawde nie ma zna-
czenia, ktorym wyznaczg sume. Wazne w catej lekcji jest to, ze uczniowie nabywa-
ja przekonania, ze do poprawnej odpowiedzi prowadzi wielu drég i — co bardziej
wartosciowe — ze kazda z nich zostata omowiona w zakresie roznic 1 podobienstw.

Szésty etap — Sprawdze, jak to dziala

Teraz uczniowie moga sprawdzi¢ trafnos$¢ swoich wyboréw indywidualnie.
Prosimy ich, aby policzyli podane przez nauczyciela sumy poczatkowo sposo-
bem, ktory wedtug nich jest najlepszy, nastepnie innymi, aby poréwnac i upewnic¢
sie w swoich wyborach.

Uwagi

Oczywiscie taka samg lekcje mozemy przeprowadzi¢, poszukujac najlep-
szych sposobow na wyznaczanie rdznic z przekroczeniem progu dziesigtkowe-
go. Mozemy tez w obrebie jednej lekcji potaczy¢ dodawanie z odejmowaniem.
Wszystko tak naprawdg zalezy od mozliwosci poznawczych uczniow i ich do-
tychczasowych osiggnigc.

6. Czy z kazdej dowolnej liczby zapalek mozemy ulozy¢ trojkat?

Komentarz

Celem tej lekcji jest odkrycie nierownosci trojkata. Uczniowie, budujac
rozne trojkaty ze wskazanej liczby zapatek, beda musieli rozstrzygna¢, dlaczego
nie z kazdej liczby zapatek mozemy taki trojkat zbudowac. Odpowiedz w przy-
padku jednej i dwoch zapatek jest oczywista, ale cata zagadka koncentruje si¢
wokot tego, ze z czterech zapatek nie mozemy zbudowac trojkata. Kolejnym istot-
nym elementem tej lekcji jest zwrocenie uwagi ucznidow na koniecznos¢ rozpa-
trzenia wszystkich mozliwych trojkatow, ktore moga powstac z danej liczby zapa-
ek. Catos¢ badan uczniowskich konczy si¢ odkryciem i sformutowaniem jednego
ze zwigzkow miarowych trojkata, tj. suma dtugosci dwoch dowolnie wybranych
bokoéw trojkata musi by¢ diuzsza niz dtugosé trzeciego boku.

Pomoce dydaktyczne:
— zapaiki,
— przygotowane figury geometryczne.
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Pierwszy etap — Co juz wiem?

Zaczynamy od rozmowy, ktdrej celem jest pozyskanie informacji o wiedzy
uczniow na temat figur geometrycznych. Nalezy pamigtac, Zze nie ma potrzeby
ogranicza¢ si¢ do kota, prostokata, kwadratu i trojkata. Jest to dobry moment,
aby porozmawia¢ o dostrzeganych przez nich ksztaltach w otaczajacej rzeczy-
wistosci, tj. gdzie si¢ z nimi spotkali i czy faktycznie sg istotne w zyciu codzien-
nym. Pamigtajmy, ze pytania kierowane do ucznidéw nie powinny w zaden sposob
ogranicza¢ ich wypowiedzi. Tak jak podczas lekcji o wtasnos$ciach kwadratow
i prostokgtow, pytamy o znane dzieciom figury geometryczne. Nastepnie prezen-
tujemy uczniom przygotowany zestaw figur. Wszystkie z zaprezentowanych figur
ksztaltem przypominaja trojkat, ale niektore z nich maja $cigte rogi, inne wyciety
we wnetrzu okragly otwor. Zabieg ten jest celowy. Przed rozpoczgciem matema-
tycznych poszukiwan warto zwroci¢ uwage na wszystkie elementy trojkata, aby
podczas budowania wiasnych nie robi¢ ,,dziur” miedzy zapatkami oraz przypo-
mnie¢, ze trojkat weale nie musi mie¢ bokdéw rownej dtugosci. Bardzo wazne jest,
aby kazda grupa otrzymata swoj wlasny zestaw. Na wszystkich proponowanych
zajeciach nie korzystamy z zestawu demonstracyjnego, gdzie tak naprawdg tylko
nauczyciel ma kontakt z obicktem matematycznym, sam go bada i od samego
poczatku podswiadomie koncentruje si¢ na tych elementach, ktére prowadza do
dobrze znanego mu rozwigzania.

YA
A A~

Drugi etap — Widze sens

Poczatkowo luzna rozmowa o figurach geometrycznych przeksztatca sie
W rozmowe o trojkatach, a dokladniej o jego bokach, katach i wierzchotkach.
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Teraz uwaga uczniow, skupiona na wybranej figurze, w naszym wypadku na troj-
kacie, ma pomoéc poszukac¢ odpowiedzi na pierwsze pytanie lekeji, czyli: Jak my-
slicie, czy z dowolnej liczby zapatek zbudujemy trojkqt?

Trzeci etap — Poprobuje i zobacze, jak to dziala

Uczniowie w grupach buduja trojkaty. Aby ukierunkowaé poszukiwania,
prosimy ucznidow, aby utozyli, o ile to mozliwe, trdjkaty kolejno: z jednej zapatki,
dwoch zapatek, trzech zapatek, czterech zapatek, pieciu zapatek, az do dziesigciu.
Prosimy rowniez, aby wybierajac dang liczbe zapatek, zbudowali wszystkie mozli-
we trojkaty (np. z dziewigeiu zapatek utozymy trojkaty o bokach: (3, 3, 3), (2, 3, 4)
czy (4, 4, 1)). Utozone trojkaty pozostawiamy na stolikach, bedg potrzebne do od-
krycia nierownosci trojkata. Efekty pierwszego etapu pracy w grupach, czyli zbu-
dowane trojkaty, uczniowie prezentuja sobie nawzajem. Warto, aby wstali z krzeset
i podeszli do stolikow kolegow w czasie, gdy ci omawiajg wyniki swojej pracy.
Pierwsza cze$¢ konczy sie spostrzezeniem, ze z dowolnie wybranej liczby zapatek
nie mozemy zbudowac trojkata. Po tej rozmowie stawiamy gldwne pytanie lekcji:
Jak myslicie, dlaczego z dowolnie wybranej liczby zapatek nie udato si¢ utozy¢ troj-
kqta? Przyjrzyjcie si¢ uwaznie zbudowanym przez Was trojkqtom i zastanowcie sig.
Oczywiscie moze si¢ zdarzy¢, ze komus uda si¢ utozy¢ trdjkat z czterech zapalek.
Woweczas lekcja staje si¢ jeszcze ciekawsza, bo dochodzi dylemat, kto miat racje.
Warto skierowa¢ uwage uczniow na boki trojkata, proszac, aby w kazdym z nich
poréwnali dtugos¢ dwoch dowolnie wybranych bokow z trzecim bokiem trojkata.

Czwarty etap — Podziele si¢ swoimi odkryciami

Uczniowie prezentujg wyniki badan na forum klasy. Jak zawsze, gdy pro-
simy o odkrycie okre§lonej regularno$ci matematycznej, mozemy natkngé si¢
na sytuacje, w ktorej zadna z grup nie uzyska oczekiwanego rezultatu. Dlatego
wiasnie dyskusja, ktorg zawsze proponuje, jest konieczna. To dzigki niej mozemy
ukierunkowac prace uczniow.

Piaty etap — Odkrylem nieznana mi dotad matematyke

Uczniowie wspolnie sformutujg wniosek z badan, tj. suma dtugosci dwdch
dowolnie wybranych bokow trojkata jest dtuzsza niz dhlugosc¢ trzeciego boku trojkata.
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Szosty etap — Sprawdze, jak to dziala

W tej czesci zaje¢ prosimy ucznidw, aby narysowali dowolne trojkaty na
kartkach, po czym wymienili si¢ migdzy sobg rysunkami. Nastepnie, aby spraw-
dzili, czy w narysowanych figurach réwniez zachodzi odkryty przez nich zwigzek
miarowy. Ostatnim zadaniem konczacym lekcj¢ bedzie projektowanie mostow.
Mimo Ze nie narzucamy uczniom, jak ma wyglada¢ most, to pewnie znajdg si¢
w nim elementy konstrukcyjne utozone w ksztatt trojkata. To whasnie w nich
uczniowie mogg ponownie sprawdzi¢ omawiang na lekcji zaleznosé.

Uwagi

Latwiejsza wersja powyzszej propozycji jest budowanie trojkatéw
Z patyczkdw o odpowiedniej dlugosci tak, aby nie kazde trzy dowolnie wybrane
gwarantowaty powstanie trojkata. ,,Zapalczane” zabawy mozemy natomiast prze-
dtuzy¢, budujac rozne wielokaty i opisujac wlasno$ci otrzymanych figur.

7. Skad sie wziely liczby?

Komentarz

Poczatkowo liczbe naturalng postrzegano jako wspodlng ceche skonczo-
nych zbiorow réwnolicznych. To witasnie wyizolowanie zbiorow zbudowanych
z jednego, dwoch, trzech itd. elementéw doprowadzito do wyznaczenia pojecia
,liczba naturalna”. Poczatkowo pojecie to wykorzystywano do okreslania liczby
przedmiotow (aspekt kardynalny lub mnogosciowy). Jednak szybko okazato sig,
ze dzigki liczbom naturalnym mozemy wskazywac kolejno$¢ obiektow w szere-
gu (aspekt porzadkowy), opisywac takie wielkosci, jak ciezar, dtugo$c¢, pole po-
wierzchni czy objetos¢ (aspekt miarowy). To z kolei bylo przyczyna powstania
liczb wymiernych, poniewaz pojawita si¢ potrzeba okres§lania czg¢$ci z catosci.
Na opisanej lekcji proponujg, aby ograniczy¢ si¢ do aspektu kardynalnego liczby
naturalnej i pokierowac¢ tak aktywnos$cig uczniow, aby odkryli, ze liczba natural-
na, a doktadniej liczba elementow, moze by¢ jedyna wspolna cechg zaprezento-
wanych zbiorow.

Pomoce dydaktyczne

Wybo6r pomocy dydaktycznych w duzej mierze zalezy od tresci zadan prze-
znaczonych do rozwigzania, dlatego warto przed zgromadzeniem niezbgdnych
obiektow ulozy¢ scenariusz uczniowskiego badania. Niemniej jednak na tych za-
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jeciach przydadza si¢ wszystkie zgromadzone dotychczas w klasie obiekty, ktore
mozemy porzadkowac w zbiory.

Pierwszy etap — Co juz wiem?

Lekcje rozpoczynamy rozmowa o liczbach, z ktérymi nasi uczniowie
zetkneli si¢ niejednokrotnie. Staramy si¢ przywola¢ wszystkie dotychczasowe
do$wiadczenia z nimi zwiazane, pytajac: W jakich sytuacjach natkneliscie sie na
liczby? Do czego wykorzystujemy liczby w Zyciu codziennym? Jak myslicie, czy
moglibysmy bez nich funkcjonowac?

Drugi etap — Widze¢ sens

Nawigzaniem do tematu zaj¢¢ bedzie pytanie: Czy zastanawialiscie sie, skqd
wziely sie liczby? Oczywiscie rowniez w tym wypadku z cierpliwoscig wystuchu-
jemy odpowiedzi ucznidw, ktore na tym etapie pozostawiamy bez komentarza.

Trzeci etap — Poprobuje i zobacze, jak to dziala

Uczniowie, pracujac w grupach, buduja zbiory obiektéw o podanych ce-
chach. W tym celu moga uktada¢ w petlach przygotowane z papieru figury geome-
tryczne, kasztany, guziki, plastikowe nakretki czy zabawki znajdujace si¢ w klasie.
Mozemy rowniez skorzysta¢ z klockow Dienesa. Wszystko tak naprawde zalezy
od materialu badawczego, ktorym dysponuje nauczyciel. Jednak najistotniejsze
jest takie pokierowanie uczniami, aby mogli wskaza¢, ze jedyng wspolng cechg
zbudowanych zbioréw jest liczba elementdéw znajdujacych si¢ w nim. Np.:

Przyjrzyj sie uwaznie ponizszym zbiorom. Jakg ceche uwzgledniono,
grupujac w taki sposéb elementy w poszczegdlnych zbiorach?

Wspdlna
cecha—
ksztatt l;

Wspdlna cecha
— liczba
elementow
w zbiorach
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Powyzsze zadanie w duzym skrécie pokazuje droge, ktéra musza pokonaé
uczniowie. Pamietajmy, ze przedstawienie jednego zadania jedynie w formie ry-
sunku na kartce papieru nie jest wlasciwa droga postgpowania. Czynnosci, jakie
powinni wykona¢ uczniowie w trakcie lekcji, zdecydowanie przewyzszaja podany
wyzej przyktad. Warto doda¢, ze oprécz odkrycia, skad wziety si¢ liczby, zajecia
umozliwiaja doskonalenie umiejetnosci klasyfikacji.

Czwarty etap — Podziele si¢ swoimi odkryciami

W tej czescei zaje¢ uczniowie prezentujg swoje rozwigzania.
Piaty etap — Odkrylem nieznana mi dotad matematyke

Rozmowa 0 uzyskanych rezultatach ma doprowadzi¢ uczniow do wniosku,
ze liczby wymyslili ludzie, poniewaz dzigki nim mogli okresla¢ liczbe zgroma-
dzonych obiektow.

Szésty etap — Sprawdze, jak to dziala

Prosimy uczniéw, aby w parach zastanowili sie, w jakich sytuacjach brak
liczb wywotatby wiele nieporozumien.

8. Suma miar katéw wewnetrznych w czworokacie jest dwukrotnie wieksza

od sumy miar katéow wewnetrznych w tréjkacie.

Komentarz

Ciekawa lekcja poglebiajaca umiejetnos¢ badania whasnosci figur geome-
trycznych bedzie odkrycie, ze suma miar katow wewngtrznych w trojkacie jest
dwukrotnie mniejsza od sumy miar katéw wewnetrznych w czworokacie. Na pro-
ponowane;j lekcji nie jest wazna informacja, ze suma katow wewnetrznych w kaz-
dym trojkacie wynosi 180° a w dowolnym czworokacie 360°. Celem glownym tej
lekcji jest wdrazanie uczniow do wnikliwej analizy obiektow geometrycznych, do
uwzgledniania nie tylko koloru, ksztattu i wielkos$ci, ale takze do dostrzegania i po-
rownywania elementow obiektow geometrycznych, w naszym przypadku — katow.
Lekcja jest zorganizowana w formie zabawy i réwnie dobrze moze by¢ wykorzysta-
na do porownywania katow w réznych czworokatach, gdyz po wprowadzeniu mo-
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delu kata prostego tatwo porowna¢ sume miar katow wewnetrznych w prostokacie
i kwadracie, trudniej natomiast bedzie w przypadku innego czworokata wypuklego.

Pomoce dydaktyczne:

— przygotowane z kolorowego papieru roznej wielkosci trojkaty i czworokaty
(w tym takie, ktore nie sg prostokgtami),

— klej, arkusz szarego papieru, kolorowe kredki i kartki z wydrukowanymi figu-
rami trojkata i kwadratu

Pierwszy etap — Co juz wiem?

Nasze badania beda obejmowaty zaleznos$ci zachodzace pomiedzy elemen-
tami, wigc warto przeprowadzi¢ rozmowe¢ wstepng na ten wlasnie temat. Jednym
Z najprostszych sposobow bedzie podanie dzieciom przygotowanych na kart-
kach dwoch ksztattow: trojkata i kwadratu. Nastepnie prosimy, aby na rysunku
na czerwono zaznaczy¢ boki tych figur, na zielono ich wierzchotki, a na niebie-
sko zacieniowac katy. Jesli przygotujemy wydruk na kartce A4, ulatwimy sobie
prezentacje i omawianie dostrzezonych elementow figury. Oczywiscie mozemy
poprosi¢ uczniow o narysowanie na czystej kartce tych dwoch figur, ale nalezy im
przypomniec, ze chcemy, aby wypehniaty cata kartke (tak jak na ponizszym rysun-
ku). Warto o tym pamigtaé, bo uczniowie majg tendencje do wykonywania bar-
dzo matych rysunkéw figur geometrycznych. Po naniesieniu na rysunku koloréw
przechodzimy do pytan: lle bokéw ma trojkqt, a ile czworokqt? Ktora z figur ma
wigcej wierzchotkow i 0 ile? Ktora z figur ma trzy kqty, a ktora cztery? \Wszystkie
te pytania majg zwrdci¢ uwage uczniéw na elementy figur geometrycznych i za-
leznosci, ktore miedzy nimi wystgpuja.
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Drugi etap — Widze sens

Pytamy uczniow: Gdybysmy ze wszystkich kqtow w danej figurze zbudo-
wali jeden duzy kqt, to ktory z nich bytby wiekszy — ten powstaly z kqtow trojkqta
czy czworokgta?

Trzeci etap — Poprobuje i zobacze, jak to dziala

Uczniowie w grupach pracuja nad odpowiedzig na postawione przez na-
uczyciela pytanie. OczywiScie nie narzucamy im, w jaki sposob maja dokonac
poroéwnania. Mysle, ze wystarczy¢ im podpowiedzieé¢, ze katy w figurach moz-
na odcina¢ w celu tatwiejszego poréwnania. Uczniom powinny narzuci¢ si¢ dwa
sposoby rozwigzania. Pierwszy to odcigcie katow w trojkacie i czworokacie, dru-
gi to odciecie katow tylko w jednej z figur i przyktadanie do katow drugiej. Spo-
sOb rozwigzania jest dowolny.

Czwarty etap — Podziele si¢ swoimi odkryciami

Po pierwszej czesci badan oczekujemy, ze dzieci wskaza katy czworokata
jako w sumie dajace wigkszy kat niz w trojkacie. Teraz zalezy nam na odkryciu,
ile razy ten kat bedzie wigkszy. Stawiamy pytanie: Jak myslicie, ile razy suma
wszystkich kqtow w czworokqcie jest wigksza od sumy wszystkich kqtow w troj-
kqcie? Aby znalez¢ odpowiedz, uczniowie powinni zbudowac kat powstaly ze
wszystkich katow czworokata i uzupetnia¢ go katami z trojkatéw. Niewykluczo-
ne, ze juz wczesniej to odkryja, ale zdarzy sie to wtedy, gdy postanowig odcinac
katy w dwoch figurach.

Piaty etap — Odkrylem nieznang mi dotad matematyke
Po prezentacji przygotowanych prac uczniowie wspolnie formutuja wniosek.
Szosty etap — Sprawdze, jak to dziala

Prosimy uczniéw, aby narysowali swoje trojkaty i czworokaty, a nastepnie
sprawdzili dla nich odkryta wlasnosc¢.
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9. Dlaczego nie wolno dzieli¢ przez zero?

Komentarz
Gdy zapytatam uczniow pewnej klasy drugiej, dlaczego nie mozna dzieli¢ przez

zero, w odpowiedzi ustyszatam, Ze pani na lekcji tak powiedziata. Taka odpowiedz
w zaden sposéb nie jest satysfakcjonujagca, nie uwzglednia rozumienia matematyki
i jest niezgodna z podej$ciem do nauczania, ktore proponuje na stronach niniejszego
opracowania. Dlatego mysle, ze warto zorganizowac lekcje, na ktorej uczniowie prze-
konaja si¢ sami, ze dzielenie przez zero jest dziataniem niewykonalnym.

Pomoce dydaktyczne:
— obiekty rzeczywiste, ktére uczniowie beda wykorzystywa¢ do wizualizacji
dziatan.

Pierwszy etap — Co juz wiem?

Na wstepie warto wykonac¢ kilka przyktadow na mnozenie i dzielenie. Jed-
nak to nie daje petnego obrazu dziecigcych doswiadczen, zatem oprocz wykony-
wania obliczen nalezy porozmawiac o relacji, jaka wystepuje miedzy dzieleniem
| mnozeniem.

Drugi etap — Widze sens
Jak myslicie, czy przez kazdg liczbe mozemy dzieli¢?

Trzeci etap — Poprobuje i zobacze, jak to dziala

W tej czgsci lekceji proponujeg, aby uczniowie wyznaczali kolejne ilorazy i spraw-
dzali ich poprawno$¢ za pomoca mnozenia. Wsrod przyktadow powinny zna-
lez¢ sie tez takie, w ktorych dzielnikiem jest liczba zero. Do tej czesci lekceji
przygotowujemy zestaw pomocy dydaktycznych, ktore beda wspiera¢ uczniow
podczas wykonywania dziatan. Kazde dziatanie, tzn. podzial zgromadzonych
obiektow na zbiory o danej liczbie elementow (dzielenie przez mieszczenie sig)
czy na wskazang liczbg zbiorow (dzielenie przez podziatl) oraz sprawdzenie uzy-
skanego wyniku za pomoca mnozenia, powinno by¢ wykonane na obiektach.
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Trudnoscia, na ktora dzieci mogg si¢ natkng¢ podczas rozwigzywania zadan, jest
iloraz z dzielnikiem rownym zero. Bez wzglgdu na uczniowskie przypuszczenia
0 mozliwym wyniku takiego dzielenia nie uda im si¢ wykona¢ sprawdzenia swo-
ich obliczen za pomoca mnozenia.

Czwarty etap — Podziele si¢ swoimi odkryciami

Po prezentacji uczniowskich wynikow, w tym rowniez dzielenia przez zero, prosi-
my o sprawdzenie, czy dla innych liczb niz te, ktore zamieszczono w przyktadach,
takze nie mozemy wykonac dzielenia przez zero. Uczniowie zapisuja na kartkach
swoje przyktady i wymieniajg si¢ nimi w grupach. Po ponownym sprawdzeniu
wstepnych przypuszczen formutuja (nadal pracujgc w grupach) wniosek o niewy-
konalnosci dzielenia przez zero.

Piaty etap — Odkrylem nieznang mi dotagd matematyke

Przed prezentacja nowego faktu matematycznego uczniowie, nadal pracujac
W grupach, tworza plakaty, ktore maja przedstawi¢ nowe odkrycie. Zachecamy
ucznidw, aby informacje na nich zawarte byly zaprezentowane za pomocg rysun-
ku, zapisane symbolami i sformutowane stowami. Takie plakaty sg wyekspono-
wane i omawiane wspolnie z calg klasa.

Szosty etap — Sprawdze, jak to dziala

Warto, aby w tej czesci lekceji uczniowie sprobowali napisaé krotkie opowiadanie
matematyczne skierowane do uczniéw innej klasy, w ktorym wyjasniajg, dlacze-
go nie wolno dzieli¢ przez zero.

10. Kwadrat oraz prostokat zbudowano z tej samej iloSci identycznych

kwadratéow. Jak myslicie, ktory z nich bedzie mial wiekszy obwéod?

Komentarz
Propozycja tej lekcji jest przyktadem ilustrujgcym, w jaki sposob w tresci
matematyczne we wezesnej edukacji mozemy wples¢ zadania z optymalizacji.
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W starszych klasach takie zadania rozwigzuje si¢ poprzez wyznaczenie odpo-
wiedniego réwnania funkcji i badanie jej wtasnosci, przy czym czesto mozemy
zaobserwowac¢ mechaniczne wykonywanie krokéw wedtug raz przyjetej proce-
dury. Z mechanicznym wykonywaniem procedur mozemy réwniez spotkaé si¢
W klasach mtodszych, np. gdy dzieci dodajg do siebie liczby w kolejnosci ich wy-
stepowania bez uprzedniej analizy pod katem wykorzystania wtasnosci przemien-
nosci lub facznosci dodawania. Warto zatem w uproszczonej formie przyblizy¢
ten typ zadan najmlodszym uczniom.

Cata lekcja opiera si¢ na budowaniu czworokatow z danej liczby kwadra-
toOw i wyznaczaniu ich obwodow. Zaskakujacym dla dzieci odkryciem jest fakt,
ze to kwadrat sposrod wszystkich zbudowanych prostokatoéw ma najmniejszy ob-
wod. Kolejng ciekawg wlasnoscig, ktorg rowniez mozemy zidentyfikowaé pod-
czas pracy nad rozwigzaniem, jest zalezno$¢ miedzy réznicg dlugosci bokow pro-
stokata a jego obwodem.

Pomoce dydaktyczne:
— 36 kwadratowych karteczek z notatnika i kartka na notatki.

Pierwszy etap — Co juz wiem?

Wprowadzamy uczniow w tematyke zaje¢ rozmowg o figurach geome-
trycznych. Koncentrujemy si¢ w szczegdlnosci na prostokacie i kwadracie.

Drugi etap — Widze¢ sens

Wzbudzamy zainteresowanie uczniéw specjalnie przygotowang sytuacja
problemowa. Prosimy, aby rozstrzygneli, jakie wymiary powinna mie¢ prostokat-
na zagroda dla zwierzat, aby na jej ogrodzenie zuzy¢ jak najmniej druciane;j siatki.
Powierzchnia zagrody dla zwierzat jest z gory ustalona i mozemy ja podzieli¢ na
36 jednakowych kwadratow.

Trzeci etap — Poprobuje i zobacze, jak to dziala

Uczniowie w kilkuosobowych grupach projektuja zagrodg. Waznym ele-
mentem wspierajacym w poszukiwaniu rozwigzania jest przygotowany zestaw 36
kwadratow, z ktorych ma by¢ zbudowana zagroda. Budujac prostokatne dziatki
i wyznaczajac ich obwody, dzieci muszg wskazaé, ze kwadrat bedzie miat naj-
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mniejszy obwod. Prosimy je, aby rysunek kazdej utozonej zagrody wraz z jej
wymiarami znalazt si¢ na kartce.

Czwarty etap — Podziele si¢ swoimi odkryciami

Uczniowie na forum klasy prezentuja swoje wyniki. Omawiaja figury, kto-
re udato im si¢ zbudowa¢, oraz podaja ich wymiary. Zawsze w takiej sytuacji
sprawdzajg si¢ wykonane przez uczniéw plakaty, ale nie jest to obowigzek.

Piaty etap — Odkrylem nieznang mi dotad matematyke
Po prezentacji wszystkich wynikow uczniowie wspolnie formutuja wniosek.
Szosty etap — Sprawdze, jak to dziala

Ten etap mozemy potraktowac jako przedtuzenie i poprosi¢ uczniow,
aby sprawdzili, czy dla 16 lub 64 kwadratow sktadajacych si¢ na powierzchnig
dziatki rowniez kwadratowy ksztatt bedzie wymagat najmniejszej ilosci siatki
ogrodzeniowe;j.

Uwaga

Mysle, ze czytelnik dostrzegt potencjat w proponowanym rozwigzaniu
I Z fatwoscia przeksztalci je, jesli bedzie poszukiwat propozycji lekeji, na ktorej
uczniowie bedg wyznaczali dzielniki liczb naturalnych.

Wszystkie przedstawione propozycje opieraja si¢ na dzieciecych poszu-
kiwaniach w dostepnym im zakresie. Mozna je okresli¢ mianem analogicznych
do tych, z ktorymi moga si¢ spotka¢ w starszych klasach, kiedy badajac trojka-
ty prostokatne, odkrywaja twierdzenie Pitagorasa, czy analizujac podane ciagi
liczbowe, wyprowadzaja wzor na wyraz ogdlny ciggu arytmetycznego. Jednak
dziatania te r6znig si¢ poziomem prowadzenia postepowania badawczego oraz
materiatem wykorzystywanym do poszukiwan. Ich charakterystyczng cecha jest
konieczno$¢ rozwazania obiektow rzeczywistych w zaplanowanych sytuacjach
dydaktycznych, by nastepnie na tej podstawie formutowaé dostrzezone regu-
larno$ci i budowaé pierwsze opisy definicyjne, za kazdym razem taczac jezyk
potoczny z ksztaltowanymi poj¢ciami matematycznymi. Uczniowie majg szans¢
dyskutowac o swoich spostrzezeniach, rzeczywiscie angazowac si¢ w odkrycia
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matematyczne i przekonac¢ si¢, ze matematyka to nie zbior zaproponowanych za-
dan do rozwigzania. Bardzo wazne w kontek$cie zmiany stosunku spolecznego
do matematyki jest przekonanie naszych uczniéw juz na poczatku nauki szkolnej,
ze matematyka jest spdjna, tworzy catos¢, ze kazde kolejne informacje dopet-
niajg i uszczegodtawiajg poprzednie, pozwalaja je taczy¢, tworzac pelne struktury
wiedzy matematycznej, ze wreszcie nie opierajg na pami¢ciowym opanowaniu
kolejnych tresci matematycznych. Uczenie si¢ nastepuje w Sytuacjach, w ktérych
uczniowie nadajg znaczenie przyswajanym informacjom, a to nie tylko ukazuje
im potrzebe poszerzania wiedzy, ale rowniez czyni ich odpowiedzialnymi za
wlasne struktury umystowe.

Warto dodac, ze wszystkie omowione lekcje tworza warunki do tworczego
uczenia si¢ matematyki, w ktérym kluczowa role odgrywa dziecigce rozumowa-
nie. Nie sg to lekcje, na ktorych uczniowie korzystaja z gotowych algorytmow, au-
tomatyzujac je poprzez wielokrotne ¢wiczenie zadan tego samego typu. Tu nacisk
ktadzie si¢ na dziecigca kreatywnos¢ w zakresie poszukiwania rozwigzan oraz na
wiarygodno$¢ zawsze poparta uzasadnieniami. Zakotwiczenie uczniowskiej ak-
tywnosci w doswiadczeniach i dotychczas zgromadzonej wiedzy matematycznej
czyni takie podejscie tworczym wnioskowaniem opartym na matematyce, ktore
jest uznawane za bardziej wydajne niz tradycyjne podejscie do nauczania (Lith-
ner, 2008; Jonsson i in., 2014).



Zamiast podsumowania

Mozliwos$¢ zaistnienia proponowanego rozwigzania dydaktycznego jest
uwarunkowana zmiang nauczycielskiego myslenia o nauczaniu matematyki, ko-
niecznos$cig wyzwolenia si¢ z przeswiadczenia o potrzebie wyjasniania i thuma-
czenia matematyki, stopniowym nabieraniem wiary w skuteczno$¢ proponowa-
nego rozwigzania oraz przekonania o jego wartosci. Niewatpliwie wigze si¢ to
ze wsparciem nauczycieli w formie poradnictwa zawodowego, z kulturg szko-
ty opartg na dialogu i wspdlnym poczuciu realizacji celu, a takze umieje¢tnoscia
wspotpracy na wszystkich ptaszczyznach, w tym réwniez na plaszczyznie obej-
mujacej relacje uczniowie—nauczyciel. Staralam si¢ pokazac, ze nasi najmtodsi
uczniowie nie tylko maja zdolno$¢ do odkrywania wiedzy matematycznej, ale
takze prawo, by uczyni¢ ich aktywnymi i $wiadomymi uczestnikami szkolnego
procesu ksztatcenia. Realizacja niekwestionowanego celu nauczania matematy-
ki, jakim jest inicjowanie i podejmowanie dziatan wspierajacych rozwoj kom-
petencji matematycznych, powinna koncentrowa¢ si¢ na dbatosci o uczniowskie
rozumienie nabywanej wiedzy, o rozwoj umiej¢tnosci osgdzania jej uzytecznosci
oraz umiejetnosci podejmowania dziatan opartych na regutach matematycznych
W niej samej, ale takze poza nig (Niss, 2007). Kolejng wazng umiej¢tnoscia, ktorg
uczniowie moga doskonali¢ w trakcie pracy tg metods, jest dokonywanie wy-
borow sposrod wielu mozliwosci i formutowanie na ich podstawie wnioskow.
Umiejetnos¢ rozwigzywania problemow i poglebianie rozumienia matematyki
osiggniemy szybciej, angazujgc naszych uczniéw w dziatania tworcze, niz trwajac
przy uczeniu si¢ opartym na algorytmach i procedurach. Aby zapewni¢ uczniom
zamierzone efekty, musimy pozwoli¢ na doswiadczanie sytuacji, w ktorych prze-
zwyciezaja pewne trudnosci (Jonsson i in., 2014). Nauczanie skierowane na od-
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krywanie wiedzy matematycznej jest wtasnie takg konstrukcja, ktéra umozliwia
uczniom poszukiwanie odpowiedzi na stawiane pytania i samodzielne dochodze-
nie do nowej wiedzy. Wszystkie rozwazania o odkrywaniu wiedzy matematycz-
nej we wezesnej edukacji koncentrujg si¢ na gromadzeniu do§wiadczen, ktére sa
podstawa wlasnych konstrukcji umystowych uczniow. Wezesna edukacja, jako
poczatek przygody z matematyka, wprowadza dzieci w $wiat konstrukcji pojec
matematycznych oraz kieruje ich uwage na dostrzeganie i badanie regularno$ci
W niej wystepujacych, ksztaltujac przy tym stosunek do tej nietatwej dziedziny
wiedzy. Pozbawienie uczniow takiej mozliwosci czgsto bywa przyczyng poczat-
kow bezradno$ci matematycznej. A przeciez odwaga podejmowania wyzwan,
wytrwalos¢ w pokonywaniu trudnosci i zaspokajanie cieckawosci poznawczej usa-
modzielniajg intelektualnie naszych uczniow.

Nauczanie skierowane na odkrywanie wiedzy matematycznej mozemy
traktowa¢ jako propozycje wzbogacajacg warsztat metodyczny nauczyciela.
W Zaden sposob nie neguj¢ potrzeby uczenia si¢ algorytmow czy dazenia do
sprawnos$ci rachunkowej i wypracowania metod ufatwiajacych rozwigzywanie
zadan. Proponowana metoda stanowi raczej ich uzupehienie, bo wspiera mysle-
nie, tworczo$¢ dziecka i rado§¢ z poznawania nowego. Uwazam, ze wzmacnia
uczniéw w poszukiwaniu wlasnych drog na drodze do matematycznego rozwoju.
A oto chyba chodzi w nauczaniu. Najwtasciwszym podsumowaniem wszystkich
rozwazan poczynionych na stronach niniejszej propozycji beda stowa Andreasa
Schleichera: ,,Jes$li nauczymy nasze dzieci wszystkiego, co sami wiemy, to beda
w stanie podaza¢ naszymi $ladami. Jesli jednak nauczymy je, jak si¢ uczyé, to
pojda tam, gdzie same zechcg” (Schleicher, 2019, s. 30). Dajmy naszym uczniom
szanse¢ 1 otworzmy przed nimi matematyke — niech jg odkrywaja.
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Summary

Teaching aimed at discovering mathematics is not a new methodical solu-
tion, albeit still unpopular in modern educational practices. Lessons built on this
approach are wholly focused onstudents’ actions. Through working on problems,
the learners discover laws and principles of mathematics, relationships and depen-
dencies between mathematical objects and formulate mathematical concepts. The
proposed method is characterized by the reversal of active roles between lesson’s
participants. The students are the ones more engaged, while teachers accompany
them in the learning process. The construction of this paper leads the reader thro-
ugh three chapters, focusing consecutively on children’s cognitive abilities and
different views on their development, the act of discovering mathematics itself and
finally on a description of teaching methods that favour children’s discoveries. Be-
sides the theoretical basis of teaching aimed at discovering mathematics, the paper
lays down advantages and disadvantages of the practice that appear in the subject’s
literature. It also proposes a construction of a lesson in this method, illustrated with
examples of mathematical classes for students in primary education.



auczanie ukierunkowane na odkrywanie wiedzy matematycznej
nie jest nowym rozwigzaniem metodycznym, ale wcigz mato po-

pularnym we wspotczesnej praktyce edukacyjnej. Lekcje budo-
wane w tym podejsSciu od poczgtku do kohca sq poswiecone dziataniom
uczniow, ktérzy w toku realizacii zadan odkrywajg prawa i reguty matema-
tyczne, zwiqzki i zaleznosci migdzy obiektami matematycznymi, a takze
ksztattujg nowe pojecia. Proponowane rozwigzanie cechuje zwrot aktyw-
nosci uczestnikdw lekcji. Strong aktywnq stajq sie uczniowie, a nauczyciele
towarzyszq im w procesie poznania. Niestety proponowane rozwigzanie
dydaktyczne ma réowniez swoje wady. Wymaga od nauczycieli nie tylko
wiedzy merytorycznej z zakresu matematyki, znajomosci charakterystycz-
nych cech rozwojowych dziecka oraz umiejetnosci metodycznych w za-
kresie planowania i organizacji pracy na lekcji, ale rowniez czasu i naktadu
pracy, jaki muszq przeznaczy€ oni na przygotowanie zajec. Czy warto pod-
jac ten trud? Mysle, ze tak.

W opracowaniu skoncentrowano sie kolejno ha mozliwosciach poznaw-
czych dziecka i poglgdach na ich rozwdj, samym akcie odkrywania wie-
dzy matematycznej, az po scharakteryzowanie nauczania sprzyjajgcego
dziecigcym odkryciom. Cato$¢ rozwazah teoretycznych zakohczona jest
propozycjq konstrukcji lekcji, zilustrowang przyktadami zaje¢ matema-
tycznych dla ucznidw na pierwszym etapie edukacyjnym.

Lidia Pawlusifnska

ISBN 978-83-7972-784-1 (online)
ISBN 978-83-7972-515-1 (print)

71-101 Szczecin, ul. Mickiewicza 64
NN e

= S o tel. 91 444 20 06, 91 444 20 09
7/@ &, email: wydawnictwo@usz.edu.pl

- Q www.wn.usz.edu.pl
uko 788379172515






