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Nauczanie ukierunkowane na odkrywanie wiedzy matematycznej 
nie jest nowym rozwiązaniem metodycznym, ale wciąż mało po-
pularnym we współczesnej praktyce edukacyjnej. Lekcje budo-

wane w tym podejściu od początku do końca są poświęcone działaniom 
uczniów, którzy w toku realizacji zadań odkrywają prawa i reguły matema-
tyczne, związki i  zależności między obiektami matematycznymi, a  także 
kształtują nowe pojęcia. Proponowane rozwiązanie cechuje zwrot aktyw-
ności uczestników lekcji. Stroną aktywną stają się uczniowie, a nauczyciele 
towarzyszą im w  procesie poznania. Niestety proponowane rozwiązanie 
dydaktyczne ma również swoje wady. Wymaga od nauczycieli nie tylko 
wiedzy merytorycznej z zakresu matematyki, znajomości charakterystycz-
nych cech rozwojowych dziecka oraz umiejętności metodycznych w  za-
kresie planowania i organizacji pracy na lekcji, ale również czasu i nakładu 
pracy, jaki muszą przeznaczyć oni na przygotowanie zajęć. Czy warto pod-
jąć ten trud? Myślę, że tak.

W opracowaniu skoncentrowano się kolejno na możliwościach poznaw-
czych dziecka i poglądach na ich rozwój, samym akcie odkrywania wie-
dzy matematycznej, aż po scharakteryzowanie nauczania sprzyjającego 
dziecięcym odkryciom. Całość rozważań teoretycznych zakończona jest 
propozycją konstrukcji lekcji, zilustrowaną przykładami zajęć matema-
tycznych dla uczniów na pierwszym etapie edukacyjnym.

Lidia Pawlusińska

Lidia Pawlusińska

Kierowane odkrywanie 
matematyki
we wczesnej edukacji



Kierowane odkrywanie matematyki 
we wczesnej edukacji



UNIWERSYTET SZCZECIŃSKI
ROZPRAWY I STUDIA T. (MCCCXII) 1238

Lidia Pawlusińska

Kierowane odkrywanie matematyki 
we wczesnej edukacji

Szczecin 2021





Prawdziwym zadaniem nauczyciela nie jest dostarczanie odpowiedzi,
ale stymulowanie pytań i zachęcanie do samodzielnych poszukiwań

Albert Einstein 



Rada Wydawnicza
Tomasz Bernat, Anna Cedro, Urszula Chęcińska, Maciej Kowalewski  

Ewa Mazur-Wierzbicka, Jarosław Nadobnik, Grzegorz Wejman  
Renata Ziemińska, Magdalena Zioło 

Andrzej Skrendo – przewodniczący Rady Wydawniczej 
Elżbieta Zarzycka – dyrektor Wydawnictwa Naukowego 

Recenzent
dr hab. Alina Kalinowska-Iżykowska, Uniwersytet Warmińsko-Mazurski

Lidia Pawlusińska  ORCID 0000-0003-0311-9755

Redakcja językowa
Joanna Sygit

Korekta
Małgorzata Szczęsna

Skład komputerowy
Maciej Umiastowski

Projekt okładki
Raraku.pl

     Wersja elektroniczna publikacji dostępna na licencji CC BY-SA 4.0 

© Copyright by Uniwersytet Szczeciński, Szczecin 2021

DOI  10.18276/978-83-7972-784-1
ISBN  978-83-7972-784-1 (online) 
ISBN  978-83-7972-515-1 (print)

ISSN  0860-2751

W Y DAW N ICT WO  NAU KOW E  U N I W ERSY T ET U  SZCZECI ŃSK I EG O

Wydanie I. Ark. wyd. 9,0. Ark. druk. 10,0. Format B5.



Spis treści

Wprowadzenie.................................................................................................. 	 9

1.	 Psychopedagogiczne podstawy poznania matematycznego....................... 	 15
1.1.	 Zarys psychologicznych koncepcji rozwoju człowieka..................... 	 16
1.2.	 Możliwości poznawcze dziecka w zakresie matematyki................... 	 25

1.2.1.	 Zmiany w sferze poznawczej.................................................. 	 26
1.2.2.	 Zmiany w sferach emocjonalnej, fizyczno-motorycznej 

i społecznej.............................................................................. 	 31
1.3.	O czekiwania formułowane wobec edukacji matematycznej.............. 	 34
1.4.	 Wymagania konstruktywistycznego podejścia do nauczania 

matematyki......................................................................................... 	 41

2.	O dkrywanie matematyki drogą zdobywania wiedzy.................................. 	 51
2.1.	 Odkrywanie a rozwijanie myślenia matematycznego........................ 	 53

2.1.1.	 Odkrywanie a operacje myślowe............................................ 	 55
2.1.2.	 Odkrywanie a reguły myślenia................................................ 	 59
2.1.3.	 Odkrywanie a typy rozumowań.............................................. 	 68
2.1.4.	O dkrywanie jako twórczość dziecka....................................... 	 71

2.2.	 Odkrywanie a kształtowanie pojęć matematycznych ........................ 	 73
2.3.	O dkrywanie regularności, dostrzeganie prawidłowości i budowanie 

własnych strategii rozwiązania .......................................................... 	 84
2.4.	D ziecięce zmagania z odkrywaniem regularności matematycznych 

w świetle badań.................................................................................. 	 90



8 Spis treści

3.	 Nauczanie skierowane na odkrywanie matematyki.................................... 	 93
3.1.	 Teoretyczne podstawy nauczania skierowanego na odkrywanie....... 	 94
3.2.	 O konstrukcji lekcji w nauczaniu skierowanym na odkrywanie........ 	 98
3.3.	 Możliwości edukacyjne i trudności organizacyjne nauczania 

skierowanego na odkrywanie............................................................. 	109
3.4.	 Przykłady zajęć matematycznych wraz z komentarzem.................... 	114

Zamiast podsumowania.................................................................................... 	141

Bibliografia....................................................................................................... 	143

Summary........................................................................................................... 	159



Wprowadzenie

Matematyka – jako jedna z najbardziej jednoznacznych dziedzin wiedzy, 
ustrukturyzowana i połączona w logiczną całość – w przestrzeni swoich rozważań 
umieszcza abstrakcyjne obiekty opisane charakteryzującymi je własnościami. Nie-
stety potocznie kojarzona jest z rachunkami szkolnymi, rysunkami geometryczny-
mi i ogromną liczbą schematów umożliwiających rozwiązywanie zadań, zazwy-
czaj typowych. Taki sposób postrzegania uwypukla jej niewłaściwe pojmowanie 
oraz wskazuje na prawdopodobne złe doświadczenia szkolne z nią związane.

Uwarunkowana kulturowo potrzeba posługiwania się matematyką wy-
musza na nas konieczność korzystania z jej dorobku. Jednak mimo swojej po-
wszechności ma niestety więcej przeciwników niż zwolenników. Często może-
my usłyszeć: Ach ta matma! Ja nie lubię matematyki! Matematyka jest trudna. Ja 
nigdy nie wiedziałem(-łam) o co chodzi na matematyce. Z drugiej strony dają się 
słyszeć głosy przekonujące nas o wadze matematyki, jej zbawiennym wpływie 
na rozwój logicznego myślenia czy niezbędności istnienia w zakresie kompe-
tencji wykształconego człowieka. Do dziś panuje powszechny pogląd, że ma-
tematyczne sukcesy świadczą o wysokiej inteligencji. Dwa funkcjonujące obok 
siebie poglądy na matematykę uwypuklają podział na oponentów wszelkiego po-
znania matematycznego i sympatyków każdej myśli z nią związanej. Potocznie 
słyszymy, że całe społeczeństwo możemy podzielić na „humanistów” i „umysły 
ścisłe”. Czy rzeczywiście tak jest? Przywołany stereotyp często wykorzystuje 
się w celu usprawiedliwienia niskich kompetencji matematycznych. Określiła-
bym go mianem mitu, ponieważ przy przeciętnych możliwościach poznawczych 
i w odpowiednio zorganizowanym środowisku matematyki szkolnej może na-
uczyć się każdy. 
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Nieformalna edukacja matematyczna rozpoczyna się bardzo wcześnie. 
Dzieci doświadczają jej jeszcze przed rozpoczęciem zorganizowanej nauki szkol-
nej. Doświadczenia te są związane z posługiwaniem się małymi liczbami, roz-
poznawaniem kształtów czy porządkowaniem obiektów. Wszystkie te czynności 
zdają się być dla dzieci naturalne z racji tego, że spotykają się z nimi chociażby 
podczas rozmów między dorosłymi, z dorosłymi, a także w gronie rówieśników. 
Obecność matematyki w naszej kulturze jest nie tyle uzasadniona, co przybiera 
formę stałego, naturalnego elementu naszego życia. I tak, to co początkowo dzie-
ciom wydaje się naturalne, poprzez szkolną formalizację staje się trudne, odległe 
i często bywa źródłem wielu trudności związanych z tą piękną dziedziną wiedzy.

Kształcenie umiejętności matematycznych, różnie postrzegane na prze-
strzeni lat, mocno zwraca się w kierunku aktywności własnej dziecka. Uczenie 
się matematyki jako rozumne budowanie własnych struktur umysłowych powin-
no stanowić podstawę praktyki edukacyjnej. Wood, rozważając kwestie dotyczą-
ce dziecięcych trudności w uczeniu się matematyki, zwraca uwagę na badania 
przeprowadzone przez Nunes i Bryant, na podstawie których wywnioskowano, 
że dzieci są gotowe do uczenia się matematyki w szkole, i ustalono, że dysponują 
pewnym rozumieniem pojęć matematycznych już przed tym, zanim zostaną for-
malnie ich nauczone (Wood, 2006). Wskazuje to, że przyczyną trudności pojawia-
jących się w uczeniu matematyki może być złe nauczanie, co potwierdzają spo-
strzeżenia Jeana Piageta. Jego śmiała autorska hipoteza mówi, że niepowodzeń 
szkolnych w zakresie przedmiotów ścisłych powinniśmy dopatrywać się w na-
uczaniu, które nie sprzyja rozwojowi uczniów. Badacz twierdzi, że wśród przy-
czyn tych nadmiernych trudności znajduje się brak zrozumienia sposobu naucza-
nia, nie zaś nauczanych treści (Piaget, 1977a). Drugą istotną kwestią podnoszoną 
w nauczaniu matematyki jest konieczność odwoływania się do dotychczasowych 
doświadczeń dziecka oraz przyjęcie założenia, że matematyka nie składa się z ka-
wałków, lecz jest ciągłą, spójną i hierarchiczną strukturą. Posługuje się własnym 
językiem, a ubrana w abstrakcyjne pojęcia stanowi ogromne wyzwanie, któremu 
muszą sprostać i uczniowie, i nauczyciele.

Rodzi się zatem pytanie: W jaki sposób nauczyciele powinni aktywnie wspie-
rać dziecko podczas rozwiązywania problemów i tworzenia konstrukcji pojęciowych 
w zakresie matematyki? Poszukiwania odpowiedzi trwają bezustannie. Wiemy jed-
nak, że nauczyciele powinni koncentrować się na przekształcaniu spontanicznej ak-
tywności dziecka w działalność skoncentrowaną na celu (Wygotski, 1978), wspierać 
rozwój myślenia dziecka (Bruner, 1978), a także celować działaniami dydaktycz-
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nymi w strefę najbliższego rozwoju dziecka (Wygotski, 2002). Ważne jest, aby 
umożliwiać uczniom badanie i eksperymentowanie, zaniechać zbyt pośpiesznego 
przechodzenia od struktury jakościowej omawianych zagadnień do bezpodstawnie 
szybkiego wprowadzania stosunków liczbowych i praw ilościowych oraz bardzo 
mocno akcentować uczenie się jako proces prowadzący do odkrywania praw i re-
guł funkcjonujących w matematyce (Bruner, 1978). Mimo upływu czasu, zalecenia 
dla organizacji warunków sprzyjających rozwojowi kompetencji matematycznych 
zdają się być nadal aktualne i co więcej – nadal w niewielkim stopniu realizowane 
we współczesnej praktyce edukacyjnej. Mówią o tym chociażby trudności, których 
uczniowie doświadczają, a które ujawniają się m.in. w międzynarodowych bada-
niach kompetencji matematycznych TIMSS1 czy PISA2.

Jak podkreśla Zofia Krygowska, przewodnią zasadą w nauczaniu matema-
tyki jest zasada „aktywnego i świadomego udziału ucznia w procesie nauczania” 
(Krygowska, 1977a, s. 3). Autorka zasadę tę uznaje za nieodzowny warunek re-
alizacji zadań szkoły w zakresie kształcenia matematycznego, uzasadniając, że 
wykorzystanie nawet najbardziej atrakcyjnych i nowoczesnych metod naucza-
nia czy pomocy dydaktycznych nie zagwarantuje nam uczenia się uczniów. Na 
pierwszy plan w procesie kształcenia wysuwa się zatem konieczność zabiega-
nia o rozwój aktywności uczniowskiej i uznanie jej za jeden z głównych celów 
kształcenia matematycznego uczniów, także we wczesnej edukacji. To ona, zda-
niem Krygowskiej, pozwala na systematyczne utrwalanie materiału nauczania 
oraz decyduje o rezultatach tego procesu (Krygowska, 1977a). Jako że uczenie 
się matematyki jest procesem skomplikowanym i w większości przypadków trud-
nym do samodzielnej realizacji, warto w edukacji matematycznej podjąć trud 
nauczenia uczniów uczenia się matematyki. Uczenie się matematyki możemy 
rozważać z kilku perspektyw. Pierwsza to przyjmowanie i asymilowanie infor-
macji przekazywanych przez nauczyciela lub pochodzących z różnych źródeł, 
tj. podręczników szkolnych, opracowań naukowych i popularyzujących matema-
tykę czy z funkcjonujących na różnych etapach kształcenia kompendiów wie-
dzy. Druga to wykorzystanie zgromadzonych informacji do rozwiązywania za-
dań o charakterze ćwiczeniowym lub nowych, których rozwiązanie niesie z sobą 
kolejne informacje. Mamy jeszcze trzecią możliwość, czyli odkrywanie wiedzy 

1  TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) – Międzynarodowe Badanie Wyników Na-
uczania Matematyki i Nauk Przyrodniczych.
2  PISA (Programme for International Student Assesment) – Program Międzynarodowej Oceny Umiejętności 
Uczniów.
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matematycznej, tj. subiektywnie nowych pojęć, twierdzeń i metod wykreowanych 
w trakcie twórczej działalności matematycznej przez samego ucznia lub rówie-
śników w trakcie zajęć. Wiemy, że tak wyróżnione przez Krygowską elementy 
zdobywania wiedzy matematycznej przeplatają się ze sobą w toku kształcenia. 
Jednak to, na co chciałabym zwrócić uwagę, wiąże się właśnie z ostatnim elemen-
tem, czyli odkrywaniem w toku uczenia się matematyki.

Odkrywanie matematyki, któremu poświęcono niniejsze opracowanie, nie 
jest rozpatrywane w obszarze spontanicznego działania uczniów. Wiążę je ze ściś
le określonymi przez podstawę programową kształcenia ogólnego celami naucza-
nia, gdyż w sytuacji, w której nie ustalono a priori zakresu treści matematycznych 
i nie określono listy wymagań edukacyjnych, odkrywanie matematyki mogłoby 
się ograniczać do zaspokajania naturalnej ciekawości poznawczej dziecka, jednak 
tylko w granicach sytuacji realnych, czyli tych, w których znalazło się dziecko. 
Wiedząc, że uwarunkowania środowiskowe, doświadczenia dziecka oraz jego 
potrzeby edukacyjne są zróżnicowane, nie możemy oczekiwać, że osiągnięcie 
pewnego poziomu znajomości matematyki w całej populacji jest oczywiste. Po-
trzebujemy raczej ukierunkowanego i zorganizowanego odkrywania wiedzy ma-
tematycznej, a jest to możliwe we właściwie zorganizowanych warunkach szkol-
nych. Warto dodać, że proponowane ujęcie różni się w bardzo ważnej kwestii od 
tradycyjnego podejścia do nauczania. Myślą przewodnią nauczania skierowanego 
na odkrywanie matematyki jest taka organizacja środowiska uczenia się uczniów, 
w której odczuwają oni pogłębione rozumienie treści matematycznych oraz budzi 
się w nich odpowiedzialność za efekty własnej pracy. Oczekiwana zmiana postaw 
uczniowskich powinna obejmować również pogłębione rozumienie tego, czym 
jest matematyka, dostrzeżenie jej użyteczności i korzyści płynących z umiejętno-
ści posługiwania się nią. Na koniec warto podkreślić, że to właśnie uczniowskie 
odkrycia pozwalają na zgłębianie metod matematycznych przy jednoczesnym 
wyposażaniu ich w narzędzia wyzwalające samodzielność poznawczą.

Nauczanie skierowane na odkrywanie nie jest nowym rozwiązaniem me-
todycznym, ale wciąż mało popularnym we współczesnej praktyce edukacyjnej. 
Lekcje budowane w tym podejściu od początku do końca są poświęcone dzia-
łaniom uczniów, którzy w toku realizacji zadań odkrywają prawa i reguły ma-
tematyczne, związki i zależności między obiektami matematycznymi, a także 
kształtują nowe pojęcia. Proponowane rozwiązanie cechuje zwrot aktywności 
uczestników lekcji. Stroną aktywną stają się uczniowie, a nauczyciele towarzyszą 
im w procesie poznania. Niestety proponowane nauczanie poprzez odkrywanie 
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ma również swoje wady. Wymaga od nauczycieli nie tylko wiedzy merytorycznej 
z zakresu matematyki, znajomości charakterystycznych cech rozwojowych dziec-
ka oraz umiejętności metodycznych w zakresie planowania i organizacji pracy 
na lekcji, ale również czasu i nakładu pracy, jaki muszą przeznaczyć na przy-
gotowanie zajęć. Czy warto podjąć ten trud? Myślę, że tak. Nauczanie poprzez 
odkrywanie przyczyni się nie tylko do wzrostu matematycznych kompetencji 
uczniów, ale uczyni matematykę ciekawszą, zrozumialszą i atrakcyjniejszą, także 
dla nauczycieli. Pamiętając, że wprowadzanie dziecka w świat matematyki nie 
oznacza przekazywania zbioru gotowych schematów postępowania do pamięcio-
wego opanowania, dbajmy o wykształcenie kompetencji ułatwiających sprawne 
funkcjonowanie w otaczającej nas rzeczywistości.

Konstrukcja niniejszego opracowania prowadzi czytelnika przez trzy roz-
działy, koncentrując się kolejno na możliwościach poznawczych dziecka i poglą-
dach na ich rozwój, samym akcie odkrywania matematyki, aż po scharakteryzo-
wanie nauczania sprzyjającego dziecięcym odkryciom. W pierwszym rozdziale 
nakreślono psychopedagogiczne podstawy poznania matematycznego dziecka. 
Wyróżniono nie tylko elementy procesów sprzyjających rozwojowi najmłodszych 
uczniów, ale również podkreślono ich możliwości i potrzeby edukacyjne. Roz-
dział kończy się przywołaniem głównych oczekiwań wobec nauczania matema-
tyki w klasach I–III formułowanych na podstawie dostrzeganych mankamentów 
procesów edukacyjnych oraz refleksją nad możliwościami sprostania społecznym 
oczekiwaniom. Drugi rozdział poświęcono odkrywaniu matematyki, a dokładniej 
procesom, które silnie aktywują się podczas dziecięcych odkryć matematycz-
nych. Rozdział trzeci w całości poświęcono metodzie nauczania skierowanego 
na odkrywanie matematyki. Oprócz podstaw teoretycznych proponowanego roz-
wiązania zwrócono uwagę na pojawiające się w literaturze przedmiotu jego zalety 
i wady oraz zaproponowano konstrukcję lekcji, która została zilustrowana przy-
kładami zajęć matematycznych dla uczniów na pierwszym etapie edukacyjnym.





1.	 Psychopedagogiczne podstawy poznania matematycznego

To, że uczymy się przez całe życie, nie podlega dyskusji. Początkowo 
w szkołach w sposób zorganizowany, później samodzielnie, poszukując odpo-
wiedzi na nurtujące nas pytania. Nieustannie kształtujemy nowe umiejętności 
potrzebne nam w życiu codziennym, a także zawodowym. Jednak trudność nie 
polega na tym, że mamy się uczyć, a raczej koncentruje się wokół pytania: Jak 
się uczyć, aby uzyskać najlepsze efekty? Poszukując odpowiedzi na to pytanie, 
należałoby zwrócić się w kierunku psychologii, która zajmuje się badaniami nad 
ludzkim zachowaniem i stara się m.in. odpowiedzieć na pytania stawiane o opty-
malizację procesu kształcenia. Optymalizację, której głównym celem staje się 
zorganizowanie w szkołach doskonałego środowiska uczenia się uczniów.

Na proces kształcenia składają się dwa zależne od siebie procesy, tj. uczenia 
się i nauczania. Pierwszy jest aktywnością uczniów, a drugi nauczycieli. Procesy 
te, różnie rozumiane na przestrzeni lat, różnie kształtowały pracę szkół. Rozważa-
nia o podstawach kształcenia matematycznego chciałabym rozpocząć od prezen-
tacji stanowiska, które będzie dominowało w całym opracowaniu. Z uwagi na to, 
że na proces kształcenia składają się uczenie się uczniów i nauczanie nauczycieli, 
warto określić relacje, jakie mogą między nimi wystąpić. Możemy wyróżnić trzy 
typy relacji opisujących rangę każdego z uczestników edukacji szkolnej. Pierwsza 
z nich czyni dominującym nauczanie, w którym najważniejszą osobą na lekcji sta-
je się nauczyciel i to, co ma do przekazania. Uczenie się w tej sytuacji polega na 
przyswajaniu informacji przekazanych przez nauczyciela i ćwiczeniu sprawności 
w rozwiązywaniu zadań zaproponowanym sposobem. Kolejna relacja na równi 
traktuje uczenie się i nauczanie, dzieląc zajęcia edukacyjne na epizody z domina-
cją raz to nauczyciela, innym razem uczniów. Ostatnia, którą uczyniłam wiodącą 
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w niniejszym opracowaniu, największe znaczenie przypisuje uczeniu się uczniów. 
To w tym wypadku uczeń staje się stroną aktywną poznawczo, a przede wszyst-
kim odpowiedzialną za własne uczenie się, które jest indywidualnym procesem 
budowania i konstruowania własnej wiedzy. Nauczycielowi zaś wyznaczam rolę 
organizatora środowiska uczenia się uczniów i animatora, w naszym przypadku 
– matematycznej rzeczywistości. Głównym zadaniem nauczyciela staje się ak-
tywizowanie uczniów i zachęcanie do podejmowania intelektualnych wyzwań. 
Dominująca w tym ujęciu potrzeba koncentracji na osobie ucznia wymusza na 
nauczycielach pogłębioną analizę i refleksję nad sposobami uczenia się uczniów 
oraz nad efektywnością działań dydaktycznych.

Podejmowanie intelektualnych wyzwań przez naszych uczniów wiąże się 
bezpośrednio z ich możliwościami poznawczymi, zasobem dotychczasowych 
osiągnięć i nagromadzonych doświadczeń, a także z motywacją do działania i za-
spokajaniem naturalnej ciekawości poznawczej. Dlatego właśnie, określając go-
towość dziecka do podjęcia aktywności matematycznej, należałoby zapoznać się 
z dotychczasowymi odkryciami i spostrzeżeniami związanymi z tym, jak uczą się 
nasze dzieci, jak rozumują podczas wzmożonej działalności intelektualnej, a tak-
że które z nich w trakcie uczenia się aktywności umożliwiają najlepszy w danych 
warunkach rozwój. Problem ten nie jest nowy, a odpowiedzi na to pytanie poszu-
kiwało wielu znamienitych naukowców.

1.1.	 Zarys psychologicznych koncepcji rozwoju człowieka

Jean Piaget (1896–1980), jak wspomniano we wprowadzeniu, wysuwa 
śmiałą hipotezę, w której to uzależnia niepowodzenia szkolne w zakresie przed-
miotów ścisłych od niewłaściwego nauczania. Wśród nadmiernych przyczyn 
owych trudności wskazuje brak zrozumienia „raczej sposobu nauczania, nie zaś 
jego treści” (Piaget, 1977a, s. 24). Zwraca uwagę na zbyt pospieszne przechodze-
nie od struktury jakościowej omawianych zagadnień do bezpodstawnie szybkie-
go wprowadzania, np. stosunków liczbowych i praw ilościowych. Bardzo mocno 
akcentuje aktywność uczących się. Uznaje, że ma ona prowadzić do odkrywania 
lub przynajmniej odtwarzania praw i reguł funkcjonujących w danej dziedzinie 
(Piaget, 1977a, s. 28). Dominująca w jego teorii potrzeba zmiany o sposobie my-
ślenia dzieci podnosi rangę aktywności własnej jednostki. Samodzielne czynno-
ści dziecka w świecie rzeczywistym badacz czyni podstawą myślenia człowieka 
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(Wood, 2006). Wskazuje, że to właśnie one umożliwiają nabywanie umiejętności 
oddziaływania na świat i pozwalają dostrzec skutki podejmowanych działań. Tak 
postrzegane myślenie dziecka ukazuje, że różni się ono od myślenia dojrzałej jed-
nostki, a co więcej – implikuje potrzebę działań pozwalających ową dojrzałość 
osiągnąć. Rozwój postrzegany nie jako kumulacja kolejnych wiadomości i umie-
jętności z danego zakresu, a jako samokierowane działania, ma prowadzić dziec-
ko do coraz lepszego rozumienia świata.

Piaget definiuje rozwój intelektualny jako nieprzerwanie trwające równo-
ważenie się dotychczas ukształtowanych struktur poznawczych (Piaget, 1966, 
s. 12). W wyniku wielu różnorodnych doświadczeń schematy poznawcze ulegają 
regularnym przekształceniom w kierunku doskonalszych, pełniejszych i trwal-
szych. Wszystkiemu towarzyszą czynności regulacyjne: asymilacja i akomodacja. 
Asymilacja ma miejsce wtedy, gdy do już istniejących schematów zmysłowo-ru-
chowych lub pojęciowych włączamy nowy, pochodzący z zewnątrz element. Może 
nim być dotychczas niespotykane zdarzenie, przedmiot lub wcześniej niedostrze-
żone cechy obiektu. Odpowiadająca za zmiany ilościowe asymilacja koncentruje 
się na uzupełnianiu funkcjonujących schematów umysłowych o nowe informa-
cje i wzmacnianiu ich. Natomiast drugi z procesów, akomodacja, wymusza ko-
nieczność modyfikacji istniejących struktur poznawczych w celu uwzględnienia 
odmiennych od już ukształtowanych systemów umysłowych. Oba te procesy są 
ściśle ze sobą powiązane. Ich współwystępowanie umożliwia nie tylko zwiększe-
nie zasobów umysłowych, ale także pozwala łączyć w całość początkowo wyizo-
lowane systemy wiedzy jednostki (Piaget, 1981, s. 8–16). Tak rozumiany rozwój 
intelektualny implikuje ważne przesłanki dla zorganizowanego nauczania. Otóż 
z jednej strony podkreśla ustrukturyzowanie i hierarchiczność wiedzy, a z dru-
giej wskazuje na możliwość występowania wiedzy z danego zakresu w postaci 
odrębnych schematów. Dla prawidłowo przebiegającego rozwoju intelektualnego 
dziecka ważny jest zatem sposób organizacji nowych treści, doświadczeń i przede 
wszystkim łączenie ich w całość tworzącą rozbudowane, trwałe struktury. Dąże-
nie do zachowania równowagi między tym, co ukształtowane, a tym, co nowe, jest 
procesem ciągłym, ale różni się aktywnościami właściwymi dla danego okresu 
rozwojowego. To właśnie możliwości poznawcze człowieka determinują cechy 
dobrej organizacji procesu uczenia się. Warto dodać, że Piaget nie wskazywał wy-
raźnej potrzeby występowania nauczyciela. Twierdził, że istotą rozwoju intelek-
tualnego dziecka jest ciągłe oddziaływanie między nim a środowiskiem, a wiedza 
i struktury poznawcze rozwijają się w jego własnym umyśle (Piaget, 1981).
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Piaget, koncentrując się w swoich badaniach na rozwoju intelektualnym, 
wyróżnił cztery wspomniane wcześniej stadia, czyli hierarchicznie powiązane 
okresy rozwojowe, w których kolejne obejmują osiągnięcia poprzedniego i zo-
stają uzupełnione o nowe (Ledzińska, Czerniawska, 2011). Poszczególnym okre-
som zostały przyporządkowane granice wiekowe, które – co warto podkreślić 
za autorem koncepcji – nie są sztywne i mogą się zmieniać dla każdej dojrze-
wającej jednostki. Pierwszy z tych okresów, sensoryczno-motoryczny, przypada 
na czas od urodzenia do drugiego roku życia. Wśród jego największych osiąg
nięć wskazywano ukształtowanie podstawowej wiedzy o sobie samym i ota-
czającej rzeczywistości. Na podstawie zgromadzonych za pomocą narządów 
zmysłu i własnej aktywności ruchowej informacji powstają pierwsze schematy 
sensoryczno-motoryczne, które ułatwiają funkcjonowanie w życiu codziennym. 
Rozwój umysłowy w tym czasie koncentruje się wokół inteligencji praktycznej, 
przyczyniając się do adekwatności zachowania dziecka w stosunku do otoczenia 
(Brzezińska, 2020).

Kolejny okres, przypadający mniej więcej na czas od drugiego do siódme-
go roku życia, wzbogacony o wyobrażenia rzeczywistych przedmiotów, nazwany 
przedoperacyjnym. W tym czasie pojawia się zdolność do odtwarzania w umyśle 
nieobecnych fizycznie przedmiotów, ale nie występuje jeszcze umiejętność ich 
przekształcania czy też dostrzegania i wskazywania związków między nimi i ich 
elementami. Aktywność dziecka staje się bardziej celowa niż w poprzednim okre-
sie, skoncentrowana na poznawaniu świata zewnętrznego, ale nadal w głównej 
mierze umiejscowiona w układzie, którego centrum stanowi ono same (dziecięcy 
egocentryzm). Następuje wzbogacenie dotychczasowych struktur umysłowych 
i ich rozbudowa, która w dalszym ciągu wspierana jest manipulacjami obiekta-
mi rzeczywistymi. Rozwija się umiejętność analizy i syntezy wzrokowej oraz 
słuchowej. Młodzi ludzie zaczynają dostrzegać braki w swojej wiedzy i chętnie 
zwracają się z prośbą o jej uzupełnienie. Wyraźnie odróżniają działania poznaw-
cze od innych aktywności. W tym okresie szybko rozwija się mowa i wzrasta za-
sób opanowanych pojęć. Pojawia się zdolność do realizacji wyznaczonych zadań 
oraz przyswajania reguł i zasad obowiązujących w grupie. Główną aktywnością 
dziecka nadal jest zabawa, w której to zaczyna odgrywać role osób zaobserwo-
wanych w najbliższym otoczeniu, ucząc się w taki sposób zasad funkcjonowania 
w społeczeństwie (Brzezińska, 2020, s. 198–199). 

Trzeci okres, przypadający na czas od około siódmego do jedenastego roku 
życia, to stadium operacji konkretnych. W tym czasie dziecko jest w stanie prze-
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prowadzić operacje umysłowe proste i złożone, jednak ciągle mające swoje źródła 
w działaniach konkretnych. Stopniowo pojawia się umiejętność operowania poję-
ciami abstrakcyjnymi. Odwracalność operacji myślowych, której zaczątki mogliś
my obserwować już we wcześniejszym stadium, w dalszym ciągu jest możliwa 
tylko w przypadku czynności uprzednio obserwowanych. Jest to niezwykle istotna 
cecha, bo właśnie dzięki niej dzieci zaczynają posługiwać się coraz bardziej złożo-
nymi strategiami poznawczymi i organizacyjnymi, a także opanowują umiejętność 
czytania i pisania. Następuje dalszy rozwój kontrolowania własnych emocji, dzięki 
czemu dziecko dłużej i z większym zaangażowaniem koncentruje się na realizacji 
wyznaczonego zadania. Kształtują się strategie poznawcze i zaczątki metapozna-
nia. Wzrasta znaczenie grupy rówieśniczej, przejawiające się przyjmowaniem obo-
wiązujących w niej zasad i silną potrzebą akceptacji z jej strony. Pojawiają się pod-
stawy rozumowania przez analogię i klasyfikacja. Następuje rozwój samooceny, 
uwidaczniający się we wzroście trafności oraz umiejętności wykorzystywania jej 
do planowania i organizacji pracy. Charakterystyczna dla tego okresu zdolność do 
decentracji umożliwia ujmowanie rzeczywistości z różnych perspektyw. W aspek-
cie poznawczym oznacza to zdolność do łączenia i jednoczesnego porównywania 
więcej niż jednej cechy badanego obiektu oraz rozpatrywania sytuacji problemo-
wej w kontekście kilku rozwiązań. Natomiast w aspekcie socjalnym (określana 
mianem decentracji interpersonalnej) pozwala dziecku przyjąć inny, nie tylko włas
ny punkt widzenia. Zawdzięczmy jej zdolność trafnego postrzegania innego czło-
wieka, rozumienia przyjętego przez niego stanowiska, modyfikowania własnych 
działań na podstawie spodziewanych reakcji przy jednoczesnym zachowaniu włas
nego punktu widzenia. Zdolność dziecka do decentracji uznawana jest za sukces 
tego okresu rozwojowego (Trempała, 2011, s. 245).

Ostatnim docelowym stadium rozwoju intelektualnego człowieka jest 
okres operacji formalnych. W tym okresie rozumowanie dziecka nie ograni-
cza się do materiału konkretnego, ale zaczyna coraz szerzej obejmować abs-
trakcyjny, by wreszcie osiągnąć poziom pełnej uniwersalizacji myślenia. Jest 
to czas, w którym człowiek nie tylko doskonali myślenie formalne, ale rozwija 
zainteresowania światem wartości, idei, nauki oraz kształtuje własną tożsamość 
i światopogląd (Trempała, 2011). Tworzące się coraz doskonalsze formy umy-
słowe mają duży wpływ na rozwój społeczny, moralny, uczuciowy oraz osobo-
wościowy. Stabilność i ciągłość rozwoju, którą zakładał Piaget, miały na celu 
pełną adaptację jednostki do środowiska. Osiągnięcia stadium operacji formal-
nych stanowią podstawę autonomicznego funkcjonowania jednostki w otacza-
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jącej rzeczywistości przy jednoczesnej zdolności realnego oddziaływania na nią 
(Inhelder, Piaget, 1970).

Teoria Piageta znacząco przyczyniła się do zmian w postrzeganiu rozwoju 
intelektualnego człowieka i do dziś stanowi źródło inspiracji dla kolejnych badań, 
a mimo to nie obroniła się przed krytyką. Wśród zarzutów wysuwanych pod adresem 
prac tego znamienitego psychologa znalazło się określenie ram czasowych kolejnych 
stadiów rozwojowych, które – moim zdaniem – odgrywają drugorzędną rolę w całej 
teorii. Do budowania przestrzeni edukacyjnej dziecka najistotniejsze jest stanowisko 
dotyczące ciągłości procesu rozwoju i możliwości stymulowania go. Inny zarzut od-
nosił się do podstaw metodologicznych prowadzonych badań. Zadaniom wykorzy-
stywanym w badaniach zarzucano błędy w sformułowanych pytaniach, pomijanie 
kontekstu społecznego badanego, niedocenianie roli języka, czy wreszcie wyrażono 
wyraźny sprzeciw wobec sztywnego przypisania cechy rozwojowej do danego 
stadium (Wood, 2006, s. 54–62). Dla nas jednak najistotniejsze staje się postrzeganie 
samego rozwoju jako kształtowanie się coraz doskonalszych struktur umysłowych 
oraz opisanie możliwości poznawczych dziecka w zależności od wieku.

W kulturowo-społecznej koncepcji rozwoju Lwa Siemionowicza Wygot-
skiego (1896–1934) również kluczową rolę przypisano aktywności własnej dziec-
ka. Rozwój, postrzegany jako następstwo interakcji ze środowiskiem i jego wy-
tworami, staje się podstawą osiągnięcia dojrzałości psychicznej (Trempała, 2011, 
s. 107). Jednostka – początkowo poprzez aktywność sensoryczno-motoryczną – 
bada otaczającą ją rzeczywistość, poznaje przedmioty i dostępne narzędzia, po 
czym stara się je wykorzystać podczas własnego działania. Oprócz cech właści-
wych obiektów rzeczywistych poznaje ich nazwy, stopniowo łącząc je z obiektami 
podczas działań praktycznych. Łączenie działań praktycznych z mową umożliwia 
dziecku coraz lepsze planowanie w sferze werbalnej. Punktem kulminacyjnym 
dojrzewania mowy u Wygotskiego jest rozwój mowy wewnętrznej, którą utoż-
samia z myśleniem. Planowanie działań i przewidywanie ich następstw w sferze 
umysłowej przypisuje procesowi interioryzacji, czyli uwewnętrznieniu obiektów 
funkcjonujących w danej kulturze. Na przeciwległym biegunie stawia proces eks-
terioryzacji, wskazując, że za jego pomocą jednostka uzewnętrznia własne stany 
umysłowe i może uczestniczyć w procesie kulturotwórczym. Za dojrzałą jednost-
kę uważa tę, która w wyniku stałego rozwoju psychiki potrafi na poziomie umy-
słowym, bez konieczności wykonywania czynności praktycznych, wykonywać 
rozmyślania pojęciowe i abstrakcyjne, przewidywać następstwa działań i mode-
lować początkowo przyjęte rozwiązania (Wygotsky, 1978).
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Bardzo ważną i odmienną od Piagetowskich przekonań jest teza głoszą-
ca, że „nauczanie winno wyprzedzać rozwój” (Trempała, 2011, s. 108). Skoro 
tak, to organizacja nauczania ma istotne znaczenie w rozwoju dojrzałości psy-
chicznej człowieka i wskazuje na kluczową rolę dojrzałej jednostki w kierowaniu 
aktywnościami dziecka. Nauczanie wybiegające przed możliwości rozwojowe 
Wygostki określił, formułując strefy rozwoju dziecka. Pierwsza, nazwana strefą 
aktualnego rozwoju (SAR), odnosi się do zakresu tych wiadomości i umiejętności 
dziecka, które pozwalają mu samodzielnie rozwiązać stawiane przed nim zadania. 
Druga, strefa najbliższego rozwoju (SNR), określa ten zasób dotychczasowych 
osiągnięć intelektualnych dziecka, który przy wsparciu osoby dorosłej pozwala na 
osiągnięcie sukcesu (Wygotski, 1971, s. 542). Jak nietrudno się domyślić, strefy 
aktualnego i najbliższego rozwoju są indywidualne dla każdego z nas, a w prak-
tyce edukacyjnej winny stanowić podstawę indywidualizacji procesu kształcenia. 
Trudność dydaktyczna, która pojawia się w ich kontekście, związana jest z ko-
niecznością trafnego określenia zakresu tych stref i właściwego zaplanowania 
działań edukacyjnych.

Uznane za jedno z najważniejszych osiągnięć Wygotskiego prawo rozwoju 
kulturowego podkreśla zależność rozwoju jednostki właśnie od kontekstu kul-
turowego, w którym jednostka się znajduje. Silnie oddziałująca od pierwszych 
dni życia dziecka płaszczyzna zewnętrzna (społeczna) angażuje początkowo lu-
dzi z najbliższego otoczenia dziecka (rodzice, opiekunowie, starsze rodzeństwo, 
nauczyciele) i to oni wówczas mają największy wpływ na tworzące się procesy 
psychiczne (płaszczyzna wewnętrzna). Niemniej jednak kształtujące się struktu-
ry umysłowe nie są wiernym odbiciem doświadczanych kontekstów, ale stano-
wią konstrukcję indywidualną i kreują dalszy rozwój jednostki (Trempała, 2011, 
s. 109). Mając na uwadze, że rozwój psychiczny jest ukierunkowany od zewnątrz 
do wewnątrz i jest rozciągnięty w czasie, Wygotski wskazuje charakterystycz-
ne okresy w rozwoju dziecka. Jego zdaniem początkowe aktywności dziecka 
koncentrują się na sytuacjach konkretnych, czyli takich, w których manipuluje 
rzeczywistymi przedmiotami i na ich podstawie tworzy pierwsze struktury umy-
słowe. Początkowo izolowane czynności umysłowe stopniowo przekształcają się 
w czynności wykonywane w myśli, tworząc coraz bardziej złożone struktury, by 
wreszcie osiągnąć poziom myślenia abstrakcyjnego. Mowa, tak istotna w po-
glądach Wygotskiego, również rozwija się stopniowo. Poczynając od mowy ze-
wnętrznej (społecznej), gdy dziecko często posługuje się słowami, których nie 
rozumie, a mimo to używa trafnie, poprzez mowę egocentryczną, stanowiącą pod-
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stawę związku mowy z rozwojem wyższych funkcji psychicznych, aż do mowy 
wewnętrznej, określanej mianem myślenia (Wygotski, 1971, s. 126–127).

Jerome Seymour Bruner (1915–2016), poszukując teorii nauczania, sfor-
mułował kilka praw rozwoju umysłowego. Twierdził, że rozwój polega na unie-
zależnianiu się jednostki od bezpośredniej natury bodźca, a kluczowa staje się 
zdolność interioryzacji informacji płynących z zewnątrz oraz umiejętność maga-
zynowania ich w taki sposób, aby odzwierciedlały rzeczywistość (Bruner, 1978). 
Uważał, że stanowi to podstawę do przechodzenia od pojedynczych informacji 
w kierunku systemów złożonych, uwzględniających wiele możliwości rozbudo-
wanego świata zewnętrznego. Bardzo ważna w teorii Brunera jest rosnąca zdol-
ność do komunikowania się z sobą i innymi. Komunikowanie umożliwiają słowa 
i symbole, dlatego też język winien być postrzegany jako instrument, który – 
oprócz niepodważalnych walorów przy porozumiewaniu się czy wymianie myśli 
i spostrzeżeń – ułatwia proces uczenia się i nauczania. Znaczącą pozycję w teorii 
rozwoju umysłowego Bruner przypisuje osobie dorosłej, a dokładniej ilości i ja-
kości kontaktów z nią, od których uzależnia rozwój dziecka.

Poszukując odpowiedzi na pytanie, w jaki sposób dziecko uniezależnia się 
od bodźców bezpośrednich i magazynuje doświadczenia o otaczającej go rzeczy-
wistości, Bruner wskazał na system reprezentacji, który uznał za wysoce użytecz-
ny w rozważaniach nad rozwojem umysłowym człowieka. Przywołany system 
reprezentacji badacz definiuje jako zbiór reguł, które pozwalają jednostce tworzyć 
pojęcie stałości doświadczanych zdarzeń. Wskazuje kilka interesujących cech re-
prezentacji budowanych w umysłach:
–– istnienie różnych sposobów tworzenia reprezentacji, które podkreślają znacze-

nie aktywności jednostki i potrzebę różnorodnych doświadczeń,
–– selektywność tworzonych reprezentacji, która przejawia się w wychwytywa-

niu tylko wybranych cech obiektu lub zdarzenia,
–– brak arbitralności poszczególnych reprezentacji, która podkreśla różnorod-

ność w zakresie postrzegania, odbioru czy możliwego rozumienia zdarzeń lub 
obiektów,

–– sumaryczny charakter tworzonych reprezentacji, który pozwala na łączenie ich 
w obrębie jednego obiektu lub zdarzenia i ułatwia tworzenie złożonych struk-
tur umysłowych,

–– możliwość przekształceń w obrębie reprezentacji, która umożliwia przecho-
dzenie na wyższy poziom ogólności lub w miarę konieczności powrót do 
szczególnego przypadku,
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–– możliwość przekształceń z jednego systemu reprezentacji na inny,
–– możliwość kształtowania reprezentacji poprzez narzędzia lub instrumenty 

uwarunkowane kulturowo z uwzględnieniem ewolucji człowieka (Bruner, 
1978, s. 531 i dalsze).

Bruner wyszczególnia trzy typy reprezentacji: enaktywną, ikoniczną i sym-
boliczną. Nie wyznaczają one kolejnych etapów rozwoju jednostki i są nam do-
stępne przez całe życie. Mogą wystąpić jednocześnie lub przenikać się, tworząc 
np. reprezentację enaktywno-ikoniczną czy ikoniczno-symboliczną. Czynnikiem 
warunkującym ich rozróżnialność jest sposób, w jaki powstają. Pierwsze z wy-
mienionych – reprezentacje enaktywne – kształtują się w wyniku działania w rze-
czywistej przestrzeni, na podstawie danej reakcji ruchowej wynikającej z do-
świadczenia z udziałem rzeczywistych obiektów. Z takimi reprezentacjami mamy 
do czynienia w przypadku pływania, jazdy na rowerze czy spacerowania. Kolej-
ne – reprezentacje ikoniczne – pozwalają na ujmowanie pojedynczych obiektów 
lub zdarzeń w formie graficznej, w czym główną rolę odgrywają spostrzeżenia 
i wyobrażenia ujmujące struktury postrzeganych obiektów lub zdarzeń w formę 
obrazu. Reprezentacje symboliczne, związane z przedstawieniami słownymi i ję-
zykowymi, w modelowy sposób ujmują obiekty i zdarzenia, umożliwiają doko-
nywanie przekształceń umysłowych, w wyniku których osiągamy zdolność „for-
mułowania deklaratywnych twierdzeń na temat rzeczywistości” (Bruner, 1974, 
s. 33). W teorii Brunera istotne jest to, że jednostka osiąga dojrzałość umysłową 
dzięki przechodzeniu przez fazę działania, obrazową i symboliczną. Przy zacho-
waniu wskazanej kolejności reprezentacje ulegają integracji i wzajemnym prze-
kładom z jednej w drugą oraz są efektem indywidualnego poznania następującego 
w wyniku własnej aktywności.

Dla pełnej konstrukcji płaszczyzny rozważań o poznaniu matematycznym 
odwołam się również do koncepcji strukturacji i restrukturacji doświadczenia 
Marii Tyszkowej (1931–1993) oraz koncepcji rozwoju aktywności Marii Prze-
tacznik-Gierowskiej (1920–1995). Koncepcja M. Tyszkowej w centrum stawia 
doświadczenia jednostki, które czyni odpowiedzialnymi za rozwój zdefiniowany 
jako „ciąg zmian wynikających z organizowania się struktur doświadczenia (struk-
turacja) i ich przekształcania (restrukturacja)” (Trempała, 2011, s. 113). Struktury 
doświadczenia są odpowiednikiem struktur psychicznych, które rozbudowują się 
w wyniku własnej aktywności jednostki. Jednak autorka uznaje, że są one uzależ-
nione od indywidualnych możliwości gromadzenia i organizowania doświadczeń. 
Rozróżnia doświadczenia gatunkowe – odpowiedzialne za budowanie gotowych 
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struktur i połączeń nerwowych, doświadczenia indywidualne – zdobywane w trak-
cie podejmowanych działań, kontaktów z innymi czy przeżyć oraz doświadczenia 
społeczne – gromadzone dzięki kontaktom społecznym i uczestnictwu w kultu-
rze. Doświadczenia indywidualne, choć unikatowe, są podobne u dzieci w zbli-
żonym wieku, podobnie jak występujące u nich trudności rozwojowe. Wskazuje 
to na potrzebę właściwej organizacji pracy w danej grupie wiekowej. Wspomnia-
ną wcześniej aktywność własną Tyszkowa czyni odpowiedzialną za interakcje, 
których jednostka doświadcza w konfrontacji ze środowiskiem. Wzajemna za-
leżność między aktywnością własną dziecka i środowiskiem stanowi podstawę 
zmian konstrukcyjnych i funkcjonalnych dotychczasowych struktur umysłowych. 
Rozwój jest procesem cyklicznym i interakcja ze światem zewnętrznym, mimo 
osiągniętego pewnego poziomu autonomii, wywołuje zmiany, kształtując również 
sam rozwój psychiczny (Trempała, 2011, s. 115).

Maria Przetacznik-Gierowska aktywność własną jednostki uznaje natomiast 
za główny czynnik rozwoju człowieka i kształtowania jej relacji ze środowiskiem. 
Adaptacyjna funkcja aktywności przystosowuje jednostkę do otoczenia, jednocześ
nie pozwalając jej na wywoływanie w nim zmian. Ma charakter rozwojowy i ulega 
ciągłym przekształceniom uzależnionym od wieku jednostki. To właśnie w okresie 
dzieciństwa i młodości aktywność własną cechuje największe tempo, dynamika 
zmian i duża plastyczność. Badaczka, analizując zmiany aktywności występujące 
w ciągu całego życia człowieka, wskazała ważne z dydaktycznego punktu widze-
nia wzajemnie dopełniające się procesy charakteryzujące ich przebieg. Za pierw-
szą parę uznała różnicowanie i scalanie, podkreślając, że zmiany aktywności idące 
w obu tych kierunkach umożliwiają nie tylko hierarchizację działań i czynności, 
ale przede wszystkim pozwalają na budowanie systemów bardziej złożonych oraz 
dostrzeganie związków między nimi. Kolejną parą jest interioryzacja i eksteriory-
zacja, dzięki którym początkowe czynności na obiektach rzeczywistych, następnie 
na zastępnikach, rysunkach i schematach, przechodzą w czynności wewnętrzne, 
a te kierują aktywnością zewnętrzną jednostki. Ważną parą procesów wyodrębnio-
nych w przestrzeni aktywności własnej jednostki jest uświadomienie i automatyza-
cja, które nie tylko przyczyniają się do zwiększenia świadomości wykonywanych 
czynności, ale stopniowo je automatyzują, skracając czas wykonywania działań. 
Ostatnia para procesów, socjalizacja i indywidualizacja, odpowiadają nie tylko 
za akceptację i przystosowanie się do środowiska, ale pozwalają także – a może 
przede wszystkim – na ukształtowanie i zachowanie własnej indywidualności. Jak 
twierdzi Przetacznik-Gierowska, jednostka zawdzięcza rozwój, a dokładniej – jego 
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przebieg, tempo i kierunki, właśnie własnej aktywności. To własna aktywność 
umożliwia modyfikację środowiska i własnego kształcenia. Ma złożoną naturę 
i jest pewnym stanem charakteryzującym jednostkę (Trempała, 2011, s. 117).

1.2.	 Możliwości poznawcze dziecka w zakresie matematyki

Poszukując najkorzystniejszych warunków rozwoju jednostki, stale zasta-
nawiamy się, które z nich mają kluczowe znaczenie, a które pełnią rolę współtowa-
rzyszących. Chcąc jednak mówić o organizacji środowiska uczenia się uczniów, 
należałoby określić przestrzeń dalszych rozważań. Przyjmując osiągnięcia przy-
wołanych wcześniej wybitnych naukowców, możemy pokusić się o nakreślenie 
wspólnych cech wskazujących kierunek dalszych poszukiwań w obszarze działań 
wspierających dziecko na drodze poznania matematycznego.

Punktem wyjścia będzie stwierdzenie, że rozwój jest procesem ciągłym, 
długotrwałym (Matczak 2003, s. 10). Rozciągnięty w czasie, rozpoczyna się od pierw-
szych dni życia dziecka i w sprzyjających warunkach, przy odpowiedniej determinacji 
jednostki, nie kończy się nigdy. Ważną kwestią jest, że nie odbywa się na zewnątrz. 
Jest wewnętrznym, indywidualnym procesem każdego człowieka i jako taki może 
przebiegać różnie u każdego z nas (Straś-Romanowska, 2002). Wspomniana różno-
rodność obejmuje tempo, dynamikę i harmonijność w zakresie tworzenia kolejnych 
struktur umysłowych. Istotą rozwoju staje się zatem osiąganie coraz doskonalonych 
stanów dojrzałości psychicznej, umożliwiających aktywne funkcjonowanie w otacza-
jącej rzeczywistości. Aktywne funkcjonowanie rozumiane nie tylko jako przystoso-
wanie, ale jako pełne i aktywne uczestnictwo w kulturze (Trempała, 2011, s. 117).

Głównym motorem rozwoju jest aktywność własna jednostki, która pozwa-
la na doświadczanie samego siebie i przestrzeni rozpościerającej się wokół (Prze-
tacznikowa, 1973, s. 174; Kofta, 1989, s. 35; Matczak, 1992, s. 156; Brzezińska, 
Lutomski, Smykowski, 1995, s. 12; Brzezińska, 2000, s. 69). Wielość i różnorod-
ność gromadzonych doświadczeń ubogaca jednostkę, czyniąc ją autonomiczną, 
ale nie wyizolowaną z rzeczywistości. Poziom aktywności własnej warunkuje 
ilość zdobytych doświadczeń, a to z kolei oddziałuje na prędkość rozwoju (Trem-
pała, 2011, s. 114–115), dlatego właśnie dążenie do zapewnienia różnorodności 
doświadczeń w procesie kształcenia jest ważne dla prawidłowego rozwoju.

Aktywność własną jednostki, jak dowodzi M. Tyszkowa, cechuje różne na-
tężenie w kolejnych latach naszego życia (Trempała, 2011, s. 115–117). Podkreśla-
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jąc jej największą plastyczność i intensywność w okresie dzieciństwa i młodzień-
czości, autorka pokazuje, że jest to okres w życiu człowieka, którego nie należy 
lekceważyć w kontekście rozwoju. Mimo że to jednostka jest w pełni odpowie-
dzialna za własny rozwój, a konstruowanie znaczeń ma charakter indywidualny, to 
za Wygotskim i Brunerem przyjmujemy znaczący wpływ kontekstu kulturowego, 
który nie tylko warunkuje poznanie, ale i obejmuje relacje z innymi ludźmi. Od 
ilości, a przede wszystkim jakości tych relacji zależy przebieg rozwoju psychicz-
nego, dlatego czynnikiem znaczącym staje się wsparcie udzielane z zewnątrz. Nie 
obejmuje ono jedynie zaspokajania potrzeb życiowych, ale koncentruje się na kie-
runkowaniu i ułatwianiu przechodzenia na wyższy poziom umysłowy.

Rozważając możliwości rozwojowe dziecka w zakresie matematyki, na-
leżałoby zastanowić się, w jaki sposób odpowiedzieć na potrzeby edukacyjne 
dziecka i czego możemy się spodziewać w obszarze osiągnięć edukacyjnych. Ba-
dania nad rozwojem umysłowym dzieci wyraźnie wskazują na charakterystyczny 
w kolejnych etapach edukacji sposób „patrzenia na świat”. Periodyzacja procesu 
rozwojowego umożliwia wyodrębnienie specyficznych, właściwych dla danego 
wieku dziecka, cech. Nas będzie interesował okres przypadający na pierwszy etap 
edukacyjny. Obejmuje on dzieci w wieku od 7. do 10. roku życia i jest odpo-
wiednikiem piagetowskiego okresu operacji konkretnych. Jednak założenie, że 
w grupie pierwszoklasistów znajdują się tylko uczniowie, którzy już osiągnęli ten 
poziom, jest wielkim uproszczeniem. Ten fakt silnie akcentuje Edyta Gruszczyk-
-Kolczyńska, przestrzegając przed zbyt pochopnym przyjmowaniem założenia, 
że uczniowie w klasie stanowią jednorodną pod względem poznawczym grupę 
(Gruszczyk-Kolczyńska, 1992). Jest to jeden z powodów, dla którego rozważania 
o możliwościach poznawczych dziecka rozpoczniemy od stadium przedopera-
cyjnego, a zakończymy na stadium operacji formalnych. Drugi powód przyjęcia 
takiego rozwiązania wiąże się z koniecznością określenia miejsca, od którego roz-
poczynamy szkolne działania edukacyjne, i miejsca, do którego zmierzamy. Po-
nadto, charakteryzując możliwości rozwojowe dziecka, nie możemy ograniczyć 
się do sfery poznawczej, bo – jak wiemy – nie funkcjonuje ona w oderwaniu od 
innych sfer: fizyczno-motorycznej, emocjonalnej czy społecznej.

1.2.1.	 Zmiany w sferze poznawczej

Rozwój dziecka w sferze poznawczej ściśle wiąże się z rozwojem umie-
jętności odbierania, przetwarzania i przyswajania informacji płynących ze śro-
dowiska, w którym dziecko funkcjonuje. Umiejętności te pozwalają jednostce na 
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analizę otaczającej rzeczywistości, formułowanie o niej wniosków oraz określają 
sposób, w jaki się uczymy. Rozwój poznawczy dziecka we wczesnej edukacji do-
strzegamy w zmianach sprawności percepcyjnej, rozwoju funkcji zarządzających 
poznaniem, rozwoju pamięci i uwagi, a także w obrębie dziecięcego myślenia.

Postępujące dojrzewanie układu nerwowego już w wieku przedszkolnym 
znacznie wpływa na sprawność percepcyjną dziecka. Rozpoczyna się od kon-
centracji na najsilniej wyeksponowanych elementach obiektu (dziecięcy syn-
kretyzm) i rozwija się w kierunku dostrzegania jego mniej charakterystycznych 
cech, a także relacji i stosunków występujących między elementami obserwo-
wanego obiektu, pozwalając tym samym na różnicowanie w zakresie kształ-
tów, odcieni barw, dźwięków czy zachowanie tonacji i rytmów. Natomiast już 
w młodszym wieku szkolnym dzieci mają zdolność poddawania pogłębionej 
analizie spostrzeżone obiekty, by następnie w syntezie wtórnej ponownie po-
łączyć je, tworząc całościowy obraz z zachowaniem relacji i stosunków wyod-
rębnionych w trakcie analizy. Ta cecha naszego umysłu ma duże znaczenie nie 
tylko w nauce pisania i czytania, ale również przy dostrzeganiu i rozróżnianiu 
kształtów, klasyfikowaniu czy szeregowaniu i porządkowaniu. W pierwszych 
latach nauki szkolnej zdarza się tzw. odwrotne pisanie, kiedy dziecko zapisuje 
litery i cyfry jak w odbiciu lustrzanym. Jest to sytuacja, która może mieć zwią-
zek z zaburzeniami w obrębie percepcji wzrokowej lub świadczyć o dysleksji 
(o lustrzanym odbiciu jako objawie dysleksji można mówić jednak tylko wte-
dy, gdy zjawisko odwracania znaków nie ustępuje w trakcie nauki). To wła-
śnie m.in. za sprawą nauki pisania i czytania wzrasta zdolność do korygowa-
nia czynności motorycznych i percepcyjnych. Doświadczenia dziecka w tym 
zakresie pozwalają całkowicie zniwelować wspomniane trudności i wspierają 
przejście dziecka z poziomu kopiowania znaków do poziomu odwzorowywania 
nawet złożonych układów. Ponadto spostrzeganie dziecka na początku eduka-
cji szkolnej w porównaniu z przedszkolną staje się bardziej uporządkowane, 
systematyczne, obejmujące wiele aspektów analizowanego obiektu i – przede 
wszystkim – znacznie dokładniejsze. Jest to bardzo istotne dla projektowania 
sytuacji, w których dzieci będą doświadczać obecności matematyki w otaczają-
cym świecie (Trempała, 2011, s. 204 i dalsze).

Funkcje zarządzające rozwojem poznawczym umożliwiają planowanie, 
inicjowanie i kierowanie w przemyślany sposób własną aktywnością. Wśród 
komponentów funkcji zarządzających rozwojem poznawczym dziecka wymie-
nimy planowanie, giętkość poznawczą oraz pamięć operacyjną (Trempała, 2011, 
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s. 205). Tu również zachodzą zmiany. Wzrost umiejętności w zakresie planowania 
dostrzegamy, obserwując dziecko podczas rozwiązywania zadań. Przejawia się on 
między innymi wnikliwszą analizą zadania oraz umiejętnością oderwania się od 
narzucającego się rozwiązania na rzecz uwzględniania innych strategii postępowa-
nia. To przezwyciężanie nawykowych odpowiedzi jest związane również z więk-
szym zaangażowaniem dziecka w samą aktywność planowania i podejmowania 
decyzji, co zresztą podkreśla wzrost świadomego działania w procesie uczenia 
się. Ma to związek również ze zmianami dokonującym się w pamięci i uwadze 
dziecka. Zwiększająca są pojemność pamięci operacyjnej, kształtujące się strategie 
pamięciowe (powtarzanie, grupowanie, elaboracja) i skuteczne ich wykorzystywa-
nie znajdują swoje odzwierciedlenie we wzroście koncentracji i zaangażowania 
w rozwiązywane zadanie. Wzrasta również szybkość wykonywania zadań. Poja-
wiają się indywidualne strategie pamięciowe, będące odpowiednikiem przekonań 
dziecka o tym, jak najlepiej zapamiętywać. Dojrzewająca świadomość własnych 
możliwości poznawczych powoduje wzrost uwagi i jej selektywność. Działania 
dziecka przestają być bezcelowe, a koncentrują na tych aspektach zadania, które 
prowadzą do rozwiązania. Kształtujące się strategie pamięciowe są silniejsze, jeśli 
kodowanie przez dziecko informacji następuje w wyniku czynności konkretnych, 
nie tylko werbalnych (Jagodzińska, 1991). Potwierdzają to m.in. wyniki badań 
G.M. Daviesa nad kontekstowością pamięci. Badacz uważa, że rozpoznawanie 
i przywoływanie zdarzeń czy obiektów z pamięci zależy od sytuacji, w której zo-
stały ukształtowane. Dzieci bardziej zainteresowane są działaniem i skupiają się 
na tym, co się robi, niż na kwestii tego, jak to wygląda (Trempała, 2011). Nale-
ży jednak mieć na uwadze, że rola funkcji zarządzających maleje w chwili, gdy 
pewne czynności stają się w pełni zautomatyzowane i nie wymagają dokładnej 
analizy, planowania i organizacji rozwiązania. Ta automatyzacja funkcji zarządza-
jących może stać się przyczyną wykonywania działań nawykowo, bez uświada-
miania sobie kolejnych czynności prostych. U dzieci podczas uczenia się mate-
matyki możemy dostrzec zjawisko automatyzacji czynności umysłowych bez ich 
rozumienia. Zazwyczaj wywołuje je trenowanie rozwiązywania zadań według 
schematu (tzw. mechaniczne uczenie się matematyki). I tutaj właśnie pojawia się 
jeden z największych problemów kształcenia matematycznego – co w sytuacji, 
gdy to, co mechanicznie wyćwiczone, nie jest długo wykorzystywane? Niestety 
brak świadomości kolejnych czynności umysłowych, niedostrzeganie zależności 
i związków między obiektami prowadzi do bezradności na polu matematyki. Po-
nadto to w przedwczesnym zautomatyzowaniu pewnych działań doszukujemy się 
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przyczyn trudności związanych z twórczym, świadomym i aktywnym działaniem 
na lekcjach matematyki.

Początkowo, w okresie przedoperacyjnym, dominującym materiałem my-
ślowym są tzw. obrazy umysłowe, które będąc formą kopii rzeczywistości, mają 
charakter indywidualny i mogą się różnić. Różnice powstają w wyniku uwzględ-
niania przez dziecko tylko pewnych cech obiektu, co podkreśla znaczenie jego 
indywidualnego postrzegania. Wśród głównych czynności myślowych w tym 
okresie możemy wyróżnić: porównywanie, szeregowanie oraz początki klasyfika-
cji. Porównywanie, za pomocą którego dzieci dostrzegają różnice między obiek-
tami, przekształca się w szeregowanie empiryczne, czyli uwzględniające tylko 
jedną relację (np. przy układaniu patyczków – od najmniejszego do największego, 
kiedy losowo wybrany patyczek jest porównywany z ostatnim bez uwzględnienia 
długości tych wcześniej ułożonych). W późniejszym okresie pojawia się łącze-
nie obiektów w klasy zazwyczaj na podstawie jednej cechy, bo uwzględnienie 
dwóch i więcej cech sprawia dzieciom znaczne trudności. Na poziomie przed
operacyjnym dzieci budują zbiory niefiguralne, a z nich – większe lub mniejsze. 
Nie dostrzegają relacji ilościowej między zbiorem i jego podzbiorami. Dopiero 
w okresie operacji konkretnych umiejętności zostają uzupełnione o budowanie 
i dostrzeganie relacji między zbiorami powstałymi w wyniku klasyfikacji mul-
tiplikatywnej i hierarchicznej. Klasyfikacja multiplikatywna polega na budowa-
niu zbioru według wielu kryteriów, tzn. elementy zbioru mają więcej niż jedną 
cechę wspólną, natomiast hierarchiczna polega na łączeniu metody zstępującej 
i wstępującej, a także ustaleniu relacji ilości między zbiorem i jego podzbiorem. 
Klasycznym przykładem zadania ujawniającego dziecięce trudności w zakresie 
klasyfikacji multiplikatywnej i hierarchicznej oraz wiążącej się z nimi zasady in-
kluzji jest wskazanie np. Czego jest więcej: kwiatów czy tulipanów, jeśli w wazo-
nie znajduje się 6 tulipanów i 5 innych kwiatów?

W okresie operacji konkretnych myślenie dziecka staje się już logiczne, 
elastyczne i bardziej zorganizowane. Rozwijająca się zdolność do czynności umy-
słowych ściśle wiąże się z psychologicznym procesem interioryzacji. To właśnie 
dzięki niemu uczeń stopniowo odrywa się od konieczności manipulowania obiek-
tami w świecie rzeczywistym i zaczyna wykonywać operacje w myśli na podsta-
wie własnych wyobrażeń, by wreszcie nabrać cech właściwych dla operacji umy-
słowych. W myśleniu dziecka zaczynają dominować zintegrowane i odwracalne 
czynności myślowe, które stanowią istotny czynnik rozwoju poznawczego, gdyż 
bez umiejętności przeprowadzania rozumowania w jedną, a potem w drugą stronę 
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(tj. od końca, powracając do punktu wyjścia) nie możemy kształtować wielu pojęć 
matematycznych, np. dodawania i odejmowania jako działań odwrotnych.

Czynności umysłowe łączą się w złożone układy obejmujące relacje mię-
dzy elementami w obrębie jednego układu, ale także między układami. W tym 
okresie następuje wzrost rozumienia pojęć, niezależny od wykonanych czynno-
ści, czyli myślenie abstrakcyjne, które umożliwia dziecku poznanie pośrednie 
bez konieczności wykorzystania bodźca rzeczywistego. Pojawia się zdolność do 
ujmowania obiektów z innej perspektywy niż tylko własnej oraz wykorzystywa-
nie wszystkich dostrzegalnych cech obiektu w wielu aspektach. Rozwija się zdol-
ność do formułowania pierwszych praw i reguł, która implikuje wzrost kompe-
tencji w zakresie myślenia indukcyjnego. Wspomniana wcześniej odwracalność 
myślowa jest podstawą opanowania zasady zachowania stałości. Jako pierwsza 
pojawia się zasada stałości liczebności zbioru, następnie kolejno: stałości w od-
niesieniu do masy, powierzchni i ilości cieczy, by w końcu, w okresie około 
10. roku życia, uznać niezmienność ciężaru i objętości. Dominujące dotychczas 
obrazy umysłowe stanowiące materiał czynności myślowych zaczynają być wy-
rażane na zewnątrz przez symboliczne zastępniki. Pojawiają się bardziej złożone 
formy reprezentacji oraz pojęcia. W myśleniu dziecka w okresie operacji kon-
kretnych dominują obrazy kinetyczne i transformacyjne. Łączy się to z dziecięcą 
zdolnością do dostrzegania poszczególnych etapów ruchu obiektu, uwzględnia-
nia przekształceń obiektów polegających na zmianie jednej z cech i określeniu 
dokonanej przez nią zmiany w stosunku do innej cechy (tak jak w przypadku do-
świadczenia z plasteliną czy zmianą kształtu naczynia, w którym znajdował się 
płyn). Rozwój procesów poznawczych, zwłaszcza w pierwszej połowie edukacji 
wczesnoszkolnej, opiera się na manipulacji przedmiotami lub wyobrażeniami 
konkretnych przedmiotów. Zdarzają się jednak sytuacje, w których myślenie 
dziecka oderwane jest od konkretnego przedmiotu i dokonywane jest na sym-
bolach. Wyraźny wzrost w kierunku operacji formalnych możemy dostrzec pod 
koniec klasy drugiej i w klasie trzeciej. Wtedy właśnie wyraźnie obserwujemy 
pierwsze dziecięce odkrycia praw i zależności, a także sprawdzanie przez dzieci 
własnego rozumowania (Trempała, 2011). Pojawiają się zaczątki krytycznego 
myślenia, które swą pełną dojrzałość osiągną w stadium operacji formalnych. 
Najważniejszą zmianą, jaka dokonuje się w myśleniu dziecka w okresie wczes
noszkolnym jest to, że „staje się ono [myślenie] samodzielną wewnętrzną czyn-
nością poznawczą, operującą pojęciami, realizowaną w słowach i przebiegającą 
zgodnie z zasadami logiki” (Trempała, 2011, s. 607).
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1.2.2.	 Zmiany w sferach emocjonalnej, fizyczno-motorycznej i społecznej

Niemniejsze znaczenie dla rozwoju umysłowego jednostki mają zmiany 
dokonujące się w sferze emocjonalnej. To dzięki nim coraz wyraźniej dostrzega-
my sygnały płynące z otoczenia i na nie kierujemy swoją uwagę. Chętniej podej-
mujemy się coraz trudniejszych wyzwań czy wyzwalamy motywację działaniową 
(Kowalewska, 2010, s. 175). Doświadczane przez nas pozytywne emocje wspie-
rają pamięć, koncentrują naszą uwagę, wzmacniają i podtrzymują gotowość do 
działania, zaś negatywne potrafią demotywować i hamować aktywność działanio-
wą (Putkiewicz, 1987, s. 103). Zmiany te nie mogą być pomijane przy organizacji 
dziecięcego uczenia, a co więcej, warto zabiegać o wyzwalanie właśnie pozy-
tywnych emocji w kontaktach z matematyką. Jest to bardzo ważne, szczególnie 
w obliczu panującej ogólnej niechęci do tego przedmiotu.

Nabywana stopniowo dojrzałość emocjonalna, wiążąca się ściśle z dojrze-
waniem układu nerwowego, przechodzi przez kolejne etapy. I tak pod koniec wie-
ku przedszkolnego dzieci sprawniej dekodują i wyrażają emocje (Saarni, 1988). 
Stałe wzbogacanie słownictwa i rosnąca świadomość wykorzystywanych form 
gramatycznych ułatwiają im werbalizację odczuwalnych stanów emocjonalnych 
(Kielar-Turska, 2006). Coraz sprawniej odczytują emocje przekazywane w for-
mie gestów i min. W pełni rozumieją rolę rozpoznawanych emocji i wykorzystują 
je w kontaktach interpersonalnych. Ta wiedza niejednokrotnie pozwala na osiąg
nięcie celu, dlatego dzieci tak chętnie z niej korzystają.

O tym, w jaki sposób uczniowie radzą sobie z pokonywaniem trudności, 
decyduje poziom dojrzałości emocjonalnej, motywacji, umiejętności dokonywa-
nia oceny własnych możliwości, nawyki ukształtowane w sytuacjach trudnych 
oraz dotychczasowe osiągnięcia w zakresie wiadomości i umiejętności (Grusz-
czyk-Kolczyńska, 1992, s. 70). To właśnie pokonywanie trudności ma wartość 
kształcącą, a każdy sukces nie tylko wpływa na uczniowski wzrost poczucia 
własnej wartości, ale umożliwia coraz łatwiejsze osiąganie kolejnych (de Finet-
ti, 1983, s. 15). Dostrzegalny w młodszym wieku szkolnym wzrost odporności 
psychicznej, czyli umiejętność znoszenia napięcia emocjonalnego przy jednoczes
nym zachowaniu dotychczasowego poziomu funkcjonowania (Tyszkowa, 1988), 
zwiększa stopień pokonywania trudności napotkanych podczas rozwiązywania 
zadań matematycznych. Znaczenie emocji odczuwanych podczas uczenia się ma-
tematyki podkreślało wielu wybitnych naukowców. Zdaniem E. Gruszczyk-Kol-
czyńskiej dojrzałość emocjonalną dziecka do uczenia się matematyki możemy 
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dostrzec w pozytywnym nastawieniu do samodzielnego rozwiązywania zadań. 
Badaczka dojrzałość tę uważa za niezbędną w sytuacjach wymagających wysiłku 
intelektualnego (Gruszczyk-Kolczyńska, 1992). G. Polya również podkreśla, że 
nie tylko intelekt warunkuje prawidłowe rozwiązywanie zadań, ważne są również 
emocje (Polya, 2009). Czyniąc emocje odpowiedzialnymi za uczenie się matema-
tyki, powinniśmy poświęcić im więcej uwagi. Bo to, że sytuacje trudne pojawiają 
się podczas uczenia się matematyki, wynika z jej charakteru i należy je traktować 
jako naturalne przeszkody na drodze do wiedzy. Jednak radzenie sobie z nimi 
w dużej mierze zależy od umiejętności zachowania równowagi między pojawia-
jącymi się negatywnymi i pozytywnymi emocjami (Gajdzica, 2011). Konstruując 
szkolnych proces kształcenia, warto pamiętać, że rozwój poznawczy dziecka jest 
warunkowany poziomem rozwoju emocjonalnego.

Zmiany w rozwoju fizycznym i motorycznym dziecka we wczesnej edu-
kacji są mniej dynamiczne niż w wieku przedszkolnym. Wzmożona aktywność 
ruchowa określana mianem „głodu ruchu” zaczyna stopniowo wygasać i dziecko 
w konsekwencji coraz dłużej i uważniej koncentruje się na wykonaniu jednej czyn-
ności. Ważny staje się efekt podejmowanych działań ruchowych, natomiast radość 
z samej aktywności przestaje już mieć duże znaczenie. Celowość, ekonomiczność 
i uporządkowanie ruchów sprawiają, że dziecko potrafi przyswoić złożone układy. 
Badacze twierdzą, że jest to najlepszy okres do rozpoczęcia uprawiania dyscypliny 
sportowej, nauki gry na instrumencie czy malowania (Trempała, 2011). Szybki 
rozwój i potrzeba wykonywania ruchów manualnych wskazują, że organizując 
dzieciom pracę, należy zadbać o kreowanie sytuacji, w których dziecko będzie 
mogło nie tylko odtwarzać znaki graficzne (nauka pisania), ale również manipu-
lować obiektami i tworzyć złożone układy na płaszczyźnie i w przestrzeni. Ryso-
wanie, wycinanie, konstruowanie, układanie czy budowanie należy stale uwzględ-
niać, organizując pracę na zajęciach matematycznych we wczesnej edukacji.

Obserwując wytwory pracy uczniów w kolejnych latach pierwszego eta-
pu edukacyjnego, możemy dostrzec, że prace te z czasem stają się staranniejsze, 
dokładniejsze i zgodniejsze z oczekiwaniami nauczyciela. Począwszy od krzy-
wych cięć i wciśniętego w kartkę śladu ołówka, przechodzimy do starannych 
rysunków i ilustracji, w których dominują kolory, uwzględniane są szczegóły 
czy dostrzegalna jest perspektywa. W tym okresie silnie rozwija się rozróżnienie 
między rysunkiem-ilustracją a rysunkiem-schematem. To właśnie ten drugi często 
wykorzystujemy podczas rozwiązywania zadań tekstowych złożonych. Koniecz-
ność odtwarzania kształtów, prowadzenia ołówka przy linijce, łączenia obiektów 
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w układy czy umiejętność posługiwania się przyborami szkolnymi powinna być 
doskonalona od początku nauki szkolnej. I nie znajduje to tylko uzasadnienia 
w rysunku geometrycznym, gdyż nawet przy niewielkich zaburzeniach integra-
cji percepcyjno-motorycznych liczne czynności wspomagające uczenie się ma-
tematyki odwracają uwagę dzieci od doświadczeń logicznych i matematycznych, 
potęgując tym samym trudności wyzwalające frustrację (Gruszczyk-Kolczyńska, 
1992, s. 136–139).

Wiek przedszkolny to okres, w którym dzieci szeroko rozwijają swoje kom-
petencje społeczne. Przebywając przez większość dnia w grupie rówieśników, 
uczą się norm postępowania i relacji interpersonalnych. Kończąc wychowa-
nie przedszkolne, mają już za sobą doświadczenia związane z nawiązywaniem 
kontaktów, zdobywaniem i utrzymywaniem pierwszych przyjaźni oraz angażo-
waniem się w działania grupy. Dostrzegają, które postawy należy przyjąć, aby 
stać się członkiem zespołu i być powszechnie akceptowanym (Eisenberg, Fabes, 
1992). W okresie wczesnoszkolnym relacje w grupie rówieśniczej stają się dla 
nich bardzo ważne, a dominująca potrzeba bycia akceptowanym niejednokrotnie 
wymusza podporządkowanie własnych zachowań innym. Lęk przed odrzuceniem 
potrafi zdominować działania dziecka, które i tak są utrudnione koniecznością re-
alizacji obowiązków związanych z nauką. Jest to okres szczególnie trudny, w tym 
czasie często rodzą się pierwsze lęki szkolne i mimo oczekiwanego wzrostu od-
porności psychicznej zdarza się, że dziecko wycofuje się z podjętych działań lub 
nie podejmuje ich wcale. Czujność i wsparcie ze strony osoby dorosłej winno 
wzmacniać poczucie skuteczności i motywować do osiągania celów.

Wraz z rozpoczęciem nauki w klasie pierwszej dominującą aktywnością 
staje się zorganizowane uczenie się, w którym to gry i zabawy najczęściej przy-
bierają charakter dydaktyczny. Ich celem nie jest już tylko wywoływanie poczucia 
zadowolenia, a urozmaicenie lekcji czy wsparcie przy opanowaniu treści zajęć. 
Działania dziecka w procesie edukacyjnym zostają skierowane na zdobywanie 
wiedzy. Znormalizowane i uporządkowane rytmem szkolnym stanowią ogromne 
wyzwanie. Zmiany w zakresie dominujących aktywności dziecka nie wynikają 
jednak tylko z konieczności rozpoczęcia nauki w szkole, są one naturalne i wiążą 
się z jego rozwojem. Dzieci zaczynają wyraźnie rozdzielać obowiązki szkolne, 
które traktują jako pracę, od zabawy, która staje się aktywnością wypełniającą ich 
czas wolny. To dziecięce postrzeganie relacji między pracą a zabawą jest wyraź-
nie dostrzegalne, gdy na lekcji pojawiają się gry i zabawy dydaktyczne. Możemy 
wtedy obserwować silny wzrost zaangażowania uczniów w pracę.
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1.3.	 Oczekiwania formułowane wobec edukacji matematycznej

Mimo umiejętności scharakteryzowania postaw i zakresu działań nauczy-
cieli nadal słyszymy o niedostatkach polskiej edukacji matematycznej, co ozna-
cza, że to, co dzieje się w szkołach, nie tylko budzi wątpliwości, ale nie odpowiada 
naszym oczekiwaniom. Nakreślone we wcześniejszych rozważaniach postrzega-
nie rozwoju intelektualnego jednostki i najbardziej charakterystyczne zmiany do-
konujące się w jego zakresie zarysowują obszar naszych oddziaływań edukacyj-
nych. Wskazują, jak należy rozumieć rozwój i jakim wymaganiom edukacyjnym 
mogą sprostać uczniowie wczesnej edukacji. Okazuje się, że wszystkie te zmiany 
implikują potrzebę wysokich kompetencji psychologicznych nauczyciela, które 
– oprócz wiedzy merytorycznej i dydaktycznej – są jednym z filarów gwarantują-
cych dobrą edukację. Zatem, co niejednokrotnie zostało podkreślane, znajomość 
matematyki nie wystarcza do jej efektywnego nauczania. Trzy obszary kompeten-
cji nauczyciela wczesnej edukacji, tj. psychologiczne, dydaktyczne i merytorycz-
ne, a właściwie nieprawidłowe wykorzystywanie ich zasobów, generują główne 
zarzuty, które formułuje się pod adresem szkolnego procesu kształcenia matema-
tycznego dzieci.

Wśród zarzutów kierowanych pod adresem edukacji matematycznej naj-
częściej pojawia się tzw. papierowa edukacja (por. Gruszczyk-Kolczyńska, 2016). 
Tym zwrotem określamy działania dydaktyczne skupiające się na realizacji pod-
ręczników i materiałów ćwiczeniowych przygotowanych przez wydawnictwa, 
czyli wykonywanie strona po stronie zadań i ćwiczeń w nich zawartych i zaczy-
nanie kolejnych zajęć w miejscu, w którym uczniowie skończyli rozwiązywać 
poprzednie. I tak przez cały rok – w przekonaniu, że uczymy matematyki. Takie 
podejście do nauczania matematyki ma niewątpliwie swoje plusy, m.in. łatwość 
organizacji lekcji. Pracując z podręcznikiem, który powstał jako obudowa do pro-
gramu nauczania zgodnego z podstawą programową kształcenia ogólnego, mamy 
przeświadczenie, że kwestie monitorowania jej realizacji już nam zapewniono. 
Ponadto autorzy podręczników uwalniają nauczycieli od konieczności analizy 
treści matematycznych opisanych w podstawie w postaci wymagań szczegóło-
wych pod kątem kolejności ich wprowadzania, analizy rzeczywistych możliwo-
ści umysłowych uczniów, tworzenia planów dydaktycznych, doboru zadań do 
zgłębiania przez uczniów danego zagadnienia, poszukiwania i respektowania 
w praktyce edukacyjnej prawidłowości obejmujących kształtowanie rozpatry-
wanych podczas lekcji pojęć matematycznych i kształconych umiejętności czy 
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wreszcie konieczności uwzględniania perspektywy własnych działań dydaktycz-
nych w zakresie kształcenia matematycznego. Ponadto ograniczanie się do stron 
z podręcznika i zeszytów ćwiczeń daje nauczycielom poczucie panującego ładu 
procesu nauczania, wskazuje na jego pozorną intensyfikację mierzoną dużą liczbą 
zrealizowanych zadań, ułatwia organizowanie lekcji i osiąganie szybkich efektów 
sprawdzanych narzędziami przygotowanymi zazwyczaj przez autorów podręcz-
ników (Gruszczyk-Kolczyńska, 2016). Pomijając te elementy pracy nauczyciela, 
okazuje się, że organizacja środowiska uczenia się uczniów matematyki pozostaje 
w gestii autorów podręczników. I tylko od nich zależy, jak lekcje matematyki 
będą wyglądały. Czy takie rozwiązanie jest wystarczające? Okazuje się, że nie 
(Gruszczyk-Kolczyńska, 2016). Wśród wielu zarzutów pod adresem papierowej 
edukacji matematycznej znalazło się pomijanie wstępnej matematyzacji sytuacji 
doświadczanych przez dzieci, której znaczenie podnosi Z. Krygowska, uznając ją 
za ważny etap kształtowania się myślenia matematycznego (Krygowska, 1979, 
s. 49 i dalsze). Papierowa matematyka nie sprzyja również procesowi interioryza-
cji, skracając uczenie się matematyki do budowania struktur umysłowych opar-
tych na reprezentacjach ikonicznych i symbolicznych. Samo ograniczanie zakresu 
poznawczego do kontekstów i treści zamieszczonych w podręcznikach powoduje 
zubożenie zasobu dziecięcych doświadczeń, tak istotnych dla prawidłowego roz-
woju. Dążąc do jakości kształcenia matematycznego, podręcznik powinniśmy za-
tem sprowadzić do roli pomocy dydaktycznej, a to wymaga zmiany podejścia do 
samego nauczania oraz zmiany podręczników. Jakich zmian powinniśmy oczeki-
wać, skoro chcemy, aby nasi uczniowie na lekcji budowali stabilne, trwałe i zro-
zumiałe dla nich fundamenty matematyki? Jednym z rozwiązań, które narzuca się 
w kontekście papierowej edukacji matematycznej, jest stworzenie podręcznika-
-przewodnika towarzyszącego dziecku w poznawaniu matematyki. Bo skoro nie 
możemy pozbyć się jego wiodącej roli, to zadbajmy, aby sprostał oczekiwaniom 
edukacji XXI wieku.

Kolejnym istotnym zarzutem formułowanym pod adresem edukacji ma-
tematycznej jest niezrozumienie idei i zamierzeń nauczania zintegrowanego. 
Niewątpliwie związki matematyki z wieloma dziedzinami wiedzy są oczy-
wiste i nie ma konieczności ich dowodzenia. To właśnie z powszechnego wy-
stępowania matematyki w wielu aspektach życia wynika potrzeba jej łączenia 
z innymi edukacjami. Jednak łączenie, moim zdaniem, powinno koncentrować na 
użyteczności matematyki, nie na usilnym spajaniu treściowym czy metodycznym. 
Przypomnijmy, że sama idea nauczania zintegrowanego nie koncentrowała się 
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na łączeniu treści z różnych dziedzin. Jej podstawą miała być integracja wiedzy 
z różnych zakresów przy zapewnieniu indywidualizacji kształcenia oraz koncen-
tracja na myśleniu i aktywności dzieci wokół określonych zagadnień. A to po-
czątkiem myślenia o integracji czyniło refleksję nad zainteresowaniami dziecka 
i warunkami, które sprzyjają rozwojowi jego sfer psychofizycznych. Eksponowa-
na silnie aktywność poznawcza miała stanowić podstawę praktyki edukacyjnej, 
a w pracy organizowanej w małych grupach dopatrywano się nie tylko wzrostu 
umiejętności społecznych, ale również motywacji i poczucia współodpowiedzial-
ności za osiągane cele (Cackowska, 1993; Galant, 1994; Siwek, 2004).

Skąd zatem obawy przed integrowaniem matematyki z innymi naukami 
na pierwszym etapie edukacyjnym? Myślę, że wszystko skupia się w przestrze-
ni indywidualnych interpretacji i przekonań będącej pomostem między teorią 
a praktyką. Przestrzeń ta odpowiada nie tylko za urzeczywistnianie idei, ale także 
za rozdźwięk między zwolenikami a przeciwnikami proponowanego rozwiąza-
nia. Tak też dzieje się w postrzeganiu nauczania zintegrowanego, które obejmu-
je kształcenia matematyczne. Wśród argumentów potwierdzających słuszność 
nauczania matematyki w systemie zintegrowanym wymienia się możliwość 
dokonywania odkryć matematycznych obejmujących najbliższe doświadczenia 
dziecka, tj. z otaczającego je środowiska, oraz podkreśla się, że dzięki powiąza-
niu tych odkryć z dostrzeganymi problemami ukazujemy uczniom w naturalny 
sposób stosunki ilościowe, przestrzenne i metryczne, z którymi spotykają się na 
co dzień (Siwek, 2004). Na niekorzyść takiego rozwiązania przemawia fakt, że 
matematyka nie może być sztucznie łączona z innymi przedmiotami za pomo-
cą zadań pojawiających się jako realizacja treści matematycznych w kontekście 
bloków tematycznych, np. dotyczących świąt czy pór roku (Galant, 1994; Grusz-
czyk-Kolczyńska, 2016; Klus-Stańska, Nowicka 2013; Michalak, 2011). Specy-
ficzne cechy matematyki wymuszają przemyślany dobór i następstwo tematów, 
a fragmentaryzacja treści w przypadku matematyki nie jest dydaktycznie popraw-
nym rozwiązaniem (Galant, 1994; Filip, Rams, 2000; Treliński, 2015). Podkreś
la się, że nauczanie zintegrowane wymaga myślenia interdyscyplinarnego, które 
niestety musi poprzedzać duża dojrzałość intelektualna i rozległa wiedza, której 
nie można oczekiwać od uczniów w klasach I–III szkoły podstawowej. Zdaniem 
Doroty Klus-Stańskiej problem ten „wynika z mylenia synkretycznej percepcji 
zmysłowej ze zdolnością do myślenia interdyscyplinarnego” (Klus-Stańska, No-
wicka, 2013, s. 215). Ponadto budowanie i wplatanie zadań matematycznych, któ-
rych strona semantyczna jest zgodna z tematyką obejmującą dane zagadnienie, 
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nie tylko nie sprzyja budowaniu scalonego obrazu rzeczywistości, lecz pokazuje 
matematykę jako uzupełnienie wiedzy z danego zakresu o umiejętność rachowa-
nia. Kształtowanie rozumienia wykonywanych działań arytmetycznych nie spro-
wadza się do wykonywania rachunków z pomięciem zależności występujących 
między odjemną i odjemnikiem czy w odniesieniu do sumy. To wiązanie matema-
tyki z konkretnymi przykładami ma jeszcze jeden, istotny minus. Uczenie się ma-
tematyki we wczesnej edukacji rozpoczynamy od sytuacji konkretnych, od ma-
nipulowania obiektami rzeczywistymi. Celem jest tu ukształtowanie pojęcia czy 
dostrzeżenie regularności matematycznej, a to proces długotrwały, wymagający 
realizacji systematycznego kształcenia matematycznego. Koncentrowanie się na 
dobieraniu zdań pasujących do tematu nie sprzyja osiąganiu wyższego poziomu 
myślenia niezbędnego przy kształtowaniu pojęć abstrakcyjnych.

Kolejnym istotnym niebezpieczeństwem w kontekście nauczania matema-
tyki w edukacji wczesnoszkolnej jest stosunek nauczycieli do tego przedmiotu. 
W literaturze możemy odnaleźć badania potwierdzające, że brak pozytywnych 
doświadczeń w uczeniu się matematyki lub trudności, na które natknięto się 
w trakcie nauki szkolnej, wywołują niechęć do matematyki i potrzebę jej uni-
kania (Cipora, 2015; Nawolska, Żądło-Treder, 2017). Kształtujący się na bazie 
własnych doświadczeń szkolnych stosunek do matematyki i oddziaływania ze-
wnętrzne mogą przyczynić się nie tylko do niskiego poziomu naszych przyszłych 
osiągnięć z tej dziedziny, ale także wzbudzić niechęć do korzystania z jej zaso-
bów. Aby uniknąć tego zagrożenia, należy z wielką dbałością kształtować sto-
sunek do matematyki już od pierwszych lekcji. To trudne wyzwanie staje przed 
nauczycielami edukacji wczesnoszkolnej, a ich starania powinny koncentrować 
się na niedopuszczeniu do powstania błędnego koła, w którym ich nierozumienie 
matematyki przekłada się na uczniowskie trudności w uczeniu się tego przedmio-
tu (Urbańska, 1996). Bardzo długo sądzono, że lęk przed matematyką pojawia się 
w starszych klasach, kiedy kontakt z nią jest już na poziomie operacji formalnych 
i czas jej doświadczania jest dłuższy (Krinzinger, Kaufmann i Willmes, 2009; 
Maloney i Beilock, 2012). Okazuje się jednak, że może się on pojawiać już na 
początku nauki szkolnej (Jameson, 2013). Wynika stąd potrzeba kształtowania 
już od najmłodszych lat pozytywnego stosunku do matematyki. I nie chodzi tylko 
o niwelowanie początkowych źródeł lęku, a raczej o współwystępującą potrzebę 
pokonania narastających wraz z lękiem trudności ujawniających się podczas roz-
wiązywania zadań (Jameson, 2013; Ramirez, Gunderson, Levine i Beilock, 2013; 
Wu, Barth, Amin, Melcarne i Menon, 2012).
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W badaniach obejmujących nauczanie matematyki pojawia się wiele in-
nych zarzutów, chociażby niewykorzystanie dotychczasowych doświadczeń dzie-
ci w toku realizacji zadań szkolnych oraz ich potocznego rozumienia obiektów 
i zależności matematycznych (Klus-Stańska, 2000) czy ograniczanie rozwoju 
myślenia matematycznego uczniów (Dąbrowski, 2009; Kalinowska, 2014b; 
Klus-Stańska, Nowicka, 2013), które prowadzi do analfabetyzmu matematycz-
nego (Legutko, 1996), lub zjawiska bezmyślności matematycznej (Klus-Stańska, 
Kalinowska, 2004). Wskazuje się również na ograniczanie wolności mentalnej 
uczniów w procesie uczenia się matematyki oraz brak zaufania wobec możliwo-
ści poznawczych i umiejętności uczniów (Nowicka, 2103). Podczas lekcji bra-
kuje sytuacji, w których uczniowie mogliby swobodnie posługiwać się językiem 
matematycznym, zatracając w ten sposób możliwość stopniowego nabywania tej 
umiejętności (Dąbrowski, 2009). W raporcie dotyczącym badań nauczania ma-
tematyki w szkole podstawowej przygotowanym przez Pracownię Matematyki 
IBE podkreślano, że nauczyciele edukacji wczesnoszkolnej nie dostrzegają spój-
ności matematyki, a prowadzone w ramach edukacji matematycznej zajęcia kon-
centrują się na drobnych celach opisanych w postaci wymagań szczegółowych 
w podstawie programowej, które nauczyciele traktują jako listę ćwiczeń wyzna-
czonych do realizacji. Badania te potwierdzają również spostrzeżenia E. Grusz-
czyk-Kolczyńskiej o realizacji tzw. papierowej edukacji wyznaczonej przyjętym 
do realizacji na dany etap kształcenia podręcznikiem oraz podkreślają wyraźnie 
dostrzegalną niepewność nauczycieli edukacji wczesnoszkolnej na polu matema-
tyki, maskowaną często poprzez wydawanie dyrektyw lub podsuwanie uczniom 
gotowych rozwiązań. Dostrzeżono wyraźnie dominującą rolę nauczyciela, która 
powodowała, że podczas lekcji uczniowie mieli mało sposobności do zadawania 
pytań, weryfikowania własnych pomysłów na rozwiązanie zadania czy inicjowa-
nie własnych strategii rozwiązywania problemów. Najbardziej niepokojący jest 
jednak wniosek, że zarówno uczniowie, jak i nauczyciele postrzegają naukę ma-
tematyki jako ćwiczenia skoncentrowane na wyrabianiu sprawności rachunkowej 
(Karpiński, Zambrowska, 2014). A przecież sprawność rachunkowa jest jedną, ale 
nie jedyną kompetencją matematyczną na tym etapie edukacyjnym.

Zresztą nie tylko w badaniach polskich dostrzegane są niedostatki kształcenia 
matematycznego w początkowych klasach szkoły podstawowej. Mówi się również 
o niepełnej wiedzy nauczycieli w zakresie kształtowania pojęć i umiejętności 
matematycznych (Güven, Colak, 2019) czy potrzebie dokształcania ich w zakresie 
dziecięcego myślenia i rozumowania matematycznego (Copley, 2004). Jo Boa
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ler podkreśla, że jednym z większych problemów pojawiających się w praktyce 
szkolnej są indywidualne relacje z matematyką, których doświadczyli nauczyciele. 
To ich edukacja w przestarzałym systemie rzutuje na obecną praktykę zawodową 
i często jest powodem powtarzanych schematów nauczania z dzieciństwa (Boaler, 
2016). Matematyka jest performansem, żywym aktem, sposobem przedstawiania 
świata i wielogodzinne ćwiczenie tych samych zadań nie pozwoli nikomu na do-
strzeżenie, czym tak naprawdę jest. Kontynuowanie takiego kształcenia matema-
tycznego niestety tylko pozornie słabnie. Boaler uważa, że uczniowie potrzebują 
angażować się, działać, wykonywać i rozwiązywać problemy na lekcjach matema-
tyki, bo pominięcie tak ważnego aspektu pracy uczniów nie pozwoli im na później-
sze wykorzystanie wiedzy w innych sytuacjach (Boaler, 2015).

Zarzuty formułowane pod adresem edukacji matematycznej dziecka impli-
kują w bardzo jasny sposób oczekiwania wobec edukacji matematycznej. Stojąc 
na stanowisku, że uczenie się wymaga samodzielnej pracy mózgu, a intensyfikacja 
i pogłębianie rozumienia danego zagadnienia lepiej utrwala się w pamięci (Spitzer, 
2015), należałoby w działaniach szkolnych koncentrować się na aktywnym zdoby-
waniu wiedzy, łącząc ją z już posiadaną, zapewniając w taki sposób integrację kolej-
nych informacji ze strukturami wiedzy. Ponadto należałoby zabiegać o budowanie 
skomplikowanych struktur matematycznych opartych na hierarchicznym organizo-
waniu jej prostych elementów, dbać o budowanie wiedzy w umyśle na podstawie 
relacji i struktur wiedzy świata zewnętrznego (Schneider, Stern, 2013) oraz anga-
żować emocje, motywować i wierzyć w możliwości uczniów (Schleicher, 2019).

Urszula Oszwa jest zdania, że najwłaściwiej realizowana edukacja mate-
matyczna powinna prowadzić do rozumienia na wysokim poziomie jej treści przy 
jednoczesnym nabywaniu dużej biegłości w rachunkach i stosowaniu adekwat-
nych procedur liczenia (Oszwa, 2006). Jest to duże wyzwanie dla nauczycieli, 
których indywidualne doświadczenia szkolne ugruntowały postrzeganie matema-
tyki jako dziedziny koncentrującej się na sprawności rachunkowej. Trenowanie 
mechanizmów obliczeniowych do momentu pamięciowego opanowania wyni-
ków najczęściej pojawiających się podczas zajęć przykładów nie tylko nie jest 
zgodne z założeniami kształcenia matematycznego, lecz – co więcej – nie ma 
nic wspólnego z matematyką. Wśród oczekiwanych działań skutecznej edukacji 
matematycznej na pewno możemy wyróżnić (Harper, Daane, 1998; Klus-Stańska, 
Nowicka, 2013; Hinton, Strozier, Flores, 2014):
–– zaniechanie mechanicznego trenowania wyizolowanych umiejętności mate-

matycznych poprzez wykonywanie dużej liczby podobnych i typowych zadań,
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–– docenianie i wykorzystywanie dotychczas zgromadzonych doświadczeń 
dziecka i ich intuicji matematycznej pojawiającej się podczas nadawania zna-
czeń ich własnym doświadczeniom,

–– unikanie narzucania metod i sposobów rozwiązywania zadań oraz pośpieszne-
go podawania gotowych rozwiązań,

–– przyjmowanie pojawiających się błędów uczniowskich jako naturalnych ele-
mentów procesu uczenia się i uczynienie ich początkiem ciekawych dyskusji 
i rozważań,

–– uznanie, że uczenie się matematyki to nie pośpieszna dążność do wyniku, ale 
proces wyzwalający twórcze rozumowanie matematyczne,

–– zabieganie o wskazanie użyteczności matematyki w sytuacjach codziennych, 
dzięki czemu uczniowie mogą utwierdzić się w celowości podejmowanych 
przez nich działań,

–– budowanie dziecięcych umysłowych struktur matematycznych, rozpoczynając 
od wskazywania zależności i regularności w otaczającej nas rzeczywistości, 
a później opisywanie ich za pomocą matematyki (nie odwrotnie, jak wówczas, 
gdy uczniowie poznają matematyczne pojęcie obwodu prostokąta, a następ-
nie sprawdzają, jak w przedłożonych im zadaniach mogą to wykorzystać); to 
właśnie dopasowywanie matematyki do rzeczywistości ukazuje ją jako bez
użyteczną, więcej – czyni ją sztucznym tworem, który nauczyciel usilnie stara 
się dopasować do sytuacji, z jakimi można się spotkać w życiu codziennym,

–– przesunięcie wysiłków nauczyciela z opanowywania algorytmów na ich po-
szukiwania i konstruowanie.

Na szczególne wyróżnienie zasługuje bardzo ważne działanie, czyli oswajanie, 
którego istotą jest kształtowanie pozytywnych skojarzeń emocjonalnych z matematy-
ką (Dąbrowski, 2008; Gruszczyk-Kolczyńska, 1992; Klus-Stańska, Nowicka, 2013).

Warto podkreślić, że edukacji matematycznej dziecka nie powinno się 
ograniczać jedynie do działań szkolnych. Należy ją postrzegać w szerokim kon-
tekście psychospołecznym i budować płaszczyznę oddziaływań matematycznych 
w grupie wszystkich zainteresowanych prawidłowym rozwojem dziecka. Poza
szkolnej pomocy wspierania kształtujących się kompetencji matematycznych dziec-
ka powinniśmy szukać w gronie jego najbliższych osób. To właśnie angażowanie 
się rodziców w pozaszkolne oddziaływania będzie kontynuacją i przedłużeniem 
pracy szkoły. Taką formą pomocy ze strony rodziców może być odpowiedni do-
bór zabawek czy zachęcanie do podejmowania wysiłku intelektualnego poprzez 
organizowanie zabaw, w których występują elementy matematyki (Sepehrianazar, 
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Babaee, 2014; Vukovic, Roberts, Wright, 2013). Rola psychologów współpracu-
jących ze szkołą nie powinna ograniczać się do dokonywania diagnozy uczniow-
skich osiągnięć czy lęku przed matematyką, ale ich głównym celem powinno być 
wsparcie chociażby w formie treningu relaksacyjnego (Beilock, 2008; Chodura, 
Kuhn, Holling, 2015). Wsparcie pedagogów natomiast powinno polegać na ofe-
rowaniu alternatywnych rozwiązań dydaktycznych mogących nie tylko uatrakcyj-
nić zajęcia matematyczne, ale sprawić, aby dziecięce doświadczanie matematyki 
wiązało się z sukcesami codziennych postępów dziecka (Trezise, Reeve, 2014).

Niewątpliwie to na nauczycielach edukacji wczesnoszkolnej spoczywa obo-
wiązek budowania zrozumiałych, trwałych i użytecznych fundamentów matema-
tyki, a to nie tylko wiąże się z dobrze zorganizowaną lekcją. Raczej będziemy tu 
mówić o budowaniu środowiska uczenia się matematyki, które oprócz właściwych 
rozwiązań metodycznych nacechowane jest pozytywnym nastawieniem do mate-
matyki, przekonaniem o jej użyteczności, wyzwalaniem ciekawości poznawczej 
i podtrzymywaniem zaangażowania w podejmowanych przez dzieci aktywnościach 
matematycznych (Butterworth, 1999). To właśnie dobre lekcje matematyki pozwa-
lają odkrywać regularności, eksperymentować, badać i doświadczać, uczą logicz-
nego myślenia i wspierają dążenia do rozwiązywania problemów (Gruszczyk-Kol-
czyńska, Zielińska, 1997). Zachęcają dzieci do uzasadniania własnego stanowiska 
czy rozbudzają na początkowym etapie szkolnego kształcenia matematycznego 
fascynację i rozwijają pasję. W literaturze możemy odnaleźć wiele ciekawych pro-
pozycji wspierających kształtowanie pożądanych postaw wobec matematyki (Dą-
browski, 2008; Gruszczyk-Kolczyńska, Zielińska, 1997; Hinton i in., 2014; Isiksal 
i in., 2009; Kim i in., 2016; Klus-Stańska, Nowicka, 2013; Korolczuk, Zamborska, 
2014). Wśród tych rozwiązań odnajdziemy: zagadki matematyczne, sytuacje za-
daniowe wymagające zastosowania matematyki, badanie obiektów w otaczającej 
rzeczywistości, zachęcanie do poszukiwań własnych sposobów rozwiązania zadań, 
stawianie wymagających zadań wyzwalających potrzebę eksperymentowania, sta-
wiania pytań, wyjaśniania wątpliwości poprzez dyskutowanie o różnych rozwiąza-
niach, a przede wszystkim wyzwalających samodzielność intelektualną uczniów.

1.4.	 Wymagania konstruktywistycznego podejścia do nauczania matematyki

Jak wspomniałam, dużo mówi się o niewłaściwej organizacji szkolnego 
nauczania edukacji matematycznej. Nie doszukuję się w niej złej woli nauczycie-
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li, raczej uważam ją za konsekwencje ich własnych doświadczeń szkolnych, nie-
wystarczającego przygotowania do nauczania matematyki, niechęci wobec tego 
przedmiotu czy nawet lęku przed matematyką (Cipora, 2015). Do kolejnych zali-
czyłabym zbytnią koncentrację na wymaganiach szczegółowych, jakby one były 
istotą kształcenia matematycznego, oraz nieuwzględnianie narracji, która prak-
tycznie nie pojawia się na lekcjach matematyki. Nieusatysfakcjonowani obecnym 
stanem szkolnych praktyk edukacyjnych w zakresie matematyki poszukujemy 
rozwiązań, które pozwolą zniwelować niedostatki kształcenia tej fascynującej 
dziedziny wiedzy. Czy pytania o zmianę nauczycielskich poglądów na edukację 
matematyczną i zwrot w kierunku konstruktywistycznego podejścia do nauczania 
będą wystarczającym rozwiązaniem?

Konstruktywizm uznano za potężne alternatywne źródło podejścia do na-
uczania tradycyjnego (Confrey, 1990). Najprościej ujmując, konstruktywizm jest 
teorią, która uznaje wszelką wiedzę człowieka za jego własny wytwór. Nasze 
rozumienie otaczającej rzeczywistości jest konstruuowane poprzez doświadcze-
nia i to właśnie charakter naszych doświadczeń ma wpływ na nasze konstrukty 
poznawcze. Prace Piageta dostarczyły jednej z kluczowych podstaw konstruk-
tywizmu. Badacz wykazał, że dziecko postrzega świat zupełnie inaczej niż oso-
ba dorosła. Na tę inność składa się właśnie ilość i różnorodność doświadczeń, 
a uwidaczniające się różnice w postrzeganiu idei matematycznych nie dają się po 
prostu zredukować poprzez uzupełnienia braków. Dziecięce idee, jak podkreśla 
Piaget, są odmienną niż u dorosłego formą argumentacji. Są zbudowane z różnych 
struktur myślowych i oparte na innych doświadczeniach. Dziecięce postrzeganie 
matematyki różni się jakościowo od postrzegania osoby dorosłej i żadne zapew-
nienia oraz tłumaczenia dorosłego nie zastąpią mu własnego dochodzenia do wie-
dzy matematycznej. W podejściu konstruktywistycznym do nauczania nie tylko 
własne konstrukty myślowe są istotne, ale świadomość tego, jak przebiegają, ja-
kie dają możliwości poznawcze i na które nasze potrzeby edukacyjne odpowia-
dają. To właśnie świadoma refleksja powinna nam towarzyszyć w konstruowaniu 
wiedzy (Confrey, 1990).

Sam konstruktywizm często jest poddawany krytyce z powodu nadmierne-
go relatywizmu. Głównym zarzutem formułowanym pod jego adresem jest nie-
możność uwolnienia się z niewoli własnych konstruktów. A mianowicie, skoro 
konstrukty są wynikiem własnej aktywności jednostki i tylko one są odpowie-
dzialne za ich powstanie, to jak skonfrontować je z rzeczywistością, skoro dla 
każdego z nas nasze własne są jedyne i niepowtarzalne. Brak możliwości konfron-
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tacji z innymi i niemożność dokonania oceny wskazują na ważność ich wszyst-
kich, bez względu na to, do kogo należą. Konstruktywiści odpierają zarzuty w na-
stępujący sposób:
1.	 Proces konstruowania znaczeń podlega wpływom społecznym. Nie myślimy 

w odizolowaniu. Wszystkie nasze działania aktywowane podczas rozwiązy-
wania problemów znajdują się pod wpływem języka, którym się posługujemy, 
według przyjętych i zewnętrznie akceptowalnych metod, a wybór dostępnych 
społecznie zasobów pozwalajacych rozwiązać problem jest uwarunkowany 
zarówno wpływami społecznymi, jak i indywidualnymi.

2.	 Proces konstruowania znaczeń jest zależny od procesu komunikacji. Ma to 
związek z konstruktami innych osób. Za pomocą funkcjonującego procesu ko-
munikacji z jednej strony ludzie oceniają zgodność między swoimi konstruk-
tami, a z drugiej oceniają siłę konstruktów innych osób, przyjmując je jako 
niezależny system. W nauczaniu matematyki nauczyciel staje przed koniecz-
nością zbudowania uczniowskiego modelu rozumowania, uwzględniając jego 
dotychczasową wiedzę, i ocenia jego zgodność z własnym. Dlatego konstru-
ując proces kształcenia, nauczyciel musi brać pod uwagę możliwości poznaw-
cze ucznia i właściwie dostosować instrukcję (Davis, Maher, Noddings, 1990).

W podejściu konstruktywistycznym do nauczania matematyki nie ograni-
czamy się do struktur matematycznych, lecz wskazujemy swoim uczniom, jak 
mają rozwijać własne poznanie, jak patrzeć na świat poprzez pryzmat własnych 
konstruktów myślowych, jak je analizować i rozbudowywać, aby stały się silniej-
sze i trwalsze. Uczymy doceniać znaczenie konstruktów myślowych dla rozwoju 
kulturalnego oraz posługiwać się nimi jak narzędziami intelektu.

Wszystkie przywołane w tym rozdziale poglądy na rozwój umysłowy czło-
wieka wpisują się w nurt konstruktywistyczny. Przyjmując stanowisko, że wiedza 
powstaje w wyniku aktywnego działania dziecka i jest konstruowana w jego umy-
śle, należałoby scharakteryzować nauczanie jako działania dydaktyczne umożli-
wiające dziecku odkrywanie wiedzy i skuteczne posługiwanie się nią. Zadaniem 
nauczyciela w tym podejściu jest organizowanie takiej rzeczywistości matema-
tycznej, która będzie aktywizowała uczniów do działań twórczych. Wcielając się 
w rolę partnera poznawczego towarzyszącego dziecku, nauczyciel powinien za-
biegać, aby uczeń przejmował odpowiedzialność za własne uczenie się. Nowa 
wiedza matematyczna stanowiąca treść lekcji musi wyraźnie nawiązywać do jego 
dotychczasowych doświadczeń, rozbudowując lub przekształcając dotychczas 
istniejącą. Wyjaśnianie treści matematycznych nie może zastąpić samodzielnego 
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dochodzenia do wiedzy. Należy pamiętać, że nawet bardzo dokładne tłumaczenie 
zobrazowane konkretnymi przykładami nie dostarczy radości z poznania. Porów-
nywanie, dostrzeganie podobieństw i różnic, kategoryzowanie czy formułowanie 
spostrzeżeń na podstawie własnych działań umożliwia dzieciom kształtowanie 
wiedzy matematycznej na swój własny, charakterystyczny dla danej jednostki, 
sposób. W takim podejściu przed nowymi pojęciami matematycznymi kroczy 
rozumienie, a to – jak wiemy – jest podstawą myślenia matematycznego (Dą-
browski, 2008). Ważnym przesłaniem dla praktyki edukacyjnej jest konieczność 
organizacji różnorodnych doświadczeń, wspartych różnymi pomocami dydak-
tycznymi, uwzględniającymi różne formy organizacyjne pracy na lekcji czy różne 
metody i techniki. Bez tego nie można uwzględniać indywidualnych różnic mię-
dzy ludźmi. W podejściu konstruktywistycznym do nauczania uznaje się różno-
rodność za zjawisko powszechne, a jednakowe uczenie się przy jednoczesnym 
oczekiwaniu takich samych rezultatów za niemożliwe.

Matematykę postrzeganą jako zbiór reguł i procedur wnioskowania opra-
cowanych i naukowo usankcjonowanych możemy zgłębiać na skrajnie różne 
sposoby. Wyłaniające się dwa przeciwstawne modele, tj. uczenie się konstrukty-
wistyczne i niekonstruktywistyczne, ujmują nabywanie kompetencji lub zdolno-
ści matematycznych w zgoła odmienny sposób. Niekonstruktywistyczny sposób 
podstawą czyni przyjmowanie kolejnych porcji wiedzy matematycznej w plano-
wy sposób, zmierzający do opanowania pamięciowego definicji, twierdzeń, reguł 
i własności, które zgodnie z wypracowanym algorytmem należy wykorzystywać 
podczas rozwiązywania zadań. Nadmierne poleganie na twierdzeniach i egzem-
plifikacja reguł w procesie kształcenia prowadzi do rutynowości procesów my-
ślowych wywołujących ich usztywnienie. W dziecięcym uczeniu się matematyki 
postrzegane jest to jako brak umiejętności spojrzenia na zadanie z innej strony, 
jako nieumiejętność wyobrażenia sobie sytuacji, w której moglibyśmy spotkać się 
z takimi warunkami, jako niedostrzegalność bardziej eleganckich rozwiązań, a co 
więcej – brak potrzeby ich poszukiwania.

Koniecznością nauczyciela staje się korzystanie z wielu podejść, nie tylko 
tych odwołujących się do własnych doświadczeń szkolnych i uznanych przez sie-
bie za najlepsze. Obowiązkiem dydaktycznym jest prowokowanie sytuacji, w któ-
rych uczeń sam wykrywa wzorce oraz formułuje i weryfikuje przypuszczenia. 
Ten drugi sposób obejmujący samodzielne konstruowanie wiedzy poprzez uczest-
nictwo w sytuacjach sprzyjających odkrywaniu jest właśnie istotą konstruktywi-
stycznego modelu uczenia się. Gerald A. Goldin twierdzi, że „konstruktywne 
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procesy uczenia się są bardziej efektywne, prowadzą do szerszego uogólniania 
wiedzy, lepszej retencji, większego prawdopodobieństwa, że ​​wiedza zostanie 
przeniesiona do nieznanych sytuacji rozwiązywania problemów”(Goldin, 1990, 
s. 42). Jednocześnie uczula nas, że nie musimy przyjmować wszystkich założeń 
radykalnego konstruktywizmu, by uznać, że uczenie się poprzez odkrywanie, my-
ślenie dywergencyjne czy rozwiązywanie problemów przynosi lepsze efekty bez 
względu na różnice indywidualne naszych uczniów (Goldin, 1990).

Niestety w szkołach rzadko możemy obserwować uczniów odkrywających 
matematykę. Powodów może być tak naprawdę wiele, począwszy od niewystar-
czających matematycznych kompetencji nauczycieli do postrzegania przez nich 
matematyki jako zbioru reguł i procedur do opanowania. Jednak myślę, że to na-
uczycielska niepewność matematyczna jest częstym powodem, dla którego na-
uczyciele chętniej odwołują się do znanych sobie procedur i algorytmów, łudząc 
się jednocześnie, że to właśnie takie postępowanie pozwoli na utrzymanie kontro-
li nad uczniowskim poznawaniem tego przedmiotu. Możemy też przyjąć wielce 
optymistyczną wizję niezwykłych zdolności matematycznych nauczycieli, która 
utrudnia im dostrzeganie złożoności rozumowania, modelu rozwiązania czy sto-
sowanych heurystyk. W konsekwencji swoje wyniki nauczyciele opisują w for-
mie gotowego produktu lub wydajnej i skutecznej procedury prowadzącej do roz-
wiązania. Innym powodem może być rzekoma oszczędność czasu, bo podanie 
gotowej, usankcjonowanej wiedzy pozwala na oszczędzanie czasu, a uczniowskie 
odkrywanie niestety ten czas pochłania. Myślę jednak, że to nie oszczędność cza-
su jest główną przyczyną, ale najczęstszym argumentem, z którym się spotkałam. 
Uważam, że to umiejętność widzenia matematyki jako przestrzeni bytowania 
wyzwala w nas potrzebę jej doświadczania. Traktowanie jej jako zbioru narzędzi 
nic nie zmieni. Oczywiście pozostaje jeszcze kwestia testów zewnętrznych, które 
skłaniają nauczycieli do ćwiczenia technik rozwiązywania zadań najczęściej poja-
wiających się w ocenianiu zewnętrznym. Ktoś mógłby powiedzieć, że przecież po 
pierwszym etapie edukacyjnym nie ma obowiązkowego oceniania zewnętrznego 
w postaci egzaminów czy sprawdzianu. Jednak w szkołach stałą praktyką dyrek-
torów jest ocenianie kompetencji zawodowych nauczycieli, m.in. na podstawie 
oferowanych przez różne wydawnictwa testów kompetencji uczniów kończących 
klasę trzecią szkoły podstawowej. Jak zatem oprzeć się takiej presji? Można, ale 
trzeba być przekonanym o efektywności uczenia się matematyki w modelu kon-
struktywistycznym. Owo przekonanie niestety może wynikać tylko z własnych 
doświadczeń nauczyciela. Jak zatrzymać to błędne koło?
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Carolyn A. Maher i Robert B. Davis proponują, aby uzyskać jak największą 
wiedzę o pomysłach uczniów. Podczas pracy na lekcjach wnikliwie ich obserwo-
wać i starać się zrozumieć ich myślenie. Zabiegać o tzw. przedłużanie rozumowa-
nia prowadzącego do rozwiązania poprzez sprawdzanie poprawności rozwiązania 
w zmienionych warunkach zadaniowych. Uwzględniać pomysły uczniów pojawia-
jące się podczas rozwiązywania problemów. Analizować i próbować zrozumieć, co 
robią uczniowie, dlaczego to robią, bo to stanowi podstawę wglądu w naturę roz-
woju dziecięcych wyobrażeń. Analiza dziecięcych konstrukcji myślowych poja-
wiających się podczas rozwiązywania zadania może dostarczyć informacji o rozu-
mieniu pojęć matematycznych czy tworzonych przez nich reprezentacji. Uzyskana 
w taki sposób wiedza pozwoli na odpowiednie modyfikowanie zajęć dla uczniów. 
Pogląd, który reprezentują Maher i Davis, ukazuje inną rolę nauczyciela, w któ-
rej podstawą działalności dydaktycznej ma stać się rozwój własnych kompeten-
cji i pewności siebie. To one, wsparte wynikami i analizą obserwacji dziecięcych 
dróg poznania matematycznego, mają pomóc w planowaniu i organizowaniu lekcji 
opartych na interakcji między uczniami i nauczycielem (Maher, Davis, 1990).

Leslie P. Steffe zwraca uwagę na konieczność zmiany światopoglądu na-
uczycieli matematyki. Nauczycielskie przekonania o statyczności i niezmienności 
tej dyscypliny naukowej muszą konwertować w kierunku myślenia o matematyce 
jako działalności człowieka. Odpowiedzialność za wybór podejścia do naucza-
nia matematyki, która spoczywa na nauczycielach, czyni ich jedynymi realnymi 
inicjatorami zmian w klasie szkolnej. Steffe przekonuje, że konieczność dokona-
nia wyboru podejścia do nauczania matematyki sprawi, że nauczyciele staną się 
aktywni matematycznie, będą poszukiwać nowych rozwiązań czy weryfikować 
swoje poglądy na nauczanie. Jednak wszystko to jest możliwe tylko wtedy, gdy 
nauczyciele zaakceptują, że wiedza matematyczna ich uczniów jest równie ważna 
jak ich własna, a aktywność uczniowska podczas zajęć kluczowa w poznawaniu 
matematyki (Steffe, 1990). Ponadto Paul Cobb, Terry Wood i Erna Yackel podkreś
lają potrzebę konstruowania kontekstów społecznych, w których to uczniowie 
i nauczyciele mogą uczyć się od siebie nawzajem (Cobb, Wood, Yackel, 1990).

Zmiany, które chcemy uzyskać w klasie szkolnej, muszą obejmować również 
zmiany w podejściu do kształcenia nauczycieli. Skoro doświadczenie w uczeniu się 
matematyki jest tak ważne, to musimy zadbać, aby przyszli nauczyciele w trakcie 
przygotowywania się do zawodu mogli stać się uczestnikami takich doświadczeń. 
Jednak nie chodzi tu o wyćwiczenie pewnych doświadczeń schematycznie, by dać 
gotowe narzędzie do zastosowania w klasie. Te doświadczenia powinny raczej 
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skupiać się na takich problemach, które pozwolą myślenie przyszłych nauczycie-
li uczulić na to, jak inni mogą podchodzić do rozwiązania, jakie nieporozumienia 
mogą pojawić się w wyniku dyskusji nad rozwiązaniem, które umiejętności sprzy-
jają rozwiązywaniu problemów, co jest ważne w planowaniu rozwiązania oraz jakie 
konsekwencje niesie za sobą pochopnie przyjęta strategia rozwiązania. Jednym sło-
wem – nauczyciele muszą zrozumieć, co próbują zrobić ich uczniowie i od jakich 
pomysłów zaczynają. Wszyscy wiemy, że nie ma gotowej recepty na dobre naucza-
nie matematyki, a przyjęcie podejścia konstruktywistycznego jest wymagającym 
rozwiązaniem, tj. wymaga gruntownej zmiany w myśleniu o uczeniu się uczniów 
i nauczaniu. Najlepiej tej zmiany doświadczyć, uczestnicząc w sytuacjach dydak-
tycznych, które zamierzamy projektować dla własnych uczniów.

Kolejną ważną kwestią są relacje, które należy budować między uczniami 
i nauczycielem. Doświadczanie sytuacji problemowych i odkrywanie prawidło-
wości matematycznych wymaga od uczestników procesu wytrwałości, umiejęt-
ności panowania nad negatywnymi emocjami i przezwyciężania trudności. Bu-
dowanie atmosfery obustronnego zaufania, poczucia bezpieczeństwa w małej 
społeczności skoncentrowanej na realizacji wspólnego celu pozwoli pokonać 
nie tylko dziecięce momenty zniechęcenia, ale również zbuduje w nich poczucie 
współodpowiedzialności za powodzenie przedsięwzięcia (Davis, Maher, Nod
dings, 1990). Tworzone w oddziale szkolnym relacje opierają się w dużej mierze 
na interakcjach między uczestnikami procesu. Dbałość o właściwą komunikację 
podczas zajęć wzmocni poczucie zadaniowości i zintegruje zespół. Ponadto ko-
munikacja – jako złożony proces – ma pomóc nauczycielom w realizacji zadania, 
którym jest budowanie odpowiedniego modelu pracy na lekcji. Takiego, który 
pozwoli uczniom na inne spojrzenie – spojrzenie umożliwiające przekształcenie 
dziecięcych poglądów na takie, które będą bardziej adekwatne nie tylko z perspe-
tywy uczniów, ale i nauczyciela (Davis, Maher, Noddings, 1990).

Dzieci przychodzą do szkoły z pewną wiedzą matematyczną, określaną mia-
nem nieformalnej (Davis, Maher, Noddings, 1990; Klus-Stańska, 2000), powstałej 
w wyniku ich uczestnictwa w doświadczeniach kreowanych przez codzienność. Nie-
jednokrotnie słyszymy, jak dziecko posługuje się liczbami, określa własne strategie 
obliczeniowe i próbuje porządkować zgromadzone informacje na swój matematycz-
ny sposób. Oczywiście nie znaczy to, że możemy przyjmować określony poziom 
kompetencji matematycznych dziecka jako ukształtowany, raczej powinniśmy trak-
tować to jako zdolność do aktywnego monitorowania i dostosowania swoich za-
chowań również w zakresie matematyki. Poszukując odpowiedzi na pytanie, skąd 
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u dzieci bierze się to naturalne zainteresowanie matematyką, wystarczy zwrócić się 
w kierunku natury, która uczyniła je ciekawymi wszystkiego, co się dookoła dzie-
je. Ta wewnętrzna, niczym niewymuszona motywacja skłania ich do poszukiwania 
wzorców i relacji. Oczywiście nie przemawia to za trwaniem w przekonaniu, że 
wszystkie dzieci będą zainteresowane matematyką, ale motywuje nas do wiary w ich 
aktywną, twórczą, czyli odkrywczą ścieżkę na drodze matematycznego poznania.

Dziecięce przeświadczenie o użyteczności nieformalnej wiedzy matematycz-
nej zostaje poprzez włączenie w obowiązkową naukę szkolną konfrontowane z wie-
dzą formalną wykorzystującą symbole, pojęcia abstrakcyjne i reguły postępowania. 
Zderzenie tych dwóch światów jest niezwykle trudne dla dziecka. Dotychczasowe 
przyswajanie nieformalnej matematyki odbywające się w zgodzie z naturalnymi 
zainteresowaniami poprzez filtrowanie i interpretację tych informacji, które były 
akceptowane w dziecięcych kategoriach wiedzy, zostaje uzupełnione lub przebu-
dowane, burząc dotychczasowe dziecięce rozumienie. Nowe, nieznane informacje, 
podawane jako cudze i do tego niezrozumiałe, często wywołują nie tyle brak zainte-
resowania, co wzbudzają niechęć. Dlatego za oczywisty przyjmuję fakt, że w szkole 
w celu zniwelowania trudności w uczeniu się matematyki rozpoczynamy od niefor-
malnej wiedzy matematycznej dziecka wiążącej się z jego dotychczasowymi do-
świadczeniami i należytej dbałości o podtrzymanie zainteresowania. Pamiętajmy, 
że dzieci reagują tak, jak dorośli. Jeśli są czymś zainteresowane, to chętnie się an-
gażują. Przejście w trybie szkolnym od wiedzy nieformalnej do formalnej utrudnia 
tzw. tradycyjne podejście do nauczania matematyki, które nie odpowiada myśleniu 
dziecka. Cechuje je podejście nakazujące do uczenia się, a jak wiemy, przekorna 
natura nie lubi nakazów. Tradycyjne nauczanie matematyki oparte na ustnych wy-
jaśnieniach zilustrowanych przykładami prowadzi dzieci drogą naśladowania czyn-
ności nauczyciela i ćwiczenia procedur do momentu, aż staną się automatyczne. 
Prowadzone w jednostajny sposób i na wysokim poziomie abstrakcji lekcje wywo-
łują znużenie oraz wzmacniają przekonanie, że matematykę należy opanować na 
pamięć. Idąc dalej tą drogą i zakładając, że nasi uczniowie jednak opanują przed-
łożone im treści matematyczne pamięciowo, widzimy kolejną trudność dotyczą-
cą celu, dla którego podejmujemy trud uczenia się tego przedmiotu. Uczymy się 
matematyki po to, aby skutecznie ją wykorzystać w sytuacjach nowych, nie tylko 
tych znanych nam z lekcji, zatem ograniczanie się do pamięciowego opanowania 
zagadnień matematycznych nie sprzyja rozwijaniu umiejętności posługiwania się 
matematyką, a co więcej – opanowywanie pamięciowe osłabia zdolności samoregu-
lacji niezbędne do dostrzegania i rozwiązywania problemów (Holt, 1964).
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Konstruktywistyczne podejście do edukacji wymaga stałej i aktywnej mani-
pulacji znaczeniami terminów matematycznych, a nie tylko sprawnego rachowania 
i operowania wzorami. Uznając, że matematyka nie ma charakteru kumulatywne-
go, a jej zgłębianie to ciągłe poszukiwanie sensu i inteligentne wykorzystywanie 
umiejętności matematycznych, należy zmienić nasze tradycyjne widzenie lekcji 
matematyki. Kształcenie matematyczne w podejściu konstruktywistycznym na 
każdym etapie kształcenia zakłada, że należy kształtować pojęcia matematyczne, 
umiejętność algorytmizacji, zgłębiać procesy heurystyczne, kształtować umiejęt-
ność współpracy przy rozwiązywaniu problemów oraz refleksję w działaniu i nad 
zrealizowanym zadaniem. Wszystkie te kompetencje są niezbędne w życiu do-
rosłym, a pamiętając, że nie kształtujemy ich w starannie wyselekcjonowanym 
odcinku czasu, powinniśmy zabiegać o doskonalenie ich przez cały czas. Kon-
struktywizm nie oferuje pedagogicznych recept, jednak stawia w centrum głęboką 
troskę o ucznia, która staje się najmocniejszym jego przesłaniem. Głosi pogląd, że 
nie o „wydajność” ucznia szacowaną testami zewnętrznymi należy zabiegać, lecz 
o stały kontakt ze sposobem jego myślenia i rozwiązywania problemu. Ten sta-
ły kontakt umożliwia wsparcie ucznia i wyposażanie go w narzędzie obejmujące 
rozumne korzystanie z pojęć matematycznych, potężne metafory i heurystyczne 
procedury oparte na rozumieniu, by mógł coraz lepiej zgłębiać siebie, tj. własne 
metody uczenia się i własne myślenie. Wśród doświadczeń, które szkoła musi za-
pewnić uczniom, Rorbert B. Davis, Carolyn A. Maher i Nel Noddings wymieniają:
a)	 sytuacje spotykane dotychczas („pokaż, powiedz i powtarzaj”), ale nie w po-

staci gotowej wiedzy, tj. w postaci formuły, wzoru i definicji; należy rozpo-
czynać od badania chaotycznej rzeczywistości i dostrzegania w niej pewnych 
zależności, które staną się szkieletem konstrukcji abstrakcyjnych pojęć ma-
tematycznych oraz dbać o to, aby dzieci widziały oba stany – ten chaotyczny 
i elegancję abstrakcji – oraz przejścia od jednego do drugiego;

b)	 staranne projektowanie sytuacji dydaktycznych, które pozwolą na poprawne 
odzwierciedlenie właściwości struktur matematyki i które dadzą uczniom pod-
stawę do wzmacniania umysłowych reprezentacji;

c)	 ogólne doświadczenia, które opisujemy jako doświadczenia „budujące gotowość”;
d)	 projektowanie doświadczeń, których realizacja daje możliwość nawiązania 

bezpośredniego kontaktu ze sposobami myślenia uczniów o jakimś problemie 
lub zadaniu (Davis, Maher, Noddings, 1990, s. 189).

Podsumowując rozważania o konstruktywistycznym podejściu do naucza-
nia matematyki, warto pamiętać, że z konstruktywistycznego punktu widzenia 
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postrzeganie jest zawsze raczej aktywnym tworzeniem niż biernym odbieraniem 
(von Glasersfeld, 1987). Na uczniowską działalność na lekcjach matematyki nale-
ży patrzeć jak na dziecięcą twórczość, zaś odkrywanie nowych matematycznych 
tajemnic uczynić podstawą aktywności poznawczej dziecka.



2.	Odkrywanie matematyki drogą zdobywania wiedzy

Wiedzę matematyczną możemy zdobywać poprzez samodzielną ak-
tywność lub poprzez przyjmowanie uzewnętrznionej wiedzy innego człowie-
ka. Jednak w tym drugim wypadku stajemy przed sytuacją, w której z góry 
przyjmujemy, że przedstawiony sposób działania matematycznego jest właściwy, 
jedyny i wystarczający. Nabywając kompetencje matematyczne, a jest to proces 
długotrwały, możemy przyjąć postawę wiernego odtwarzania wiedzy w sytuacjach 
nam znanych lub wziąć odpowiedzialność za własne uczenie się i konstruować 
wiedzę matematyczną samodzielnie – tak, aby z powodzeniem wykorzystywać 
ją do rozwiązywania zadań nietypowych i pozaszkolnych. Która z tych dróg daje 
trwalsze rezultaty i pełniejsze rozumienie w zakresie matematyki? Odpowiedź 
nie jest trudna. Wystarczy wyobrazić sobie sytuację, w której musimy zapamiętać 
drogę z miejsca A do miejsca B. Lepsze efekty uzyskamy, jeśli pokonamy ją sa-
modzielnie niż wtedy, gdy ktoś szczegółowo opisze nam, jak mamy iść. Tak też 
jest w przypadku matematycznego poznania. Podążanie drogą matematycznego 
poznania jest wartościowszym sposobem uczenia się matematyki, czego będę sta-
rała się dowieść w tym rozdziale.

Podążanie drogą matematycznego poznania rozumiane jest tu jako uczenie 
się w akcie dokonywania odkryć. Przyjmijmy za Brunerem, że odkrywanie nie 
odnosi się tylko do czegoś, co wcześniej nie było znane ludzkości. Odkrywaniem 
na drodze poznania matematycznego będziemy określali samodzielne zdobywa-
nie wiedzy nie o tym, czego nikt jeszcze nie wie, ale o tym, czego nie wie uczący 
się. Odkrywanie będące jednym ze sposobów uczenia się jest aktem indywidual-
nym, któremu towarzyszy zdziwienie pojawiające się zawsze w kontekście do-
tychczas zdobytej wiedzy (Bruner, 1978, s. 662 i dalsze). Według Brunera akt 
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odkrywania „polega w swej istocie na przeorganizowaniu bądź przekształceniu 
danych w sposób pozwalający na wyjście poza tak przegrupowane dane oraz na 
uzyskanie dalszego, nowego wyglądu” (Bruner, 1978, s. 663). Zdarza się, że owo 
odkrycie jest możliwe dzięki pozyskaniu nowych informacji, ale może powstać 
także na bazie dotychczasowych, w wyniku innego niż aktualne postrzeganie da-
nych, wsparte ich reorganizacją.

Najważniejszym sprzymierzeńcem aktu odkrycia jest zaangażowanie 
i wiara, że uda się go dokonać. Wierząc, że możemy dokonać odkrycia, zaczyna-
my poszukiwać i opracowywać sposoby postępowania, które pomogą osiągnąć 
cel. Odkrywanie wiedzy znacząco różni się od przyjmowania uporządkowanych 
i zaplanowanych do przekazania porcji materiału z danego zakresu. Jego główną 
zaletą jest uwolnienie dziecięcego uczenia się od sztywnych reguł postępowania 
oraz wyzwolenie jego aktywności własnej, co skutkuje ograniczaniem dążności 
do mechanicznego uczenia się. Pojawiająca się podczas odkrywania szerokokon-
tekstowa analiza sytuacji kształtuje umiejętność radzenia sobie z różnymi zada-
niami, a szczególnie z tymi, przy których przechowywane w pamięci schematy 
postępowania zawodzą. Ponadto pojawia się możliwość kształtowania kompe-
tencji, a nie wąskich umiejętności sprawdzających się w sytuacjach typowych. 
Uczenie się dziecka poprzez odkrywanie możemy uznać za przebiegające od we-
wnątrz na zewnątrz, bo podejmując się próby rozwiązania postawionej przed nim 
sytuacji zadaniowej, wykorzystuje wszystkie dotychczas ukształtowane struktu-
ry umysłowe i za ich pomocą podejmuje decyzje co do przyjmowanych rozwią-
zań. Natomiast w tradycyjnym podejściu do nauczania najczęściej spotykamy się 
z sytuacją, w której nauczyciel jest źródłem wszelkiego poznania i przekazuje 
nam wiedzę w sposób, który jemu wydaje się najwłaściwszy (w tym wypadku 
mamy do czynienia z uczeniem się od zewnątrz do wewnątrz). Zwróćmy uwagę 
na jeszcze jedną znamienną cechę uczenia się poprzez odkrywanie – dziecko 
ma okazję wyjść poza dostarczone informacje i wskazówki, stając się twórczym 
poszukiwaczem rozwiązań.

Ważną cechą jest wzrost atrakcyjności zajęć szkolnych, który przekłada 
się na wzrost dziecięcego angażowania się w to, co dzieje się na lekcji. Uczeń 
z tkwiącego w ławce biernego słuchacza ma szansę stać się narratorem zajęć, 
biorąc czynny udział w dyskusjach o planowanych rozwiązaniach czy w orga-
nizowaniu przestrzeni ułatwiającej rozwiązanie. Jednak przede wszystkim uzy-
skuje poczucie, że jest ważny i jego zdanie ma znaczenie. Aktywne działanie to-
warzyszące uczeniu się poprzez odkrywanie pozwala osiągnąć satysfakcję. Jest 
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to o tyle ważne, że wzmacnia poczucie własnej skuteczności oraz determinuje 
działania skoncentrowane na osiągnięciu celu. Wzrasta dziecięcia świadomość 
własnych możliwości, konieczności właściwej organizacji informacji, planowa-
nia rozwiązania i weryfikacji uzyskanych rezultatów. Kształtująca się zdolność 
do przekształcania i weryfikowania informacji wspiera umiejętność przyjmowa-
nia różnych rozwiązań, często obejmujących skrajnie różne podejścia do sytuacji 
zadaniowej. Ważną kwestią z punktu widzenia trwałości wiedzy jest pamięć. Bru-
ner twierdzi, że odkrywanie pozostawia trwały ślad w pamięci i ułatwia dostęp 
do przechowywanych tam informacji. Uzasadniając swoje stanowisko, podaje, 
że odkrywaniu towarzyszą silne emocje wzmacniające zapamiętywanie, a częsta 
reorganizacja dotychczas zdobytej wiedzy powoduje, że staje się ona materiałem 
zawsze aktualnym i aktywnym, a nie zapamiętanym i głęboko przechowywanym 
(Bruner, 1978, s. 679). Ponadto pozostaje kwestia pokonania drogi odkrycia raz 
jeszcze. Przekazując dzieciom informację w postaci gotowych stwierdzeń, oprócz 
wymuszania na nich przyjęcia informacji zawartych w nowych treściach mate-
matycznych jako własnych, wskazujemy tylko jedną drogę ponownego ich przy-
wołania. Podczas zdobywania wiedzy na drodze odkrywania dziecko ma możli-
wość przywołania kolejno wykonanych czynności, zdarzeń czy prowadzonych 
rozmów, w wyniku których uzyskało nową wiedzę. Przykładem potwierdzającym 
odwołanie się do pokonanej drogi poznania są stanowiska uczniów, którzy nie 
zapamiętują wzorów matematycznych. Uzasadniają niechęć pamięciowego ich 
opanowania możliwością ich wyprowadzenia.

2.1.	 Odkrywanie a rozwijanie myślenia matematycznego

Tytuł podrozdziału przyjmuje a priori, że myślenie można rozwijać. 
Tak faktycznie jest, dowodzi tego chociażby Piaget w swoich pracach nad 
rozwojem poznawczym dziecka, opisując, jak z wiekiem zmienia się nasza 
zdolność do postrzegania i interpretowania informacji płynących z otocze-
nia, w którym funkcjonujemy. Dlatego warto zastanowić się, czy dziecięce 
odkrywanie matematyki nie tylko wspiera rozwój myślenia, ale stanowi 
jeden z najskuteczniejszych sposobów uczenia się, o którym warto pamiętać, 
gdy projektujemy sytuacje dydaktyczne dla naszych uczniów. O myśleniu, 
a dokładniej myśleniu logicznym (czy też matematycznym, bo często w dys-
kusjach na poziomie praktycznym pojęcia te wykorzystuje się jako synonimy) 
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mówi się, że jest jednym z najistotniejszych celów nauczania matematycznego. 
Czym naprawdę jest ten tak silnie eksponowany na każdym etapie kształcenia 
cel edukacji matematycznej? Myślę, że na początku warto sprecyzować, co ro-
zumiemy przez pojęcie myślenie. W tym celu sięgnijmy do psychologii i jej 
stanowiska w tej kwestii.

Myślenie w literaturze definiowane jest jako złożona czynność umysłowa, 
której dokonujemy na informacjach zgromadzonych w wyniku poznania zmy-
słowego, a także zakodowanych w wyobrażeniach lub pojęciach. Jemu przypi-
sujemy zdolność poznawania otaczającej rzeczywistości m.in. poprzez dostrze-
ganie stosunków i zależności w niej funkcjonujących, zdolność do planowania, 
projektowania i realizacji działań, dokonywania odkryć czy formułowania opi-
nii i wniosków. To właśnie myślenie pozwala człowiekowi na przewidywanie 
następstw podejmowanych działań oraz buduje przestrzeń, w której zyskujemy 
warunki do własnego rozwoju i zaspokajania potrzeb w tym zakresie. Myślenie 
posługujące się ideami, obrazami, pojęciami, spostrzeżeniami, symbolami czy 
sądami wspiera naszą wyobraźnię i rozwija twórczość, implikuje poszukiwania 
oraz formułowanie nowych pojęć i teorii, umożliwia rozwiązywanie problemów, 
a także decyduje o naszych możliwościach poznawczych (Kozielecki, 1992; 
Maruszewski 2001; Szewczuk, 1985; Zimbardo, 1999). Oprócz materiału my-
ślenia, czyli ukształtowanych i przechowywanych struktur informacji, J. Kozie-
lecki wskazuje na dwa, istotne w aspekcie organizacji środowiska uczenia się, 
komponenty procesu myślenia, tj. operacje umysłowe i reguły. Mianem operacji 
umysłowych określa elementarne transformacje na materiale myślenia, natomiast 
reguły opisuje jako strategie umożliwiające porządkowanie operacji umysłowych 
(Kozielecki, 1992, s. 92).

Docelowo w matematyce materiałem myślenia są pojęcia abstrakcyjne, 
które stanowią powiązane ze sobą reprezentacje faktów matematycznych. Mo-
żemy przypisać im miano pojęć matrycowych, czyli „poznawczych reprezenta-
cji skończonej liczby wspólnych cech, które w jednakowym stopniu przysługują 
wszystkim desygnatom (egzemplarzom) danej klasy” (Kozielecki, 1992, s. 99). 
Warto dodać, że oprócz tych dominujących w matematyce Kozielecki wyróżnia 
również pojęcia naturalne, „które w różnym stopniu przysługują desygnatom (eg-
zemplarzom) danej klasy” (Kozielecki, 1992, s. 102). Mimo że pojęcia naturalne 
dominują w codziennym życiu człowieka, cechuje je mniejsza jednoznaczność. 
W przypadku tych pojęć desygnaty grupują się wokół najbardziej reprezentatyw-
nego egzemplarza (Zimbardo, 1999).
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Prawidłowy przebieg myślenia i trafność uzyskanych efektów są uwarun-
kowane właściwym doborem pojęć (Kozielecki, 1992), dlatego też proces ich 
kształtowania otrzymuje tak wielką rangę w nauczaniu i uczeniu się matematyki. 
Jednak ich rozumienie nie jest możliwe bez dostrzegania zależności występują-
cych między nimi, a te z kolei występują dzięki operacjom myślowym.

2.1.1.	 Odkrywanie a operacje myślowe

Wśród operacji myślowych wyróżnia się dwie podstawowe, czyli anali-
zę i syntezę, oraz ich pochodne, tj. abstrahowanie, uogólnianie i porównywanie 
(Kozielecki, 1992, s. 96). Analiza i synteza to procesy myślowe, które przebie-
gają bardzo szybko i wielokrotnie w naszych umysłach, występują przemiennie, 
a wszystko to w celu wybrania przez nasz umysł poszukiwanych informacji. 
Analiza jest procesem polegającym na wyodrębnieniu z całości pewnych cech 
przy jednoczesnym zachowaniu relacji między składowymi rozważanego obiektu 
myślowego, natomiast synteza polega na łączeniu elementów, cech, części w ca-
łość z uwzględnieniem dostrzeżonych relacji. Tak jak analizę stosujemy w celu 
wykrycia struktury badanego obiektu czy mechanizmów działających w jego ob-
rębie, tak synteza umożliwia całościowy ogląd rozważanego obiektu myślowe-
go. Stosując na przykład analizę podczas rozwiązywania zadań matematycznych, 
wyodrębniamy zmienne dane i szukane, a także zależności występujące między 
nimi, podczas gdy synteza umożliwia w drodze matematyzacji całościowe ujęcie 
wyodrębnionych elementów w model matematyczny. Synteza za pomocą takich 
operacji myślowych, jak abstrahowanie, uogólnianie i porównywanie zmierza do 
wykrycia w połączonej, nowej całości istotnych własności i ich przyporządko-
wań. Takie postrzeganie analizy i syntezy przesądza, że stanowią one wzajemnie 
przeplatające i dopełniające się procesy myślowe.

Abstrahowanie to jedna z istotniejszych operacji myślowych wykorzy-
stywana przez uczniów w młodszych klasach do określania pojęć, reguł i za-
leżności w świecie matematyki. Zbigniew Semadeni abstrahowanie, a dokład-
niej abstrahowanie generalizujące, nazywa „operacją myślową prowadzącą do 
pojęcia ogólnego przez uwzględnienie tylko niektórych cech rozpatrywanych 
przedmiotów lub zjawisk i wyodrębnienia tych cech w myśli z jednoczesnym 
pominięciem innych cech nieistotnych z danego punktu widzenia” (Semade-
ni, 1981, s. 54). Abstrahowaniu często towarzyszy idealizowanie, czyli zastę-
powanie w myśli cech dostrzeżonych własnościami idealnymi, np. podczas 
badania kształtów występujących w najbliższym otoczeniu dziecka i szuka-
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nia ich matematycznych odpowiedników – tak jak wtedy, gdy obserwujemy 
budynki mieszkalne, które dziecko spotyka w drodze do szkoły czy podczas 
szkolnych wycieczek. Wszyscy wiemy, że budynki są trójwymiarowe, a jed-
nak mówimy o oknach w kształcenie prostokąta czy o ścianach budynków 
w kształcie kwadratu.

Drugą istotną operacją myślową jest uogólnianie, którą w sensie mate-
matycznym będziemy określać jako czynność umysłową, w wyniku której dla 
pewnego pojęcia abstrakcyjnego wskazujemy pojęcie ogólniejsze, a rozważane 
pojęcie abstrakcyjne traktujemy jako jego szczególny przypadek. I tak poję-
ciem ogólniejszym dla kwadratu jest równoległobok, a dla niego czworokąt. 
Uogólnianie pojęć pozwala tworzyć szersze klasy i ułatwia porządkowanie 
wiedzy matematycznej.

Zarówno abstrahowanie, jak i uogólnianie są możliwe dzięki umiejęt-
ności porównywania. To kolejna operacja umysłowa, która polega na poszu-
kiwaniu i wskazywaniu podobieństw i różnic w badanych obiektach. To na jej 
podstawie wnioskujemy o cechach wspólnych istotnie wyróżniających obiekt 
spośród innych, a także przypisujemy go do klasy obiektów ogólniejszych, 
traktując go jako przynależny. Na schemacie 1 zaprezentowano, jakie relacje 
zachodzą między tymi procesami myślowymi. Uczniowie, badając zbiór kwa-
dratów o różnej długości boków i w różnych kolorach, mają dostrzec, że mimo 
tych różnic każda z tych figur ma ten sam kształt, w którym cztery występujące 
boki są tej samej długości, a kąty proste. Podobnie badają czworokąty wypukłe 
i wielokąty. To właśnie proces abstrahowania pozwala im na pominięcie 
kolorów i wielkości obiektów geometrycznych, a wybranie tylko tych cech, 
które opisują je wszystkie. Proces uogólnienia (schemat 1) będzie polegał na 
dostrzeżeniu, że każdy kwadrat posiada wszystkie cechy czworokąta, ale nie 
każdy będzie kwadratem. Takie uczniowskie spostrzeżenia pozwolą na sformu-
łowanie wniosku, że czworokąt wypukły jest pojęciem nadrzędnym w stosun-
ku do kwadratu i tworzy ogólniejszą klasę obiektów. Warto przy tym dodać, 
że proces uogólniania jest dla dzieci trudniejszy od abstrahowania, bo łatwiej 
wyłonić w danej grupie obiektów wspólne cechy, niż przypisać je do zbioru 
obiektów o cechach ogólniejszych.
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Schemat 1:	Abstrahowanie i uogólnianie pojęć

Źródło: opracowanie własne.

Należy wspomnieć jeszcze o dwóch ważnych w kontekście matematyki 
operacjach myślowych, a mianowicie o konkretyzacji i uszczegóławianiu. Kon-
kretyzacja jest operacją odwrotną do abstrahowania (Semadeni, 1981, s. 55). Spo-
tykamy się z nią w sytuacji, gdy dziecko ma za zadanie wskazać konkretny obiekt 
jako przykład ukształtowanego pojęcia abstrakcyjnego, np. znając pojęcie ob-
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wódu wielokąta, potrafi obliczyć obwód prostokąta o bokach 4 cm i 5 cm. Zresztą 
zawsze, gdy uczeń podaje przykład konkretnego obiektu matematycznego, aby 
zilustrować dane pojęcie, mówimy o konkretyzacji. Konkretyzacja jest na tyle 
ważna, że umożliwia uczniom pokonywanie trudności napotkanych podczas roz-
wiązywania zadań, np. służy do wizualizacji sytuacji przedstawionej w zadaniu. 
Można to zilustrować chociażby w takim przykładzie:

Zadanie: Jak zmieni się suma dwóch dowolnych liczb, gdy jedną 
z nich zwiększymy o jeden? (lub w wersji profesjonalnej: Jak zmieni 
się suma dwóch liczb naturalnych, gdy jeden ze składników zwięk-
szymy o jeden?)3.

Zaprezentowane w takiej postaci zadanie jest dla uczniów trudne, dlatego 
warto skorzystać z konkretyzacji, która sprawdza się tu bardzo dobrze. Traktując 
ją jako czynność pomocniczą na drodze poszukiwania rozwiązania, wystarczy 
poprosić ucznia, aby sprawdził, jak zachowują się dwie dowolnie wybrane przez 
niego liczby w sytuacji opisanej w zadaniu. Oczywiście jeden konkretny przykład 
nie doprowadzi dziecka do rozwiązania, ale wskaże drogę, którą powinien podą-
żać, aby uzyskać rozwiązanie. Konkretyzacja jest niezmiernie pomocna w sytua
cjach, gdy dziecko po przeczytaniu zadania nie wie, co zrobić. Inną zaletą tej 
operacji myślowej jest możliwość weryfikacji przyjętego rozwiązania. Weźmy 
dla przykładu następującą hipotezę: Każdy trójkąt ma równe boki. Aby ją oba-
lić, wystarczy narysować tylko jeden trójkąt o bokach różnej długości. Okazuje 
się wtedy, że istnieją trójkąty o różnych długościach boków. W matematyce taki 
przykład ukazujący nieprawdziwość danego spostrzeżenia nazywamy kontrprzy-
kładem. Myślę, że już we wczesnej edukacji warto uczyć dzieci posługiwania się 
tym narzędziem.

Uszczegóławianie pojawia się w sytuacji, gdy przechodząc od pojęcia 
ogólniejszego, dochodzimy do bardziej szczegółowego, jak chociażby wspomnia-
ny wcześniej obwód prostokąta, w którym wyznaczenie jego wartości polega na 
zsumowaniu podwojonej długości oraz podwojonej szerokości prostokąta. Nato-
miast w przypadku dowolnego wielokąta obwodem określamy wielkość uzyskaną 
w wyniku zsumowania długości wszystkich jego boków. Uszczegółowienie jest 
operacją myślową odwrotną do uogólniania (Semadeni, 1981, s. 54).

3  Bardzo wiele przykładów interesujących i wartościowych zadań w kontekście kształcenia matematycznego 
odnajdziemy w: Kalinowska (2010a) oraz Klus-Stańska, Kalinowska (2004).
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Wszystkich wymienionych powyżej operacji myślowych bez wątpienia 
doszukamy się w czynnościach umysłowych uczniów, gdy prowadzą oni włas
ne badania, w wyniku których dokonują odkrycia matematycznego. Chociażby 
wówczas, gdy postawimy przed nimi figury przestrzenne i poprosimy, aby uważ-
nie przyjrzeli się obiektom, po czym pogrupowali je według dostrzeżonych podo-
bieństw i różnic. Jest to bardzo ciekawe doświadczenie, podczas którego dzieci 
dostrzegają i wskazują elementy obiektów (analiza), porównują wyodrębnione 
składowe obiektów, dyskutują o swoich spostrzeżeniach, krytycznie oceniają po-
jawiające się pomysły, budują zbiory brył, np. o dwóch podstawach lub o ścianach 
bocznych będących trójkątami (abstrahowanie i uogólnianie), aż w końcu badane 
obiekty ujmują całościowo z uwzględnieniem wskazanych uprzednio elementów 
i występujących między nimi relacji (synteza).

2.1.2.	 Odkrywanie a reguły myślenia

Reguły, czyli ostatni z wyróżnionych elementów myślenia, są sposobami, 
w jaki nasz umysł porządkuje operacje umysłowe. To one odpowiadają za spo-
sób komponowania operacji myślowych w całość i zawsze są podporządko-
wane realizacji celu, który je wywołał. Najogólniejszy podział reguł myślenia 
wyodrębnia algorytmiczne i heurystyczne (Zimbardo, 1999, s. 417–418). Al-
gorytmem w kontekście nauczania matematyki będziemy nazywali oparty na 
z góry przyjętym zbiorze czynności podstawowych skończony ciąg czynności, 
którego rzetelna realizacja zawsze prowadzi do rozwiązania zadania. Wśród 
warunków dobrze określonego algorytmu wyróżniono ogólność, jednoznacz-
ność czynności i efektywność (Krygowska, 1979, s. 115). Ogólność przejawia 
się w możliwości zastosowania ciągu zaplanowanych czynności do rozwiąza-
nia danego typu zadań. Jednoznaczność gwarantuje nam, że opanowanie czyn-
ności podstawowych i przestrzeganie ich sekwencyjności doprowadzi nas do 
rozwiązania, co więcej – pozwoli automatycznie uzyskać rozwiązanie. Nato-
miast efektywność algorytmu przejawia się w uzyskaniu poprawnego rezultatu 
w skończonej liczbie kroków. Z. Krygowska podkreśla, że znajomość algo-
rytmów i poprawność stosowania usprawnia nas w zakresie rachowania i po-
zostawia miejsce dla twórczości matematycznej dziecka (Krygowska, 1979, 
s. 115 i dalsze). Zgadzam się, że wykorzystywanie algorytmów jest jednym 
z warunków koniecznych działalności matematycznej dziecka, ale nie jedy-
nym. Stanowisko Krygowskiej w tej sprawie wyraźnie wskazuje, że algorytmy 
powinny występować na lekcjach matematyki, jednak ograniczanie się w pracy 
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dydaktycznej tylko do nich stanowi podstawowy błąd nauczyciela (Krygow-
ska, 1979, s. 124). Na ten fakt zwróciła uwagę również D. Klus-Stańska, która 
podkreśliła, że „poznawanie algorytmicznych schematów w szkole wiąże się 
z poleceniami, które możemy określić jako »Zapamiętaj i ćwicz«, a ich wyko-
rzystanie w dalszej pracy z sytuacjami »Rozpoznaj i działaj«” (Klus-Stańska, 
Nowicka, 2013, s. 166). Koncentracja w nauczaniu wyłącznie na algorytmach 
ujmuje zatem nauczanie matematyki jako mechaniczny proces, w którym ak-
tywność uczniów ograniczana jest do opanowania schematów postępowania. 
Uważam również, że algorytmy w procesie kształcenia powinny znaleźć swoje 
miejsce, jednak konieczne w aspekcie rozwoju dziecka jest zwrócenie uwagi 
na odkrywanie algorytmów w trakcie uczenia się matematyki. Czym zatem 
będzie odkrywanie algorytmów? 

Dwa podejścia do wykorzystywania w procesie kształcenia algorytmów 
mówią, że możemy posługiwać się tymi zaprezentowanymi przez nauczyciela 
i utrwalonymi w toku ćwiczeń, ale możemy skierować uczniowskie wysiłki 
na budowanie algorytmów, pogłębiając w taki sposób rozumne posługiwanie 
się nimi. Algorytmizacja, czyli jedna z reguł myślenia, wyznacza konsensus 
w sprawie: algorytmy TAK czy NIE. Ściśle wiąże się nie z samą znajomością 
algorytmu i umiejętnością posługiwania się nim, ale jest procesem polegają-
cym na jego projektowaniu, sprawdzaniu stosowalności i poszukiwaniu – jak 
określa się w matematyce potocznie – jego eleganckiej postaci. Odkrywanie 
algorytmu zatem to ciąg czynności umysłowych niedający się ująć w przyjęty 
na wstępie plan gwarantujący wyznaczenie poszukiwanego sposobu rozwią-
zania zadania. Uzyskany na drodze odkrywania ciąg czynności składowych 
algorytmu wykorzystuje tak znamienne dla rozwoju kompetencji matematycz-
nych dziecka umiejętności, jak racjonalne posługiwanie się poznanymi w toku 
kształcenia algorytmami, rozpoznawanie, analizowanie i wskazywanie warun-
ków działania algorytmów, budowanie algorytmów analogicznych do pozna-
nych wcześniej, samodzielne konstruowanie algorytmów, weryfikowanie po-
prawności algorytmów i uzupełnianie ich o brakujące elementy (Krygowska, 
1977a; Rams, 1982; Sysło, 2002). Algorytmizacja postrzegana jest jako jedna 
z ważniejszych aktywności matematycznych uczniów. To tworzenie algoryt-
mów Zenon Moszner zalicza do najwyższego poziomu aktywności matema-
tycznych (Moszner, 2004, s. 257–259), a Krygowska podkreśla, że to właśnie 
operatywny charakter matematyki umożliwia wprowadzenie uczniów w proce-
dury algorytmizacji (Krygowska, 1986, s. 115).
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Przyjrzyjmy się poniższemu przykładowi, w którym dzieci mogą powołać 
do życia własny algorytm. Rozważmy następujące przykłady zadań tekstowych 
dotyczących porównania różnicowego wielkości:

Zadanie: Na dwóch półkach ustawiono 26 książek w taki sposób, że 
na półce drugiej postawiono o 2 książki więcej niż na pierwszej. Ile 
książek ustawiono na każdej z półek?

Zadanie: Uczniowie klasy trzeciej wraz z wychowawcą wybrali 
się na pieszą wycieczkę. Po przejściu pierwszego odcinka wyzna-
czonej trasy zatrzymali się, aby odpocząć. Po zregenerowaniu sił 
ruszyli w dalszą drogę. Bez kolejnego przystanku dotarli na miej-
sce, pokonując łącznie 5 kilometrów. Wiedząc, że drugi odcinek 
trasy był o 1 kilometr dłuższy, wyznacz długość każdej z części 
przebytej drogi.

W każdym z tych przykładów, aby obliczyć mniejszą wielkość (liczba 
książek na pierwszej półce czy długość pierwszego odcinka trasy), wystarczy od 
łącznej wartości odjąć występującą między nimi różnicę, a uzyskany wynik po-
dzielić przez 2. Uczniowie, pracując nad odkryciem sposobu rozwiązania tego 
typu zadań, mogą opracować algorytm postępowania pozwalający na uzyskanie 
poprawnej odpowiedzi. Algorytm ten może mieć następującą postać:
1.	 Określ, jaka jest łączna liczba książek (długość trasy).
2.	 Sprawdź, czy na każdej półce ustawiono po tyle samo książek (czy oba odcinki 

trasy były tej samej długości).
3.	 Od łącznej wielkości odejmij różnicę między liczbą książek na półkach (mię-

dzy długością trasy na kolejnych odcinkach).
4.	 Uzyskaną wielkość podziel przez dwa, aby uzyskać liczbę książek na pierw-

szej półce (długość pierwszego odcinka trasy).
5.	 Do liczby książek na pierwszej półce dodaj usuniętą wcześniej różnicę (do 

długości pierwszej trasy dodaj usuniętą wcześniej różnicę), aby uzyskać drugą 
poszukiwaną wielkość.

6.	 Sprawdź, czy uzyskane wyniki spełniają warunki zadania.
Ciekawym przedłużeniem pracy może być sprowokowanie sytuacji, w któ-

rej ten algorytm, mimo rozpoznawalnej konstrukcji zadania, zawodzi. Dyskusja, 
która rodzi się wokół takiego konfliktu poznawczego, ma niezwykłą wartość edu-
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kacyjną, a wielość uczniowskich wątpliwości staje się początkiem wartościowej 
dyskusji o matematyce.

Zadanie: Na dwóch półkach ustawiono 13 książek w taki sposób, że 
na półce drugiej postawiono o 2 książki więcej niż na pierwszej. Ile 
książek ustawiono na każdej z półek?

Jest to przykład zadania niestandardowego i po skorzystaniu z wcześniej 
wypracowanego algorytmu uzyskujemy zadziwiającą odpowiedź, tj. na pierwszej 
ustawiono pięć i pół książki, na drugiej siedem i pół. Przy obowiązku dbałości 
o książki (bez podziału żadnej z nich na połowy) nigdy nie ustawimy książek tak, 
jak opisano w zadaniu. Oczywiście można tę sytuację przedłużyć, np. pytając 
o opisaną w zadaniu możliwość rozmieszczenia książek. Ważnym aspektem pracy 
uczniów będzie nie tyle odkrycie algorytmu dla jednego, obłożonego warunkami 
typu zadań, ale poszukiwanie, porównywanie, sprawdzanie rezultatów i dyskusja 
o nich w kontekście warunków zadania czy wreszcie pisemna forma prezentacji 
rozwiązania. Ta ostatnia umiejętność niestety sprawia uczniom coraz więcej trud-
ności. Przyczyną takiego stanu może być dążenie podczas lekcji do rozwiązania 
dużej liczby zadań wsparte kartami pracy i zeszytami ćwiczeń, kiedy często roz-
wiązujący ogranicza się do uzupełniania tzw. luk.

Odkrywanie algorytmów i posługiwanie się gotowymi algorytmami 
stanowi zupełnie inną aktywność umysłową. Zarówno pierwsza, jak i druga 
umiejętność wpisują się w pożądane zasoby kompetencji matematycznych, 
jednak to umiejętność samodzielnego budowania algorytmów czyni nas sku-
teczniejszymi w rozwiązywaniu zadań, szczególnie problemowych. Korzy-
stanie z wyuczonych, gotowych algorytmów ogranicza nasze możliwości do 
zadań i sytuacji zadaniowych, z którymi spotkaliśmy się w toku nauki. Po-
nadto ulotność ludzkiej pamięci nie gwarantuje nam sukcesów, bo często nie 
pamiętamy wypracowanego w żmudnych ćwiczeniach algorytmu. To właśnie 
doświadczanie odkrywania algorytmów czyni nas bardziej otwartymi, zdol-
nymi do tworzenia czegoś nowego, a przede wszystkim oddala od nas jedną 
z najczęstszych myśli pojawiających się, gdy wywołają nas na matematyce do 
tablicy: Jak to było?! 

Odkrywanie algorytmów, implikujące uczniowskie poznawanie sposo-
bów ich otrzymywania w warunkach szkolnych, powinno być poprzedzone 
poszukiwaniami heurystycznymi, które zapewniają uczniom rozwijanie myśle-
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nia (Klus-Stańska, Nowicka, 2013, s. 172). I tak wyłania nam się druga grupa 
reguł porządkujących operacje myślowe, czyli heurystyczne. Są to oparte na 
doświadczeniu reguły postępowania, które w przypadku nieznajomości sku-
tecznego algorytmu pozwalają na uproszczenie i skrócenie drogi poszukiwania 
rozwiązania. W porównaniu z algorytmami mogą być zawodne i nie gwarantują 
uzyskania odpowiedzi.

Korzeni współczesnej heurystyki doszukamy się u Sokratesa (469– 
399 p.n.e.), Kartezjusza (1596–1650), Leibniza (1646–1716) czy Poincarégo 
(1854–1912). Jednak to George Polya (1887–1985) uznawany jest za twórcę 
współczesnej heurystyki (Góralski, 1989, s. 55-60). Jego stanowisko zdecydo-
wanie określa heurystykę jako metodologię i pedagogikę rozwiązywania zadań 
(Góralski, 1989, 60), która ma skupiać się na zrozumieniu procesu rozwiązywa-
nia zadań i operacjach myślowych wykorzystywanych w tym procesie (Polya, 
2009). Wykorzystując doświadczenia w rozwiązywaniu zadań i obserwację lu-
dzi rozwiązujących zadania, powinniśmy poszukiwać sposobów traktowania 
wszystkich możliwych rodzajów zadań, tak by określić charakterystyczne ryzy 
niezależne ani od tematyki, ani rodzaju zadania. Heurystyka nieprecyzyjnie okre-
ślona świetnie spisuje się w rozwiązywaniu problemów wymagających twór-
czego myślenia, gdy utarte drogi postępowania zawodzą. Jej przedmiotem „jest 
ogół działań przedsiębranych przez człowieka twórczo rozwiązującego zadania 
praktyczne, zadania poznawcze lub zadania przekazu” (Góralski, 1989, s. 61). 
Natomiast jej cele wskazują na potrzebę konstruowania i uzasadniania działań 
twórczych człowieka, opisywanie działań obserwowanych podczas twórczego 
rozwiązywania zadań w formie procedur, wskazywanie wśród nich najbardziej 
typowych oraz ich analizę, prowadzącą do definiowania sprawozdawczego 
(Góralski, 1989).

Heurystyka, która przede wszystkim sprzyja odkryciu rozwiązania (Gó-
ralski, 1989, s. 63), w swej ogólności wyznacza pewne ramy postępowania. 
W całym procesie możemy wyodrębnić trzy podstawowe fazy, tj. obserwo-
wanie, poszukiwanie (odgadywanie) rozwiązań oraz sprawdzanie i ocenę 
rozwiązania (Góralski, 1989, s. 80). Obserwowanie, podobnie jak przy wy-
korzystaniu reguł algorytmicznych, rozpoczyna się analizą zadania i wyróż-
nieniem składników zadania. Jednak w przypadku reguł heurystycznych nie 
następuje identyfikacja algorytmu pozwalającego rozwiązać zadanie, ale od-
niesienie treści zadania do dotychczas zgromadzonej wiedzy i znanych spo-
sobów działania. Ważnym etapem tej fazy jest wyodrębnianie i gromadzenie 
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faktów wiążących się z zadaniem. Tam, gdzie w regułach algorytmicznych 
następuje uzyskanie całkowitego lub częściowego rozwiązania zadania, w re-
gułach heurystycznych dominuje określanie planów rozwiązania i ich porów-
nywanie wsparte powtarzającą się analizą pojawiających się przyczyn postę-
pów i błędów. Analizowanie własnego postępowania, modyfikowanie go na 
podstawie uzyskanych rezultatów oraz uczenie się na rozwiązaniach jest tu 
obecne w szerokim zakresie. Natomiast w końcowej fazie zamiast sprawdzać 
poprawność algorytmu z warunkami zadania, tu uzyskujemy wynik, którego 
sprawdzanie w gruncie rzeczy sprowadza się do rozwiązania odrębnego zada-
nia (Góralski, 1989). Wśród własności metod heurystycznych George’a Polyi 
możemy wyróżnić:

–– rozległy obszar zastosowań,
–– budowanie przestrzeni dla uczniowskiej aktywności, w której mamy możli-

wość powiązania wiedzy wcześniejszej z nową oraz odwołania się do dotych-
czasowych doświadczeń dziecka, 

–– uczenie się w toku rozwiązywania zadań poprzez porównanie przyjętych 
wstępnie planów rozwiązania, ich wnikliwą analizę i wyciąganie na tej pod-
stawie wniosków,

–– wykorzystywanie rozumowania indukcyjnego i analogii, które są już dostępne 
dzieciom we wczesnej edukacji, 

–– wyraźne wskazanie i oddzielenie etapów poszukiwania rozwiązania i weryfi-
kacji uzyskanych rezultatów,

–– trudności w zakresie przewidywania efektywności zastosowań (Góralski, 
1989, s. 85–86).

Brak uniwersalności, który cechuje reguły heurystyczne, kieruje naszą 
uwagę w poznawaniu matematyki nie na określenie ścisłych sposobów dla da-
nych typów zadań, ale na kształtowanie postaw wspierających odwagę intelek-
tualną uczniów. Zofia Krygowska również zwraca uwagę w szkolnej edukacji 
matematycznej na znaczenie modelowania postaw gotowych na wyzwania nie 
tylko w matematyce, ale również poza nią. Twierdzi, że ważne jest stwarzanie 
okazji do eksplorowania jej obszarów, bo uwalnia to od jednostronnego my-
ślenia. Owa jednostronność może sprowadzać się do wykorzystywania jednej 
metody, jednego schematu rysunkowego czy wykonywania rachunków w jeden 
utarty mechaniczny sposób, a to ogranicza uczniowską przestrzeń i swobodę 
działania (Krygowska, 1977, s. 127 i dalsze). Z mechanicznym wykonywaniem 
rachunków spotykamy się często w praktyce szkolnej, np. w sytuacji, gdy uczeń 
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ma wykonać dodawanie kilku składników ustawionych w działaniu w dowol-
nym porządku, np.

Oblicz: 12 + 7 + 21 + 8 + 13 = 

Niedostrzeżenie przez dziecko, że składniki parami dopełniają się do peł-
nych dziesiątek, znacznie utrudnia rachunki. W podręcznikach szkolnych często 
w takich zadaniach umieszcza się polecenie: „Oblicz sprytnie”, co ma wzbudzić 
chęć poszukiwania łatwiejszego sposobu wykonania działania. 

Kolejną niezwykle istotną uczniowską postawą jest zachowanie równo-
wagi w obszarze poszukiwań, którą Krygowska ściśle wiąże z intuicją matema-
tyczną, podpowiadającą, kiedy poszukiwać innej drogi rozwiązania, porzucając tę 
przyjętą na początku. Jest to trudna, wymagająca cierpliwości umiejętność. Zbyt 
pospieszne opuszczenie przyjętego na początku planu poszukiwania rozwiązania 
może być złym wyborem. Z drugiej strony zbyt długie trwanie przy nim, mimo 
braku rezultatów, także okazuje się błędem. Świadome doświadczanie matematy-
ki umożliwia zatem nabywanie wyczucia co do trwania bądź zmiany początkowo 
przyjętej strategii rozwiązania.

Ostatnią wśród wymienionych postaw jest rozwijanie świadomości, że na-
wet wielokrotne bierne czytanie i rozwiązywanie typowych przykładów jedną 
przyjętą metodą nie prowadzi do sukcesu matematycznego. Te trudne do uchwy-
cenia warunki sukcesu powinny być wspierane stroną techniczną kształcenia, 
która, jak podkreśla Krygowska, pojawia się w trakcie pracy nad odkrywaniem 
rozwiązania. To wtedy uczniowie kształtują właściwy zapis przyjętego rozwią-
zania, dokonują wyboru oznaczeń i uczą się konsekwentnie ich przestrzegać, 
konstruują rysunki geometryczne, nabywają świadomość użyteczności numeracji 
wykorzystanych wzorów, reguł, praw i własności. Autorka jednoznacznie wska-
zuje, że to właśnie w toku poszukiwania rozwiązania uczeń ma szansę na osobiste 
„dorabianie się” pożądanych postaw matematycznych (Krygowska, 1977, s. 127 
i dalsze). Postawy, o których mówi Krygowska, odpowiadają pierwszym trzem 
regułom postępowania (dyrektywom) Polyi, użytecznym podczas rozwiązywania 
zadań (tab. 1). W wyznaczonych regułach postępowania – oprócz użytecznych 
w uczeniu się matematyki postaw – Polya wskazuje ogólne zasady dokonywania 
wyborów podczas rozwiązywania zadań, podkreśla rangę rzeczowej zawartości 
zadania, a także wskazuje, jak wykorzystać dotychczas zgromadzoną wiedzę i do-
świadczenia.
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Tabela 1.	Reguły postępowania (dyrektywy) podczas rozwiązywania zadań według George’a Polyi 
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racjonalność rozumiana jako niesprzeciwianie się wyczuciu i dostrzeganie argu-
mentów potwierdzających lub negujących przyjęte plany rozwiązania zadania
oszczędność wyrażająca się nie w z góry narzuconych ograniczeniach, ale 
rozumiana jako trzymanie się zadania tak blisko, jak to tylko możliwe przy jed-
noczesnym zachowaniu gotowości do odejścia od przyjętego planu rozwiązania, 
jeśli będą tego wymagać okoliczności
wytrwałość jako niezbyt pośpieszne porzucanie początkowych założeń rozwią-
zania oraz różnorodność jako umiejętność zmiany planów bez upartego trwania 
przy początkowych założeniach
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ogólne zasady wyboru

to co łatwiejsze ma zawsze pierwszeństwo przed 
tym, co trudniejszym
to co lepiej znane ma pierwszeństwo przed tym, 
co jest gorzej znane
obiekt, który posiada więcej punktów wspólnych 
z zadaniem, zawsze będzie miał pierwszeństwo 
przed tym, który tych punktów ma mniej

zawartość rzeczowa zadania
całość ma pierwszeństwo przed częściami, głów-
ne części – przed pozostałymi częściami, bliższe 
części zadania – przed bardziej oddalonymi

sposób użytkowania wiedzy 
i doświadczenia

zadania rozwiązane ostatnio i zawierające ten 
sam rodzaj niewiadomej mają pierwszeństwo 
przed zadaniami rozwiązanymi wcześniej
udowodnione wcześniej twierdzenia, które za-
wierają ten sam wniosek co rozważane twierdze-
nie, mają pierwszeństwo przed innymi udowod-
nionymi wcześniej twierdzeniami
zadania równoważne właśnie rozwiązywanemu 
mają pierwszeństwo przed zadaniami, które 
możemy sprowadzić do niego, lub obejmują je, 
a to z kolei ma pierwszeństwo przed wszystkimi 
pozostałymi zadaniami

Źródło: Polya, 1975, s. 281 i dalsze.

Heurystyka, mimo że stanowi bardzo ogólny i z założenia zawodny sposób 
rozwiązywania zadań w stosunku do wypracowanych algorytmów, jest nieocenio-
nym narzędziem działalności matematycznej uczniów. Niepodważalność jej sto-
sowania w praktyce edukacyjnej jest widoczna w chwili, gdy myślenie o kształ-
ceniu matematycznym zaczniemy postrzegać nie jako wyposażenie w gotowe 
modele i schematy postępowania, lecz gdy skierujemy nasz wysiłek na kształto-
wanie jednostki twórczej, rozwijającej się i dążącej do samodzielności intelektual-



67Odkrywanie matematyki drogą zdobywania wiedzy

nej. Klus-Stańska i Nowicka piszą: „Rozwiązywanie zadań za pomocą heurystyk 
wiąże się z uruchamianiem strategii twórczego myślenia, wraz z typową dla tego 
rodzaju aktywności poznawczej zdolnością do tworzenia hipotez oraz ich ciągłej 
weryfikacji, w poszukiwaniu nieznanego dotąd sposobu działania” (Klus-Stańska, 
Nowicka, 2013, s. 166) i potwierdzają, że wszystkie te aktywności umysłowe są  
już dostępne małym dzieciom (Klus-Stańska, Nowicka, 2013, s. 166).

W omawianym powyżej procesie myślenia odwoływałam się niejed-
nokrotnie do obszaru matematyki, jednak nadal nie odniosłam się do relacji 
między pojęciami „myślenie” a „myślenie matematyczne” (logiczne). Na pod-
stawie wcześniej zaproponowanej definicji nietrudno określić pojęcie „myśle-
nie matematyczne”, bo skoro myślenie to proces umysłowy dokonywany na 
informacjach zgromadzonych w wyniku poznania zmysłowego lub zakodowa-
nych w wyobrażeniach czy pojęciach, umożliwiający poznawanie i aktywne 
uczestnictwo w otaczającej nas rzeczywistości, to myślenie matematyczne bę-
dzie wykorzystywało informacje matematyczne w celu aktywnego poznawania 
i stosowania matematyki nie tylko w jej zakresie, ale także w życiu codzien-
nym. D. Klus-Stańska i A. Kalinowska definiują myślenie matematyczne jako 
„zespół podejmowanych samodzielnie czynności umysłowych polegających na: 
(1) rozwiązywaniu zadań i innych problemów matematycznych, […], (2) poszu-
kiwaniu tych problemów, czyli dostrzeganiu nowych relacji matematycznych 
i skłonności do matematyzacji rzeczywistości” (Klus-Stańska, Kalinowska, 
2004, s. 19). Pozostawanie, ich zdaniem, w obszarze stosowalności tylko me-
chanicznie wypracowanych technik obliczeniowych prowadzi do działalności 
uczniów, którą można nazwać bezmyślnością matematyczną (Klus-Stańska, 
Kalinowska, 2004, s. 19). Autorki podkreślają, że w szkolnym nauczaniu ma-
tematyki nie należy koncentrować się na bezmyślnym kolekcjonowaniu czyn-
ności umysłowych, bo myślenie matematyczne i rozumienie jest wspierane 
wtedy, gdy początkiem poznania czynimy twórcze strategie osobiste uczniów 
(Klus-Stańska, Kalinowska, 2004, s. 22–23). Natomiast logiczne myślenie po-
tocznie jest postrzegane jako zdolność człowieka zapewniającą mu nie tylko 
funkcjonowanie, ale i prawidłowy rozwój. Utożsamiane z rozumowaniem po-
zwala nam na dokonywanie wyborów, podejmowanie decyzji, różnicowanie 
obserwowanych faktów i zdarzeń czy prawidłowe wnioskowanie oraz aktywne 
uczestnictwo w otaczającym nas świecie. Kazimierz Ajdukiewicz pisze: „Kto 
jasno i konsekwentnie myśli, ściśle i z ładem się wyraża, kto poprawnie wnio-
skuje i uzasadnia swe twierdzenia, o tym mówimy, że myśli i mówi logicznie”  
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(Ajdukiewicz, 1960, s. 3). Logiczne myślenie rozumiane potocznie jest różne 
od tego rozpatrywanego w dziedzinie logiki matematycznej, w której rozgra-
nicza się dwa centralne tematy funkcjonujące w jej obrębie. Pierwszy z nich 
koncentruje się na regułach jasnego, konsekwentnego, ścisłego i uporządko-
wanego myślenia i mówienia. Drugi, zwany logiką formalną, zajmuje się po-
prawnym wnioskowaniem (Ajdukiewicz, 1960, s. 3). To w trakcie szkolnego 
kształcenia matematycznego na etapie wczesnoszkolnym będziemy opierać się 
na potocznie rozumianym myśleniu logicznym, by na drodze stopniowej for-
malizacji w klasach starszych docelowo budować wiedzę opartą na ścisłych 
regułach i formalnym rozumowaniu.

2.1.3.	 Odkrywanie a typy rozumowań

Wracając do dziecięcego odkrywania matematyki, skierujemy naszą 
uwagę na drogę poszukiwania odpowiedzi na pytanie: Czy oprócz myślenia 
i myślenia matematycznego możemy mówić o rozwijaniu logicznego myślenia 
w procesie kształcenia? W tym celu przyjrzymy się rodzajom rozumowań, które 
mogą wystąpić na drodze odkrywania matematyki. Rozumowanie polegające na 
prawidłowym wyprowadzaniu wniosków na podstawie danych i przyjętych na 
gruncie danej dziedziny zasad początkowo przez psychologów uznawane było 
jako takie, które opisujemy, uwzględniając prawa logiki (Ledzińska, Czerniaw-
ska, 2011). Okazało się jednak, że jest to błędne założenie, bo „zdecydowanie 
częściej posługujemy się heurystykami, przybliżonymi, słabiej określonymi re-
gułami, niż algorytmami, pewnymi zasadami” (Ledzińska, Czerniawska, 2011, 
s. 54). Nie mniej jednak rozumowanie, czyli sposób myślenia, może mieć cha-
rakter indukcyjny lub dedukcyjny. Rozumowanie dedukcyjne będzie postępo-
waniem, którego celem jest dojście do określonego wniosku tylko na podstawie 
przesłanek, bez konieczności budowania nowych pojęć lub twierdzeń. Począt-
kiem rozumowania dedukcyjnego jest ogólne stwierdzenie, przyjęta teoria, na 
podstawie której formułujemy hipotezy, by w wyniku obserwacji dojść do osta-
tecznego wniosku. Mówimy, że przeprowadzając rozumowanie dedukcyjne, 
przechodzimy „od ogółu do szczegółu”. Natomiast przy rozumowaniu induk-
cyjnym początkiem jest obserwacja umożliwiająca nam gromadzenie informa-
cji, by na ich podstawie wysnuć prawdopodobny, ogólniejszy w stosunku do 
obserwowanych danych, wniosek. Tu rozumowanie prowadzimy „od szczegó-
łu do ogółu”. Pamiętajmy, że rozumowanie indukcyjne może być zawodne, bo 
jego podstawą czynimy dostrzeżone zachowanie, wzór czy regułę. Opiera się 
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na doświadczeniu i naszych spostrzeżeniach, zatem może potwierdzić pozorną 
prawdę. Inaczej jest w przypadku rozumowania dedukcyjnego, kiedy wnioskując 
na podstawie prawdziwych przesłanek, zawsze uzyskujemy prawdę, oczywiście 
pod warunkiem poprawnego wnioskowania. Jednak to właśnie rozumowanie in-
dukcyjne jest sposobem myślenia podczas dziecięcego odkrywania pojęć, reguł 
i własności matematycznych. Niemające racji bytu na poziomie wczesnej edu-
kacji formalne teorie matematyczne nie mogą stanowić podstawy dziecięcych 
poszukiwań i rozważań. Mali matematycy, w wyniku obserwacji i doświadczeń 
dokonywanych na rzeczywistych obiektach, formułują nowe dla nich teorie ma-
tematyczne, które – początkowo wsparte własnymi doświadczeniami i intuicją 
– z czasem ulegają przekształceniom pod wpływem stopniowo formalizowanej 
matematyki szkolnej. 

Analizując procesy umysłowe zachodzące podczas kształcenia matema-
tycznego, szczególnie w pracy nad odkrywaniem nowej wiedzy matematycz-
nej, Z. Krygowska wyróżniła trzy typy rozumowań (Krygowska, 1979, s. 137 
i dalsze). Pierwszy nazywa wnioskowaniem empirycznym. Pojawia się on 
w sytuacji, gdy na podstawie przeprowadzonych doświadczeń w świecie ma-
terialnym i uzyskanych w trakcie obserwacji wyników formułujemy hipotezę 
matematyczną, a także wtedy, gdy po wykonaniu ciągu prób matematycznych 
(np. wykonując pewne obliczenia) dostrzegamy pewną zależność i podpierając 
się rozumowaniem indukcyjnym, formułujemy swoje spostrzeżenia w postaci 
hipotezy matematycznej, postępując tak, jak w naukach przyrodniczych (Kry-
gowska, 1979, s. 137). 

Zilustrujmy przykładem sytuację, w której możemy mówić o wnioskowa-
niu empirycznym we wczesnej edukacji. Niech uwaga uczniów zostanie skupio-
na na porównaniu i poszukiwaniu zależności między sumą kątów wewnętrznych 
w trójkącie i czworokącie. Zadaniem uczniów będzie odkrycie, że suma miar 
kątów wewnętrznych w czworokącie jest dwukrotnie większa od sumy miar 
kątów wewnętrznych w trójkącie. W tym celu prosimy ich, aby wycieli dwa 
identyczne trójkąty i dwa różne czworokąty z przygotowanych wcześniej mate-
riałów, następnie „odcięli rogi” w każdym z tych trójkątów i wypełnili nimi kąty 
najpierw w jednym, a potem w drugim czworokącie. Przyglądając się uzyska-
nym rezultatom i dyskutując o nich, uczniowie sformułują swoje spostrzeżenia. 
Po wysunięciu przez uczniów hipotezy, że suma kątów wewnętrznych w trój-
kącie jest dwukrotnie mniejsza od sumy miar kątów wewnętrznych w czwo-
rokącie, prosimy o sprawdzenie przypuszczenia odnośnie do innych trójkątów 
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i czworokątów. Oczywiście w tym celu wyposażamy uczniów w różne modele 
trójkątów, aby dostrzegli, że mimo różnic w wyglądzie ich trójkątów i czworo-
kątów wniosek jest taki sam. Aby wzmocnić uczniów w przekonaniu o praw-
dziwości uzyskanego rezultatu, warto przedłużyć proces wnioskowania empi-
rycznego, prosząc o wykonanie rysunku „własnego czworokąta” i podzielenie 
go odcinkiem łączącym dwa niesąsiadujące z sobą wierzchołki (narysowanie 
przekątnej czworokąta). Rozmowa o rysunkach powinna wesprzeć wcześniej 
sformułowany wniosek.

Drugim typem, mającym duże walory dydaktyczne w poznaniu matema-
tycznym, jest rozumowanie intuicyjne. Spotykamy się z nim w praktyce szkol-
nej wtedy, gdy uczeń podczas rozwiązywania danego zagadnienia wykorzystuje 
wyobraźnię, czyli obrazy pojęć często niepoparte formalnymi definicjami ma-
tematycznymi. Na ich podstawie, przy uwzględnieniu oczywistych dla niego 
przesłanek, przeprowadza rozumowanie, formułuje hipotezy matematyczne czy 
uzasadnia swoje wnioski (Krygowska, 1979, s. 144). Przykładem rozumowania 
intuicyjnego jest dostrzeżenie takiej samej zależności między prostopadłościanem 
a sześcianem co prostokątem i kwadratem.

Ostatnim typem rozumowania – tym, do którego dążą zabiegi dydaktycz-
ne nauczycieli – jest rozumowanie formalne. W tym wypadku uczeń ma pełną 
świadomość przyjętej podstawy dedukcji i każdy następny wniosek wyprowadza 
precyzyjnie, wykorzystując poznane wcześniej twierdzenia i definicje. Wykorzy-
stuje je świadomie, z pełną kontrolą przyjętych na ich poziomie założeń. Z tym 
typem rozumowania mamy niezwykle rzadko do czynienia we wczesnej edukacji. 
Niedojrzałość matematyczna uczniów i ich możliwości poznawcze kierują dzia-
łania dydaktyczne na wspieranie wnioskowania empirycznego i rozumowania 
intuicyjnego, które nie tylko stanowią podstawę formalnej matematyki, ale – co 
najważniejsze dla dzieci – pozwalają dostrzec zależności w świecie fizycznym 
i ich odpowiedniki prowadzące do formalnego, aksjomatyczno-dedukcyjnego 
i wysoce abstrakcyjnego świata matematyki. Warto również dodać, że rozumo-
wanie intuicyjne i formalne przeplatają się ze sobą w przestrzeni matematycznej, 
a dokładniej – na etapie szkolnego uczenia się oraz formalnego uprawiania ma-
tematyki. Z. Krygowska nazywa je dwiema stronami tego samego medalu, bo 
„w każdym formalizmie pozostaje jakieś reziduum intuicyjne (choćby w regułach 
posługiwania się symbolami), w każdym rozumowaniu intuicyjnym w matema-
tyce interweniuje poznana uprzednio wiedza matematyczna, która ma charakter 
formalny” (Krygowska, 1979, s. 132).
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2.1.4.	 Odkrywanie jako twórczość dziecka

Pojęcie twórczości należy do jednych z najbardziej niejednoznacznych ter-
minów współczesnego języka. Twórczością interesują się tak obszerne dziedziny, 
jak filozofia, psychologia, teoria kultury, a także matematyka. Obecnie dużo mówi 
się o potrzebie wspierania twórczego działania dzieci, które często w praktyce 
edukacyjnej kojarzone jest z pracami plastycznymi (artystycznymi). Mówimy, 
że ktoś jest twórczy, gdy wnosi coś nowego, jest odkrywczy (Łempicka, 1969, 
s. 847). Rozważając uczniowską działalność w tym kontekście i odwołując się do 
definicji aktu odkrywania w rozumieniu Brunera, przyjmujemy, że uczeń odkry-
wający matematykę w toku własnej aktywności szkolnej jest twórczy. Rezulta-
tem jego twórczości są nowe dla niego samego pojęcia matematyczne, reguły czy 
związki i zależności. 

Matematyczna twórczość dziecka rozważana z perspektywy procesu po-
znawczego nie ma jednej podstawy teoretycznej. Źródeł możemy doszukać się 
zarówno w psychologicznych teoriach klasycznych, jak i tych, które ukształto-
wały się w wyniku ich krytyki (Nęcka, 1995). Nie można pominąć jednak osiąg
nięć Joya P. Guilforda, który w swoich pracach nad intelektem i kreatywnością 
człowieka koncentrował się na różnicach indywidualnych, które uczynił podsta-
wą do rozważań o możliwościach twórczych jednostki. To jemu zawdzięczamy 
koncepcję myślenia dywergencyjnego, którego doszukiwał się w cechach osób 
twórczych. Myślenie dywergencyjne, czyli rozbieżne, polega na tym, że człowiek 
wytwarza wiele rozmaitych pomysłów, poszukując odpowiedzi na pytania natu-
ry otwartej – w przeciwieństwie do myślenia konwergecyjnego, czyli zbieżnego, 
koncentrującego się na poszukiwaniu jednego poprawnego rozwiązania. Guilford 
dopatrywał się myślenia rozbieżnego w twórczej działalności człowieka, jedno-
cześnie przypisując mu takie cechy, jak płynność – polegającą na zdolności do 
tworzenia wielu pomysłów i rozwiązań w krótkim czasie; giętkość – uwidacz-
niającą się w jednoczesnym proponowaniu różnych podejść do rozwiązania tego 
samego problemu; oryginalność – przejawiającą się w nowych, nietypowych, wy-
chodzących poza standardy rozwiązaniach oraz wrażliwość na problemy, czyli 
umiejętność wykrywania i wskazywania słabych stron rozwiązania oraz istnieją-
cych w nim luk (Guilford, 1978). Ten zestaw cech został dopełniony przez Ellisa 
P. Torrance’a elaboracją wyrażającą się w dbałości i staranności dopracowania 
pomysłu rozwiązania. Wymienione cechy, mimo że nie opisują wszystkich zdol-
ności jednostki twórczej, mogą stanowić podstawę do projektowania i realizacji 
działań dydaktycznych. Przecież to właśnie o aktywności twórczej Jerzy Kuja-
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wiński pisał, że jest „podejmowaną chętnie i uprawianą z zadowoleniem, opartą 
na własnych pomysłach i mniej lub bardziej świadomą celu osobistą działalno-
ścią ucznia, prowadzoną w poczuciu odpowiedzialności, stymulowaną zwłaszcza 
przez otwarte zadania problemowe zintegrowane z potrzebami dziecka i jego śro-
dowiska, której wynikiem jest stworzenie lub odkrycie przez uczącego się czegoś 
nowego i pożytecznego” (Kujawiński, 1990, s. 48). Dlaczego więc nie tworzyć 
takich możliwości naszym uczniom?

Jednym z zadań szkoły jest wspieranie twórczego myślenia uczniów. To na 
barkach nauczyciela spoczywa ten obowiązek, bo czyni się go odpowiedzialnym 
za stymulowanie twórczego myślenia poprzez organizowanie właściwych warun-
ków procesu kształcenia. W tym kontekście ukształtowały się trzy główne nurty, 
które możemy wskazać w realizowanych szkolnych programach edukacyjnych. 
Pierwszy koncentruje się na wyrażaniu ekspresji twórczej jednostki, a dokładniej 
na działaniach artystycznych dziecka. Drugi odwołuje się do rozwijania myślenia 
twórczego poprzez rozwiązywanie problemów. Problemy stawiane przed dziećmi 
mają charakter praktyczny lub teoretyczny, a ich rozwiązanie jest możliwe dzięki 
własnej aktywności poznawczej uczniów. W aktywności uczniów w tym nurcie 
przyjmuje się niekontrolowany czas pracy, indywidualne tempo i wyeliminowanie 
ocen szkolnych. Ostatni z nurtów programów edukacji twórczej wpisuje się w za-
kres współczesnej heurystyki. Prekursorem wykorzystania technik heurystycznych 
w edukacji małego dziecka jest Torrance, którego program edukacyjny propono-
wał skierowanie wysiłków oddziaływań dydaktycznych w stronę konstruktywne-
go kształtowania myślenia z zaniechaniem kreowania w działaniu postaw przysto-
sowawczych. Zgodnie z podstawami teoretycznymi psychologii postaci przyjął, 
że to, co „niedokończone”, naturalnie pobudza potrzebę uzupełnienia i wyzwala 
twórcze uczenie się. Podstawą całego programu uczynił indywidualizację proce-
su kształcenia, konieczność uwzględniania preferencji poznawczych ucznia, jego 
stylu myślenia i uczenia się oraz predyspozycji osobowościowych. W zapropo-
nowanych przez niego rozwiązaniach dominują zadania i ćwiczenia wspierające 
wrażliwość na problemy, dostrzeganie i odkrywanie luk w informacjach czy sty-
mulowanie myślenia dywergencyjnego ze szczególnym uwzględnieniem takich 
jego cech, jak płynność, giętkość i oryginalność myślenia (Sołowiej, 1985).

Na naszym rodzimym gruncie również mamy wiele propozycji podejmu-
jących problem wspierania i rozwijania myślenia twórczego dzieci (Pietrasiński, 
1980; Kozielecki, 1996). Wsparte licznymi rozwiązaniami dydaktycznymi wzbo-
gacającymi warsztat metodyczny nauczyciela stanowią cenne źródło nauczyciel-



73Odkrywanie matematyki drogą zdobywania wiedzy

skich inspiracji, gotowych materiałów w postaci zadań i ćwiczeń czy prostych 
reguł heurystycznych. Mimo wartościowych propozycji dydaktycznych (Szmidt, 
1997; Szmidt, Bonar, 1998; Gnitecki, 2007), w praktyce szkolnej nauczycielskie 
myślenie o twórczości dziecka zdaje się trwać w nurcie ekspresji twórczości (Wasi-
lewska, 2014). Rozwiązaniem umożliwiającym przełamanie takiego postrzegania 
twórczości dziecka w szkolnym procesie kształcenia jest koncepcja odkrywania 
matematyki. Wyzwala ona naturalną ciekawość dziecka oraz jego działania twór-
cze, a przede wszystkim uwalnia od blokującego poznanie i rozumienie matema-
tyki transferu wiedzy charakterystycznego dla podejścia tradycyjnego. Jednak to 
nie programy i ciekawe materiały dydaktyczne pozwolą na reorganizację myślenia 
o nauczaniu matematyki. Szeroko zakrojone doszkalanie w formie warsztatów, re-
alizowanych programów i projektów edukacyjnych, wsparte opieką merytoryczną, 
pozwoli na dostrzeżenie innych możliwości realizacji treści matematycznych. Po-
nadto zmiany warto rozpocząć już na etapie kształcenia przyszłych nauczycieli, 
pamiętając o tym, że oni również doświadczyli nauczania polegającego na rozwią-
zywaniu zadań „na sposób nauczycielski” i muszą pokonać trudność wyzwolenia 
się z takiego postrzegania matematycznego procesu kształcenia.

2.2.	Odkrywanie a kształtowanie pojęć matematycznych 

Pojęcie jest rzeczownikiem pochodzącym od czasownika pojąć, czyli ‘zro-
zumieć, ogarnąć umysłem, przyswoić, a także posługiwać się nim prawidłowo 
i swobodnie’. Opisane jako jeden z podstawowych procesów myślenia, odzwier-
ciedla i całościowo ujmuje istotne cechy przedmiotów lub zjawisk (Łempicka, 
1969, s. 590). Każda dziedzina wiedzy, w tym matematyka, posiada zasób pojęć, 
za pomocą których opisuje swoje dokonania, tworząc przestrzeń do dalszego jej 
odkrywania, zgłębiania czy podziwiania. Wyjątkowość pojęć matematycznych 
podkreślano niejednokrotnie. Henryk Klakla przekonuje nas, że pojęcia matema-
tyczne tym różnią się od pojęć z innych dziedzin, że oprócz roli, jaką odgrywają 
w porządkowaniu i opisywaniu faktów, stanowią podstawę rozumowania mate-
matycznego (Klakla, 2002, s. 263–273). Z. Krygowska uznaje, że są niezwykle 
istotne w kształceniu uczniów, a jednym z najważniejszych celów nauczania jest 
rozumienie poznawanych pojęć i umiejętność posługiwania się nimi w toku roz-
wiązywania problemów (Krygowska, 19977b, s. 79 i dalsze). Danuta Gierulanka 
podnosi rangę pojęć matematycznych, wskazując na ich dostrzegalną jednoznacz-
ność w porównaniu z pojęciami z innych dziedzin oraz możliwość uniknięcia 
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kontekstowości, kryterialności klasyfikacji, czyli wieloznaczności (Gierulanka, 
1958). Kolejną cechą wyróżniającą pojęcia matematyczne spośród innych jest 
ich bezsprzeczna abstrakcyjność. Oznacza to, że nie możemy poznawać pojęć 
matematycznych za pomocą zmysłów tak, jak to ma miejsce w przypadku po-
jęć potocznych (naturalnych), czyli posiadających swoje odpowiedniki w świecie 
materialnym. Właśnie ta ostatnia z przywołanych cech zazwyczaj bywa przyczy-
ną trudności pojawiających na drodze ich kształtowania. Niestety nie możemy 
wyeliminować pojęć matematycznych, bo to one budują matematyczną prze-
strzeń. Dzięki nim opisujemy dostrzegalne w rzeczywistości fakty i zachodzące 
między nimi relacje, a formułowane na ich podstawie reguły i prawa matema-
tyczne mają swoje zastosowanie w wielu dziedzinach wiedzy i życiu codzien-
nym. Pojęcia jako bardzo ważny materiał myślenia zajmują szczególne miejsce 
we wszystkich dziedzinach, nie tylko w matematyce. Są początkiem i podstawą 
działalności człowieka w obrębie każdej z nich, dlatego właśnie proces kształto-
wania pojęć zajmuje tyle uwagi w rozważaniach nad właściwą organizacją śro-
dowiska uczenia się uczniów. Wielość i różnorodność mechanizmów uczenia się 
pojęć, chociażby poprzez dostrzeganie podobieństwa, dedukcję z wcześniejszych 
doświadczeń, indukcję czy poszukiwanie znaczeń, nie pozwala na wyznaczenie 
jednej procedury prowadzącej do ich nabywania (Piłat, 2007, s. 234). W rozwa-
żaniach obejmujących proces ich kształtowania uwzględniłam zatem kilka aspek-
tów, tj. rodzaje pojęć, drogi prowadzące do ukształtowania nowego pojęcia, etapy 
kształtowania pojęć czy – wreszcie – ich definiowanie. W tym miejscu warto pod-
kreślić, że  kształtowanie nowych pojęć jest procesem, podczas którego tworzą się 
coraz bardziej obiektywne podstawy do wydawania sądów, rozwoju rozumowa-
nia i wnioskowania, a także do coraz sprawniejszego nabywania pojęć ogólnych 
i operowania nimi (Wołoszynowa, 1975, s. 614).

Jednym z pierwszych badaczy, który podzielił pojęcia na potoczne i nauko-
we, był Lew Wygotski. Według niego pojęcia potoczne rozwijają się w wyniku 
własnej aktywności jednostki pod warunkiem zaistnienia dwóch grup czynników, 
tj. materiału realnego i słownego. To właśnie na podstawie doświadczeń jednost-
ki z rzeczywistymi obiektami i w wyniku uruchomienia procesu abstrahowania 
powstają pierwsze spontaniczne pojęcia, często wcześniej pokonując drogę od 
prymitywnej formy poprzez synkrety, kompleksy i pseudopojęcia. Te ostatnie nie 
są odpowiednikami pojęć naukowych, a ich równoważnikami (Wygoski, 1989). 
Natomiast w kontakcie z materiałem słownym, czyli drugą grupą czynników, 
dziecko poznaje znaczenie wyrazów w różnych kontekstach i posługuje się nimi 



75Odkrywanie matematyki drogą zdobywania wiedzy

intuicyjnie, zresztą niejednokrotnie bardzo trafnie. Pojęcia naukowe, czyli te, 
które są celem formalnej edukacji, powstają według Wygotskiego w planowej 
współpracy z osobą dorosłą, zatem w warunkach szkolnych z nauczycielem od-
powiedzialnym za proces ich kształtowania. W praktyce edukacyjnej najczęściej 
pojawiają się w postaci definicji lub jej surogatów, tj. luźnych określeń, quasi-de-
finicji, opisów dostrzeżonych cech czy charakterystyk (Konior, 2002). Stopień ich 
formalizacji zależy w dużej mierze od poziomu możliwości poznawczych dziec-
ka i dotychczas wprowadzonej wiedzy. I tak chociażby trójkąt, który możemy 
definiować za pomocą łamanej zwyczajnej zamkniętej, prostych wyznaczonych 
przez trzy niewspółliniowe punkty na płaszczyźnie czy – jak ma to miejsce w edu-
kacji wczesnoszkolnej – jako figurę geometryczną o trzech wierzchołkach i ty-
luż bokach, jest przykładem różnie definiowanego pojęcia. Należy pamiętać, że 
każde pojęcie, również matematyczne, ma swój zakres i treść. Zakresem pojęcia 
będzie zbiór desygnatów, zaś treścią zestaw cech pozwalających zakwalifikować 
danego reprezentanta do zbioru. Powracając do naszego trójkąta – zakresem bę-
dzie każdy trójkąt bez względu na długość boków czy rozwartość kątów, a treścią 
takie cechy, jak trzy boki, trzy kąty i trzy wierzchołki. Zdaniem Wygotskiego po-
jęcia potoczne rozwijają się od konkretnych przykładów do uogólnień, natomiast 
naukowe odwrotnie, tj. od ogólnych sformułowań do konkretnych przykładów. 
Wróćmy jeszcze raz do naszego trójkąta, który początkowo jest postrzegany przez 
dziecko jako zaobserwowany obiekt. Będzie on wtedy pojęciem potocznym. Gdy 
uczeń skieruje uwagę na elementy obiektu i na ich podstawie będzie rozstrzygał 
o przynależności desygnatu do grupy o tych cechach, to zacznie budować system 
i wejdzie na drogę pojęcia naukowego. To właśnie obecność systemu pozwala na 
operowanie pojęciami i tworzenie klasyfikacji tych pojęć zamiast posługiwania 
się nimi jako jednostkowymi bytami (Konior, 2002).

Gustaw Treliński w swoich rozważaniach o pojęciach matematycznych 
postawił trzy ważne pytania określające ich różne aspekty. Pierwsze identyfikuje 
treść pojęcia Co to jest?, drugie odnosi się do procedury wyznaczania obiek-
tu: Jak to wykonasz? Jak to wyznaczyć? i ostatnie, związane z symbolem, czyli 
kodem określającym obiekt: Jak to zapiszesz? (Treliński, 2004). Ta trójaspekto-
wość w planowaniu i realizacji procesu dydaktycznego obliguje do wykorzysty-
wania zadań pozwalających identyfikować dane pojęcie, wskazać cechy odróż-
niające je od innych czy wreszcie przyjąć kod będący odpowiednikiem pojęcia. 
W dydaktyce matematyki nabywanie pojęć jest określane jako proces, który do 
systemu posiadanej przez uczącego się wiedzy włącza nowe informacje i wyraża 
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się umiejętnością stosowania ich w sytuacjach zadaniowych (Bilewicz-Kuźnia, 
2014, s. 100–105). Według Jana Koniora proces kształtowania pojęć matema-
tycznych nadal kryje wiele tajemnic (Konior, 2002), jednak wszyscy są zgodni 
co do tego, że złożony jest z kilku następujących po sobie etapów. To właśnie 
wśród prawidłowości kształtowania pojęć Wincenty Okoń wskazuje etapowość, 
która wyznacza drogę prowadzącą od kojarzenia nazw z obiektami, budowania 
„przedpojęć” na podstawie zewnętrznie dostrzeganych cech, do formułowania 
pojęcia naukowego (Okoń, 1995, s. 144). Z etapowością związany jest psycho-
logiczny proces interioryzacji, który uznaje się za podstawę kształtowania po-
jęć abstrakcyjnych. Określony przez ciąg czynności prowadzi od doświadczeń 
w świecie rzeczywistym, tj. działań konkretnych na obiektach materialnych, 
poprzez czynności wyobrażeniowe mające swoje źródła i odniesienie w czyn-
nościach konkretnych, aż do czynności abstrakcyjnych, czysto umysłowych, 
istniejących i funkcjonujących niezależnie od konkretnych działań i poznania 
zmysłowego. Ważnym aspektem kształtowania pojęć, na który zwrócił uwagę 
Milan Hejny, jest zainteresowanie uczącego się danym pojęciem. Wyszczegól-
nione przez niego etapy, tj. etap zainteresowania pojęciem (faza motywacji), etap 
działań, w wyniku których gromadzimy wstępne doświadczenia (etap modeli 
izolowanych), etap porównywania wyizolowanych modeli między sobą, ich hie-
rarchizowanie (etap modeli uniwersalnych), etap wglądu w pojęcie (podniesienie 
abstrakcji) oraz etap powiązania wiedzy istniejącej z nową (etap krystalizacji) 
budują stopnie mechanizmu rozwojowego pojęć, które na zajęciach matema-
tycznych muszą pokonać uczniowie (Hejny, 1997). Niezbędna w takiej sytuacji 
będzie niewątpliwie samodzielność intelektualna dziecka, która w matematyce 
stanowi podstawę poznania. Samodzielność intelektualna, czyli indywidualny, 
właściwy jednostce ciąg czynności umysłowych, pozwala na rozbudowywanie 
(proces asymilacji) oraz reorganizację (proces akomodacji) dotychczas istnie-
jących struktur umysłowych. Natomiast jej indywidualny charakter ma swoje 
odzwierciedlenie w potrzebie takiej organizacji pracy, która wyzwala działania 
i wzmacnia aktywność dziecka. Mając na uwadze, że prawidłowe kształtowanie 
pojęć wiąże się z indywidualnymi preferencjami poznawczymi jednostki (Nosal, 
1990, s. 147) oraz drogami ich nabywania, to proces budowania przez uczniów 
pojęć w warunkach szkolnych wymaga starannego planowania i realizacji, za co 
odpowiedzialnym staje się nauczyciel.

Zofia Krygowska proponuje dwie drogi wprowadzania pojęć matema-
tycznych. Pierwsza z nich rozpoczyna się wprowadzeniem nowej definicji przez 
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nauczyciela lub podręcznik, a następnie zostaje zilustrowana właściwymi przy-
kładami. Druga wprowadza nowe pojęcia poprzez taką organizację aktywności 
ucznia, że przy dyskretnym wsparciu nauczyciela dziecko samo odkrywa i formu-
łuje definicję (Krygowska, 1977b, s. 79). Pierwszą z tych dróg określiłabym jako 
kształtowanie pojęć od zewnętrz, bo główną jego cechą jest przyjęcie gotowego 
opisu i przybliżanie jego rozumienia poprzez przykłady. Natomiast drugi sposób 
zdecydowanie charakteryzuje podejście od wewnątrz. To właśnie tu rozumie-
nie kroczy przed nowym pojęciem (Dąbrowski, 2008), a w trakcie jego kształ-
towania rozwijają się: umiejętność porównywania, analizowania, formułowania 
wniosków czy argumentowania własnego stanowiska. Z. Krygowska nie neguje 
żadnej z dróg, co więcej, przekonuje, że zarówno pierwsza, jak i druga powinny 
mieć swoje miejsce w praktyce edukacyjnej. Która z nich lepiej się sprawdzi we 
wczesnej edukacji? Podejmując się próby odpowiedzi na pytanie, warto pamiętać, 
że matematyka w najmłodszych klasach ma charakter propedeutyczny, a dziecko 
w kolejnych latach szkolnych jest coraz mocniej zanurzane w jej abstrakcyjnym 
świecie, dlatego uznaję, że nabywanie pojęć drogą ich odkrywania będzie zdecy-
dowanie lepszym rozwiązaniem, dla którego warto przeciwstawić się wewnętrz-
nej potrzebie tłumaczenia i objaśniania uczniom matematyki, aby mogli oni sko-
rzystać z drogi odkrywania.

Drogę, na którą chcemy skierować uczniów, aby odkrywali nowe poję-
cia, możemy ująć w pewien schemat. Na początku zawsze wykonujemy analizę 
teoretyczną pojęcia i wyznaczamy niezbędne operacje myślowe, które chcemy, 
aby stały się samodzielnymi czynnościami uczniów. Następnie, uwzględniając 
uczniowski poziom rozumienia pojęć, przystępujemy do planowania zadań do 
realizacji. To właśnie w trakcie rozwiązywania zadań uczniowie wyróżniają 
wspólne cechy rozważanych obiektów. Dostrzeżone cechy stanowią podstawę 
nowego pojęcia i pozwalają uświadomić młodym odkrywcom, że ze wszystkich 
obiektów posiadających wskazane cechy wynika pewien fakt matematyczny. Ko-
lejnym krokiem będzie zbadanie, czy z przynależności do grupy obiektów wy-
nika, że dany obiekt rzeczywiście posiada wszystkie wcześniej wskazane cechy. 
Dopiero po tych ustaleniach następuje formułowanie uczniowskich spostrzeżeń 
w formie definicji i nadanie nazwy rozważanym obiektom lub zjawiskom (Kry-
gowska, 1977b). Dodajmy, że w trakcie pracy nad nowym pojęciem uczniowie 
„utrwalają to, co znane, wykonując równocześnie pierwsze kroki w stronę tego, 
co ma być poznane” (Krygowska, 1977b, s. 82), a to stanowi główną zasadę na-
uczania problemowego.
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Przykład
Osiągnięcia w zakresie rozumienia pojęć geometrycznych.

Uczeń: dostrzega symetrię w środowisku przyrodniczym, w sztuce 
użytkowej i innych wytworach człowieka obecnych w otoczeniu 
dziecka4.
Proponowane pojęcie: symetria osiowa
Analiza teoretyczna i wskazanie istotnych cech pojęcia:
Symetria względem prostej l (symetria osiowa lub lustrzana) to 
takie przekształcenie, w którym obrazem punktu P jest punkt P’ 
jeśli: P i P’ leżą na prostej prostopadłej do prostej l, P i P’ leżą 
po przeciwnych stronach prostej l i w tej samej odległości od l. 
Jeśli punkt P leży na prostej l, to jego obrazem jest ten sam punkt. 
Prostą l nazywamy osią symetrii, a o punktach P i P’ mówimy, że są 
symetryczne względem prostej l.

Oczywiście przywołana powyżej definicja nie umożliwi uczniom wczesnej 
edukacji wskazywania symetrii w przyrodzie czy sztuce użytkowej. Została przy-
wołana w celu wyodrębnienia istotnych cech rozpatrywanego pojęcia. Na podsta-
wie analizy teoretycznej możemy wyróżnić następujące cechy:

–– prosta, według której dokonano przekształcenia, czyli oś symetrii,
–– taka sama odległość punktu i jego obrazu od osi symetrii,
–– położenie punktu i jego obrazu na prostej prostopadłej do osi symetrii.

To właśnie wyodrębnione przez nauczyciela cechy muszą zostać ubrane 
w czynności, które uczniowie wykonają podczas zajęć.

Proces kształtowania pojęć rozpoczyna się od doświadczeń dziecka, a koń-
czy, gdy dziecko samodzielnie zbuduje definicję pojęcia i rozumnie z niej sko-
rzysta na drodze dalszego poznawania matematyki. W literaturze poruszającej 
problem kształcenia matematycznego we wczesnej edukacji dominują dwie drogi 
odkrywania pojęć. Nie zostały one wyróżnione ze względu na przyjęte a priori 
rozwiązanie metodyczne, a rozróżnienia dokonano na podstawie rodzaju pojęcia 

4  Rozporządzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 14 lutego 2017 r. w sprawie podstawy programowej 
wychowania przedszkolnego oraz podstawy programowej kształcenia ogólnego dla szkoły podstawowej, w tym 
dla uczniów z niepełnosprawnością intelektualną w stopniu umiarkowanym lub znacznym, kształcenia ogólne-
go dla branżowej szkoły I stopnia, kształcenia ogólnego dla szkoły specjalnej przysposabiającej do pracy oraz 
kształcenia ogólnego dla szkoły policealnej (Dz.U. z 2017 r., poz. 356).
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matematycznego, tj. arytmetycznego i geometrycznego, a dokładniej – zwróco-
no uwagę na źródła doświadczeń obejmujących dane zagadnienie matematyczne. 
Kształtowanie pojęć arytmetycznych rozpoczyna się manipulowaniem obiekta-
mi świata rzeczywistego, kiedy dzieci wykonują różne czynności, m.in. zliczają 
obiekty, grupują, porządkują, dodają, odejmują, mnożą i dzielą. To na ich podsta-
wie kształtują się takie pojęcia, jak liczby naturalne czy działania arytmetyczne. 
Trwa to tak długo, aż wykonywane czynności staną się zinterioryzowanymi czyn-
nościami umysłowymi. Opatrzone symbolami matematycznymi są podstawą ope-
racji matematycznych. Co więcej, symbole z czasem przestają pełnić tylko funk-
cję przedstawiania operacji, stają się obiektami mentalnymi, na których również 
wykonujemy operacje. Druga z nich opiera się na postrzeganiu tego, co nas ota-
cza, a dokładniej – obserwowaniu przestrzeni i dostrzeganiu kształtów. Spostrze-
żone kształty początkowo ujmowane są przez dziecko holistycznie. Z czasem, 
poprzez poznanie zmysłowe i opis słowny, przekształcają się w zbiór cech danego 
obiektu geometrycznego. Te z kolei, tak jak w przypadku liczb, są rozważane 
w kontekście podobieństw i różnic, aby móc wyodrębnić zachodzące między 
nimi zależności (Tall, 2014). Jednak bez względu na początek poznania, mecha-
nizm, który im towarzyszy, jest taki sam. Aktywność własna jednostki wsparta 
odpowiednią liczbą doświadczeń powoduje, że to, co zewnętrznie dostrzegalne 
i wykonane na obiektach rzeczywistych, staje się czynnością umysłową. Proces 
kształtowania pojęć matematycznych prowadzi do definiowania obiektów ma-
tematycznych, w którym kluczową rolę odgrywają abstrahowanie i uogólnianie 
(Semadeni, 1981, s. 55–56). Ponadto dzięki tym właśnie operacjom myślowym 
dzieci łączą obiekty matematyczne w klasy na różnych poziomach ogólności (Fi-
lipiak, Lemańska-Lewandowska, 2015).

Definiowanie, którego dzieci doświadczają na pierwszym etapie edukacyj-
nym, nie osiąga poziomu naukowości. Bardzo często ma charakter intuicyjny, 
uwzględniający tylko podstawowe cechy obiektu. Dzieje się tak z bardzo prostej 
przyczyny – to poziom abstrakcyjności rozważanych treści matematycznych za-
wsze powinien być zgodny z aktualnymi możliwościami poznawczymi dziecka, 
nie odwrotnie. To implikuje kolejny, bardzo istotny wątek nauczania matematyki, 
czyli potrzebę jej spiralnego nauczania. Sposób ten daje możliwość wielokrotne-
go, wydłużonego w czasie poznawania matematyki w coraz dojrzalszy sposób, 
a przede wszystkim odpowiadający możliwościom rozwojowym i potrzebom 
edukacyjnym dziecka. Między innymi dlatego, organizując nauczanie matema-
tyki, nie koncentrujemy się tylko na tu i teraz. Planowanie dydaktyczne powin-
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no rozpoczynać się w miejscu „co dotychczas osiągnęło dziecko”, a kończyć 
w punkcie „dokąd zmierzam”. Takie podejście do nauczania nie tylko uwzględnia 
czasową rozciągłość kształcenia matematyki, ale utwierdza nas w przekonaniu, 
że uczniowie koniecznie muszą odkrywać wiedzę matematyczną i systematycznie 
uzupełniać o swoje odkrycia ukształtowane dotychczas struktury myślowe.

Definicja rozumiana jako zdanie oznajmujące, które określa znaczenie nowe-
go terminu, znaku, wyrażenia za pomocą wcześniej poznanych (Łempicka, 1969, 
s. 108) w kształceniu matematycznym we wczesnej edukacji najczęściej występuje 
w postaci wyjaśnienia lub opisu definicyjnego (Krygowska, 1977b, s. 96). Dzieci, 
podejmując próbę opisu pewnego faktu matematycznego, zazwyczaj formułują go 
w języku potocznym. Dziecięce opisy bazują na terminach poznanych w dotych-
czasowym toku kształcenia i koncentrują się na tym, jak obiekt wygląda lub do 
czego jest wykorzystywany. Przykładem takiego bardzo obrazowego formułowa-
nia pojęć matematycznych jest wypowiedź ucznia klasy pierwszej szkoły podsta-
wowej. Zapytany o to, czy zna jakieś figury geometryczne, odpowiada: koło, kwa-
drat, trójkąt i prostokąt. Poproszono zatem ucznia, aby wyjaśnił, jak rozróżnia te 
figury. Uczeń pokazał w powietrzu kształt trójkąta i odpowiedział: „Ma takie trzy 
kreski i trzy rogi. A kwadrat ma takie cztery”. Prowadząc dalej rozmowę, dowie-
działam się, że koło jest okrągłe i nie ma rogów. Zapytałam, jak w takim razie od-
różnia kwadrat od prostokąta. W odpowiedzi usłyszałam, że kwadrat jest bardziej 
równy niż prostokąt. Tę równość figury, jak się czytelnik domyśla, dziecko od-
nosiło do długości boków. Sposób opisania wymienionych figur geometrycznych 
dalece odbiega od tego, co możemy określić mianem definicji. Jednak możemy ją 
uznać, szczególnie na początku edukacji szkolnej, jako punkt startowy na długiej 
drodze do formalnego zdefiniowania wskazanych figur geometrycznych. Z przyto-
czonej rozmowy wyraźnie wynika, że uczeń nie tylko rozpoznaje kształt, ale także 
wskazuje elementy obiektu, mówiąc o rogach i kreskach. Nietrudno rozpoznać, że 
nasz rozmówca znajdował się na poziomie wizualnym według Pierre’a van Hie-
le’a, twórcy koncepcji kształtowania pojęć geometrycznych (Swoboda, 2006). Tak 
faktycznie jest najczęściej – dziecko poproszone o określenie pojęcia matematycz-
nego mówi wszystko, co wie na jego temat, nie eliminuje własności wynikających 
z siebie nawzajem czy nadrzędnych w stosunku do siebie. Często zatem zdarza się, 
że dziecięce opisy zawierają nadmierną lub zbyt małą liczbę cech danego obiek-
tu. Pojawiają się zwroty nieprecyzyjne, zaczerpnięte z języka potocznego, tak jak 
w przypadku wspomnianych rogów w figurach geometrycznych. Takie próby defi-
niowania pojęć będziemy określali za Z. Krygowską mianem opisu prymitywnego 
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lub bezpośredniego (Krygowska, 1977b, s. 96). Ponadto Z. Krygowska wyróżnia 
opisy generalizujące i konstruujące. Zadaniem pierwszego z nich jest rozszerzanie 
wiedzy uczniów i otwieranie drogi do matematyki na wyższym poziomie, nato-
miast drugiego nie tyle wyraźne określenie obiektu, co wyłonienie go w toku ko-
lejnych prób wyjaśniania (Krygowska, 1977b, s. 95–96).

Wśród pojęć matematycznych, z którymi uczniowie spotykają się w toku 
kształcenia, Bogdan Nowecki wyróżnia trzy grupy. Pierwsza z nich obejmuje te, 
które funkcjonują w języku potocznym i są przez dzieci rozumiane intuicyjnie. 
W drugiej umieścił ten zakres pojęć, z którymi dziecko spotkało się w toku wcześ
niejszego kształcenia, natomiast do trzeciej zaliczył nowe, nieznane dzieciom po-
jęcia, które zostaną wprowadzone definicją (Nowecki, 2001). Występowanie tych 
trzech grup pojęć w praktyce edukacyjnej zwraca uwagę na możliwe trudności 
w nauczaniu matematyki. Trudności te dotyczą działalności nauczyciela, szcze-
gólnie we wczesnej edukacji, kiedy sformalizowana wiedza nauczycielska i często 
łącząca się z nią nieumiejętność śledzenia dziecięcych dróg rozumowania matema-
tycznego staje się przyczyną pomijania w toku kształcenia rozumienia intuicyjnego 
dzieci i dotychczas zgromadzonej przez nich wiedzy na rzecz podawania gotowej 
definicji i prób jej wyjaśniania. To właśnie projektowanie sytuacji dydaktycznych 
umożliwiających uczniom samodzielne nabywanie pojęć pozwoli na wyelimino-
wanie tej trudności, która niestety nie jest rzadkością w praktyce edukacyjnej.

Piotr Zarzycki, rozważając modelowanie pojęć matematycznych, koncen-
truje się na całościowym ujęciu procesu, a uczniowskie definicje we wczesnej edu-
kacji określa mianem potocznych (wtedy gdy mamy do czynienia z intuicyjnym 
rozumieniem danego pojęcia), następnie poglądowych (tam gdzie występuje duża 
liczba desygnatów wprowadzających pojęcie, czyli dużo materiałów konkretnych, 
np. ułamki powinny być kojarzone z połówkami i ćwiartkami), by w końcowym 
etapie przyjąć formę definicji formalnej (Zarzycki, 2019). Tę ostatnią przypisuje 
uczniom klas starszych, gdy doświadczanie matematyki jest bardziej zaawansowa-
ne, a język uczniów wzbogacony o wiele terminów matematycznych, np. studen-
tom matematyki. Wśród reguł modelowania pojęć matematycznych wyróżnia do-
świadczenia dziecka, które we wczesnej edukacji powinny prowadzić przynajmniej 
do dwóch spośród trzech wskazanych typów definicji, tj. potocznej i poglądowej, 
oraz wymienia sposoby ich organizacji, przekonując do wprowadzania pojęć we-
dług koncepcji reprezentacji Brunera, gdy uczniowie – na podstawie czynności 
konkretnych, wyobrażonych i abstrakcyjnych – tworzą odpowiednio reprezentacje 
– enaktywną, ikoniczną i symboliczną pojęć (Zarzycki, 2019).
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Kształtowanie pojęć matematycznych jest niezwykle wymagającym wy-
zwaniem dydaktycznym. Nie wystarczy bowiem, by uczniowie wiedzieli, co 
oznacza dane pojęcie. Powinni nabierać przekonania, że wiedzą, jak go używać 
podczas rozwiązywania zadań, tj. myśląc, budując strategię, realizując ją czy ana-
lizując uzyskane rezultaty. Braki w zakresie opanowania pojęć matematycznych 
utrudniają porządkowanie informacji, wykorzystywanie ich do opisywania i wy-
jaśniania wielu zależności. Przykładem braku rozumienia pojęcia suma będzie 
nieumiejętność określenia, jak zmieni się jej wartość, gdy jeden ze składników 
zmniejszymy np. o 2 lub gdy poprosimy uczniów o wyznaczenie obwodu wielo-
kąta przedstawionego na poniższym rysunku.

W podręcznikach dla uczniów klas I–III szkoły podstawowej znajdziemy wie-
le przykładów zadań, które odwołują się do znajomości pojęć. Zadaniem uczniów 
jest odszyfrowanie informacji ukrytych w pojęciach i wykonanie na nich wskaza-
nych operacji. W poniższym zadaniu, zaczerpniętym z materiałów ćwiczeniowych 
z cyklu „Ja i moja szkoła na nowo” (Faliszewska, Lech, 2019, s. 29), uczniowie, 
aby poprawnie rozwiązać zadanie, muszą znać następujące pojęcia: suma, różnica, 
iloraz, iloczyn, liczba dwu- i trzycyfrowa, jedność. Ponadto muszą wiedzieć, co 
oznacza element największy i najmniejszy w danym zbiorze liczb naturalnych.

Zadanie. Rozwiąż zadania

Oblicz różnicę największej liczby dwucyfrowej i największej 
liczby jednocyfrowej
Oblicz iloczyn najmniejszej parzystej liczby dwucyfrowej 
i największej nieparzystej liczby jednocyfrowej
Oblicz sumę najmniejszej liczby trzycyfrowej i najmniejszej 
liczby dwucyfrowej
Oblicz iloraz liczby dwucyfrowej, której cyfrą jedności jest 1, 
a cyfrą dziesiątek 8, oraz największej liczby jednocyfrowej

5 cm

6 cm
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Ciekawą grupą pojęć w matematyce są pojęcia, których nie definiujemy 
lub określamy tylko definicję znaczeniową, np. punkt czy zbiór. Takie pojęcia 
nazywamy pojęciami pierwotnymi i to za ich pomocą definiujemy kolejne. Przy-
jęte na początku danej teorii są uznawane za pewnik. Mimo że stanowią punkt 
wyjścia rozważań teoretycznych, nie mogą być jednak jako pierwsze definiowane 
w nauczaniu szkolnym. Należy pamiętać, że rozpoczynamy kształtowanie pojęć 
od tych, które są wynikiem dotychczasowych doświadczeń dziecka i które z tych 
doświadczeń dadzą się wyabstrahować. Nazywamy je pojęciami elementarnymi. 
Postępujemy tak np. w przypadku elementów geometrii euklidesowej realizo-
wanych we wczesnej edukacji, gdy rozpoczynamy od najczęściej spotykanych 
kształtów, tj. koło, kwadrat, prostokąt i trójkąt.

Dla osób, które choć raz w praktyce zawodowej zmierzyły się z kształ-
towaniem pojęć matematycznych, oczywiste jest, że nie jest to ani łatwe, ani 
jednorazowe działanie. Takie podejście zazwyczaj nie przynosi spodziewanych 
efektów. Nie sprawdzają się również proste zabiegi dydaktyczne i wyjaśnienia 
nauczyciela, a doświadczane przez uczniów nierozumienie pojęć przekłada się 
na pogłębiające się trudności matematyczne. Dlatego właśnie organizacja lekcji, 
na której uczniowie spotykają się z nowym pojęciem, oprócz wiedzy meryto-
rycznej, psychologicznej i wypracowanych rozwiązań metodycznych wymaga 
kreatywności nauczyciela, która nie tylko ma zainteresować uczniów, ale tak-
że pobudzić do działania. Wśród pożądanych aktywności matematycznych we 
wczesnej edukacji możemy wyróżnić:
–– obserwację zarówno kierowaną przez nauczyciela, jak i spontaniczną, bo to 

dzięki tej drugiej uzyskujemy informacje nie tylko o tym, co przyciąga uwagę 
dziecka, ale również o jego umiejętności postrzegania obiektów jako całości, 
wyodrębniania elementów czy dostrzegania związków i zależności między nimi,

–– manipulowanie obiektami nie tylko po to, aby za pomocą dotyku zbadać cechy 
fizyczne obiektu, ale przede wszystkim po to, by móc wytworzyć reprezenta-
cje enaktywne pojęć matematycznych, by badać strukturę obiektów i relacje 
w danych sytuacjach matematycznych,

–– opisywanie słowami podejmowanych działań i własnych spostrzeżeń, a także 
podczas uzasadniania przyjmowanego stanowiska,

–– ilustrowanie poprzez budowanie rysunkowych modeli rozwiązania zadań czy 
tworzenie układów geometrycznych,

–– wycinanie, klejenie i konstruowanie nie tylko w zakresie geometrii, ale też na 
zajęciach z arytmetyki, kiedy strukturę dziesiątkowego systemu liczbowego 
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można przedstawiać w formie układu celowo dobranych obiektów lub gdy 
poszukujemy własności działań,

–– tworzenie nieznanych dotąd obiektów i układów, aby później poddawać je wnikli-
wej analizie popartej zawsze wypowiedzią prezentującą stanowisko mówiącego.

Oczywiście powyżej zaprezentowana lista aktywności nie jest wyczerpu-
jąca, ale wskazuje, co powinno być początkiem długiego i żmudnego procesu 
kształtowania pojęć. Zwraca uwagę na jedną istotną cechę, a mianowicie to wła-
śnie doświadczenia są podstawą abstrakcyjnych pojęć. Pozwalają dzieciom na do-
strzeżenie ich związku z otaczającą rzeczywistością, przekonują o ich użyteczno-
ści i funkcjonalności, a izolowane i wprowadzane bez właściwej narracji tworzą 
niestrukturalne listy zagadnień do pamięciowego opanowania.

2.3.	Odkrywanie regularności, dostrzeganie prawidłowości i budowanie 
własnych strategii rozwiązania 

Regularności i różnorodne rytmy są powszechnym zjawiskiem w ota-
czającym nas świecie, począwszy od chwili poczęcia, gdy dziecko słyszy rytm 
serca matki, przez pory dnia i nocy, pory roku czy rytuały i obrzędy wpisane 
w narodowe tradycje. To właśnie one pozwalają nam porządkować otaczająca 
przestrzeń, regulują nasze życie, ułatwiają kojarzenie i zapamiętywanie faktów, 
które później przekłada się na umiejętność rozwiązywania codziennych zadań. 
Z tego właśnie powodu człowieka cechuje potrzeba ich wyznaczania wszędzie 
tam, gdzie nie narzucają się naturalnie. Takim przykładem jest język, którym się 
posługujemy. Margaret Donaldson zauważa, że mimo braku znajomości reguł 
gramatycznych i wystarczająco bogatego słownictwa małe dzieci, obserwując 
dorosłych, dostrzegają regularności w wypowiedziach dorosłych i potrafią po-
rozumiewać się, budując przy tym poprawne zdania (Donaldson, 1986). Nasza 
zdolność do dostrzegania rytmów i regularności towarzyszy nam od najmłod-
szych lat, więc powinniśmy ją wykorzystać w uczeniu się matematyki. Przecież 
matematyka zbudowana jest na regularnościach i chcąc umożliwić dzieciom jej 
doświadczanie, powinniśmy ich odkrywanie uczynić jedną z najważniejszych 
aktywności matematycznych we wczesnej edukacji. Ponadto warto zwrócić 
uwagę na spostrzeżenia Edyty Gruszczyk-Kolczyńskiej, która pisze: „Człowiek 
unika, a nawet lęka się chaosu i bałaganu. Jeżeli cokolwiek się w otoczeniu 
powtarza i układa w rytm, przestaje budzić niepokój” (Gruszczyk-Kolczyńska, 
1997, s. 31). Dajmy dzieciom poczucie bezpieczeństwa, układajmy matematykę 
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w całość, uczmy ich dostrzegania zależności i powiązań, pozwólmy dzieciom 
odkrywać matematykę. 

Jak już wspomniałam, istotą matematyki jest dostrzeganie i wskazywanie 
regularności, a to zwraca naszą uwagę na kształcenie tych umiejętności. Przecież 
znać matematykę, to dostrzegać, badać i wyrażać regularności, relacje występują-
ce między nimi, porządkować je i opisywać, a przede wszystkim wykorzystywać 
do celów praktycznych (National Research Council, 1990). Problem dostrzegania 
i badania przez uczniów regularności w przestrzeni matematycznej był porusza-
ny niejednokrotnie i obejmował wszystkie etapy kształcenia (por. Siwek, 1985, 
1988; Turnau, 1988; Maj-Tatsis, Swoboda, 2006). Ewa Swoboda i Bożena Maj-
-Tatsis zwracają uwagę, że wymagania skierowane do uczniów w tym obszarze 
pojawiają się już w klasie pierwszej, np. tam, gdzie zadaniem jest dostrzeżenie 
rytmów nie tylko w przyrodzie czy organizacji czasu, ale również we wzorkach, 
czyli układach figur o określonej cykliczności. Przyglądając się samej konstrukcji 
treści matematycznych ujętych w programach nauczania dla pierwszego etapu 
edukacyjnego, możemy owe regularności odnaleźć chociażby:
a)	 we własności liczb naturalnych, gdzie każda kolejna liczba naturalna jest 

większa o 1 od poprzedzającej ją liczby naturalnej;
b)	 przy wyznaczaniu kolejnych liczb parzystych lub nieparzystych, począwszy od 

danej liczby, gdzie każdą następną uzyskamy, dodając do poprzedniej liczbę 2;
c)	 w nazewnictwie liczb, gdzie każda kolejna dziesiątka jest odwołaniem do od-

powiedniej liczby w pierwszej dziesiątce, np. dwa, dwanaście, dwadzieścia 
dwa, trzydzieści dwa, czterdzieści dwa itd.;

d)	 w strukturze dziesiątkowego systemu pozycyjnego, którym posługujemy się 
na co dzień, gdzie każda dziesiątka jednostek niższego rzędu tworzy jedną 
jednostkę wyższego rzędu;

e)	 w tabliczce mnożenia, gdzie kolejne wyrazy w wierszu są wielokrotnościami 
liczby stojącej na pierwszym miejscu;

f)	 w działaniach arytmetycznych, gdzie umiejętności rachunkowe na mniejszych 
liczbach pozwalają dzieciom wyznaczyć wynik dla większych liczb, np. 

2 + 4 = 6; 20 + 40 = 60; 200 + 400 = 600
6 – 4 = 2, 60 – 40 = 20, 600 – 400 = 200 
2 ∙ 4 = 8, 20 ∙ 4 = 80, 200 ∙ 4 = 800
8 : 4 = 2, 80 : 4 = 20, 800 : 4 = 200;

g)	 w przypadku jednostek długości: milimetr, centymetr, decymetr, metr, kilo-
metr lub masy: gram, dekagram, kilogram.
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Oczywiście powyższe przykłady nie wyczerpują wszystkich regularno-
ści, które możemy odnaleźć w klasach I–III szkoły podstawowej, jednak i one 
przekonują, że umiejętność dostrzegania i wykorzystywania regularności staje 
się nieodzowna w uczeniu się matematyki. Oprócz regularności wynikających 
z konstrukcji samej matematyki pojawiają się takie, które zostały sprowokowane 
specjalnie skonstruowanymi zadaniami. Przykładem takich zadań są:

1.	 Wzdłuż parkowej alei o długości 300 metrów posadzono drzewa. 
Ile drzew posadzono, jeśli wysadzanie rozpoczęto na początku 
alei, a zakończono na jej końcu, dbając, aby odległość między 
kolejnymi drzewami wynosiła 20 metrów? 

2.	 Z drewnianej listewki postanowiono zrobić kwadratową ramkę. 
W ilu co najmniej miejscach należy przeciąć listewkę? 

3.	 Kasia z siostrą robiły ozdoby na choinkę. Wspólnie ustaliły, że 
wykonają kolorowy łańcuch. Na poniższym rysunku przedsta-
wiono początek łańcucha dziewczynek. Dorysuj kolejne 8 ogniw. 
Jak myślisz, jakiego koloru będzie dwudzieste piąte ogniwo?

Celem tych zadań jest dostrzeganie sekwencyjności i porządku występo-
wania obiektów, dostrzeganie ich układu tworzącego wzajemne relacje między 
obiektami i wskazywanie prawidłowości, które w dalszej części pracy nad roz-
wiązaniem zadania mają być wykorzystane do uzyskania poprawnego wyniku. 
Umiejętność obserwowania, a w tym wypadku kierowania uwagą, ma doprowa-
dzić ucznia do poprawnej interpretacji tego, co dostrzegł. Tego typu zadania wy-
wołują zazwyczaj wielość i różnorodność pomysłów, które sprawdzone z warun-
kami zadania mają stać się podstawą formułowania uczniowskich hipotez. Są to 
też sytuacje, w których uczniowie mogą eksperymentować, analizować własne 
przemyślenia, ale także konfrontować z innymi pomysłami, wyzwalając dyskusje 
nad rozwiązaniem połączone z uzasadnianiem własnego stanowiska.

Konsekwentnie podtrzymując potrzebę odkrywania wiedzy matematycznej 
w procesie kształcenia, pozostaję przy stanowisku, że nowa wiedza jest rezulta-
tem aktywności własnej ucznia. Podążając dalej tropem wspierania umiejętności 
dostrzegania regularności i prawidłowości matematycznych oraz budowania włas
nych strategii poznania matematycznego, odnieśmy się do propozycji Zofii Kry-
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gowskiej, która wskazuje cztery sytuacje wspierające wykrywanie prawidłowości 
matematycznych (Krygowska, 1977b, s. 100–101). Badaczka uważa, że może się 
to odbyć, gdy uczeń rozwiązuje specjalnie skonstruowane zadanie prowadzące 
celowo do odkrycia pewnej własności, prawa, zależności. Osobiście znam dwa 
przykłady pomocy dydaktycznych, w których dominuje takie podejście. Za-
równo na stronach podręczników do matematyki z serii Matematyka 20015, jak 
i w zbiorach Marii Małek Geometria6, rozwiązanie poprzednich zadań niesie 
ze sobą pewną wiedzę matematyczną, którą wykorzystujemy podczas rozwiązy-
wania kolejnych. Z kolejną sytuacją spotykamy się, gdy uczeń rozwiązuje zadanie 
otwarte, z którego wyraźnie wynika, że autorowi zadania chodzi o wykrycie i do-
wód nowego twierdzenia. Następne dwie sytuacje, o których mówi Krygowska, 
odnoszą się do inicjatywy uczniów, tj. wtedy, gdy uczeń sam zadaje pytania lub 
gdy formułuje na podstawie pewnych obserwacji hipotezę. Czy możemy prowo-
kować takie sytuacje już we wczesnej edukacji? Myślę, że nawet należy. Jednak, 
jak podkreśla Krygowska, niezwykle rzadko możemy obserwować uczniowskie 
dociekania po rozwiązaniu zadania, dlatego do sprowokowania uczniów do dal-
szych poszukiwań proponuję „przedłużanie” problemu jako źródło wykrywania 
kolejnych prawidłowości w matematyce. Rozważmy sytuację, w której uczniowie 
kształtowali pojęcie obwodu prostokąta. Interesującym i wartościowym matema-
tycznie przedłużeniem moglibyśmy uczynić poszukiwania w zakresie obliczania 
obwodu dowolnego wielokąta. Zamiast trzymać się kurczowo twierdzenia, że ob-
wód prostokąta to suma podwojonej długości prostokąta i podwojonej szeroko-
ści prostokąta, można sprowokować sytuację, która wywoła potrzebę określenia 
ogólniejszego sposobu i dostrzeżenie, że obwód wielokąta to nic innego, jak suma 
długości wszystkich jego boków bez względu na to, ile ich będzie miał.

Prace na temat metod pobudzania uczniów do poszukiwania i wskazywania 
problemów pojawiły się już w drugiej połowie ubiegłego stulecia (Krygowska, 1977, 
s. 102). Zaproponowana przez Ericha Wittmanna „metoda problemów tworzących” 
umożliwia uczniom stopniowe rozwijanie umiejętności „przedłużania” problemów. 
Zawsze rozpoczyna się od zadań tradycyjnych, które są dla uczniów materiałem 
wyjściowym. Po rozwiązaniu takiego zadania nauczyciel zachęca uczniów, aby 
sformułowali pytania związane z sytuacją zadaniową. Początkowo wspierani przez 

5  Matematyka 2001, podręcznik do matematyki dla uczniów gimnazjum, kl. 1, 2, 3.
6  M. Małek (1993), Geometria. Zbiór zadań, cz. 1, Gdańsk: Gdańskie Wydawnictwo Oświatowe; M. Małek 
(1994), Geometria. Zbiór zadań, cz. 2, Gdańsk: Gdańskie Wydawnictwo Oświatowe; M. Małek (1998), Geome-
tria. Zbiór zadań, cz. 3, Gdańsk: Gdańskie Wydawnictwo Oświatowe.
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nauczyciela uczniowie stopniowo nabierają wprawy w rozważaniach o sytuacji 
przedstawionej w zadaniu w nowych warunkach, a początkowe zadanie staje się 
źródłem budowania nowych (Krygowska, 1977b, s. 102–103). W edukacji wczes
noszkolnej odpowiednikiem tej metody jest zaproponowana przez Jadwigę Hanisz 
metoda „kruszenia” (Hanisz, 1990) wspierająca rozwój umiejętności rozwiązywania 
zadań tekstowych. Jedna z wersji „Co by było, gdyby …?” polega właśnie na zmia-
nie danych i rozwiązywaniu zadania w zmienionych warunkach. Z własnej prak-
tyki zawodowej wiem, że uczniowie niechętnie podzielają entuzjazm nauczyciela 
przy przedłużaniu zadania. Jednak przedłużanie, na stałe wpisane w szkolną prak-
tykę edukacyjną, staje się zwyczajnym zabiegiem dydaktycznym, który faktycznie 
pobudza uczniów do poszukiwań. Najczęstszym efektem, z którym spotkałam się 
w trakcie zajęć z uczniami, było wzbudzenie czujności matematycznej i sprawdza-
nie poprawności rozwiązania z warunkami zadania.

Obowiązkiem nauczyciela staje się planowanie, organizowanie i kontrolo-
wanie przebiegu aktywnego uczenia się uczniów matematyki. Planowanie obej-
muje konieczność analizy teoretycznej pojęć, praw, reguł czy własności przyję-
tych do odkrycia przez uczniów, przygotowanie właściwych zadań lub sytuacji 
zadaniowych prowadzących ucznia do odkrycia, zaplanowanie pomocy dydak-
tycznych oraz form organizacyjnych pracy na lekcji. Organizowanie polegać bę-
dzie na przygotowaniu wszystkiego, co zostało przyjęte na etapie planowania. Na-
tomiast kontrola nie może ograniczać się tylko do wytworów pracy uczniów. Tu 
kontrola jest rozumiana jako stałe monitorowanie przebiegu realizowanych przez 
uczniów prac oraz dyskretne reakcje na sytuacje, w których uczniowie „utkną” 
podczas pracy lub gdy ich spostrzeżenia będą dalece odbiegać od przyjętych 
do odkrycia treści lekcji. Ten ostatni punkt stanowi duże wyzwanie, nie można 
bowiem mówić o samodzielnej badawczej pracy ucznia, gdy nauczyciel zawsze 
spieszy z pomocą, aby dać gotową odpowiedź. Zadaniem nauczyciela jest suge-
rowanie czy nakreślanie sytuacji, w których należy rozważyć swoje odkrycie. 
W tym ujęciu nauczyciel staje przed trudnym problemem dydaktycznym, którego 
rozwiązanie powinno się koncentrować na poszukiwaniu i urzeczywistnianiu 
sposobów i środków postępowania dydaktycznego prowadzących do harmonij-
nego uruchamiania dotychczasowej wiedzy matematycznej uczniów i łączenia 
jej z nowo odkrytą.

Dziecięce odkrywanie matematyki proces uczenia się uczniów czyni prze-
strzenią ich twórczej i samodzielnej działalności. Budowana przez dzieci wie-
dza powstaje nie tylko na podstawie własnych poszukiwań, ale również na tych 
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wypracowanych wspólnie z rówieśnikami, ucząc ich przy tym porównywania 
przyjętych strategii rozwiązania czy konfrontowania własnych spostrzeżeń ze 
spostrzeżeniami innych uczniów. Skierowane do wszystkich uczniów, a nie tyl-
ko tych, o których sądzimy, że mają szczególne predyspozycje do matematyki, 
wspiera poszukiwanie własnych sposobów uczenia się i określania własnych 
metod radzenia sobie z zadaniami problemowymi. Oprócz wymiernych matema-
tycznych korzyści, takich jak kształtowanie i budowanie nowych dla ucznia pojęć 
matematycznych, dostrzeganie i formułowanie nowych problemów, regularno-
ści, rozwijanie umiejętności porównywania, uogólniania, umiejętności badania 
zależności między obiektami matematycznymi niesie ze sobą korzyści w obsza-
rze kształtowania postaw otwartych na poszukiwanie rozwiązań czy wzmacnia 
poczucie kontroli poznawczej. Robert Fisher podkreśla, że istotą kształcenia 
matematycznego nie jest wyuczenie odrębnych informacji, a właśnie wsparcie 
uczniów, aby mogli dostrzec struktury matematyczne, na które składają się wza-
jemnie zależne pojęcia i procedury (Fisher, 1999, s. 203–204). Paul Lockhart, 
ujmując matematykę jako sztukę, mówi, że uczniowie w procesie kształcenia po-
winni doświadczać różnorodnych sytuacji matematycznych, a pozbawianie ich 
aktywnego udziału w stawianiu problemów, możliwości dokonywania odkryć, 
prawa do popełnia błędów czy pomyłek na etapie formułowania hipotez to ogra-
bianie uczniów z rzeczywistego kontaktu z matematyką (Lockhart, 2009, s. 36 
i dalsze). Rozwiązując problemy matematyczne w klasach I–III, uczniowie po-
winni wykorzystywać wszystkie dostępne sposoby:
a)	 materialny, gdy podczas pracy nad rozwiązaniem problemu wykorzystują konkret-

ne materiały (liczmany, guziki, klocki itd.); za ich pomocą budują modele sytuacji 
przedstawionych w zadaniu, przeprowadzają konkretne doświadczenia na różnych 
obiektach czy sprawdzają swoje rozwiązania w sytuacjach praktycznych;

b)	 wizualny, kiedy zadany problem przedstawiany jest w formie rysunku-sche-
matu ułatwiającego wizualizację problemu; wykorzystywana jest tu wyobraź-
nia przestrzenna czy uruchamiana komunikacja graficzna; 

c)	 społeczny – poprzez współpracę i współdziałanie w zespole, inspirowanie się 
rozwiązaniami i spostrzeżeniami innych, wspólne dochodzenie do celu po-
przez budowanie banku pytań, wysuwanie hipotez, formułowanie definicji 
oraz obserwowanie kroków podjętych przez innych na drodze do rozwiązania;

d)	 werbalny, czyli wyjaśniając słownie swoje strategie, argumentując swoje stano-
wisko w sprawie przyjętego rozwiązania, dyskutując nad wyborem właściwego 
rozwiązania i sprawdzając własne przekonania w tym zakresie (Żytko, 2021).
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Utworzone tak cztery płaszczyzny, krzyżując się ze sobą, budują prze-
strzeń, w której niezbędna staje się koncentracja nauczyciela na takim kreowaniu 
środowiska uczenia się uczniów, gdzie język, obraz, obiekty rzeczywiste i praca 
zespołowa będą przeplatającymi się warunkami pobudzającymi aktywność 
poznawczą uczniów. Tak otrzymujemy zgoła odmienny kształt edukacji 
matematycznej od tego opartego na podręczniku szkolnym i zeszytach ćwiczeń.

2.4.	Dziecięce zmagania z odkrywaniem regularności matematycznych 
w świetle badań

Dostrzeganie regularności występujących w matematyce jest niezwykle 
ważne dla prawidłowego rozwijania kompetencji matematycznych, dlatego stwa-
rzanie sytuacji, w których dzieci, badając obiekty w różnych układach, dostrzegają 
regularności i wzorce, jest ważne. Jak wspomniałam, odkrywanie matematyki jest 
dostępne dzieciom już na etapie wczesnej edukacji. Douglas Clements (2001) uzna-
je, że już okres przedszkolny to dobry czas, by zainteresować dzieci budowaniem 
i odnajdywaniem wzorców. Możemy to wykorzystać podczas zabawy klockami 
czy porównując obiekty w różnych układach. Zdaniem Lynna Mc Garveya (2012) 
dzieci we wczesnej edukacji bez trudu rozpoznają przedstawione regularności nie 
tylko w układach obiektów, ale również na rysunkach. Często wykorzystują je, 
aby przewidywać dalszy ciąg kolekcji lub układ kolejnych elementów. Lesley Lee 
(1996) twierdzi, że umiejętność dostrzegania regularności jest niezbędna w my-
śleniu algebraicznym. Anthony i Jean Ortonowie dowiedli, że sama zdolność do 
konstruowania wzorów pojawia się znacznie wcześniej niż umiejętność opisywa-
nia regularności (Orton, Orton, 1999). Zatem skoro matematyka jest postrzegana 
jako poszukiwanie regularności, to dlaczego nie dać takiej możliwości dzieciom?

Dostrzeganiem regularności w najmłodszej grupie uczniów zajmowano się 
również na rodzimym gruncie. Alina Kalinowska na przykładzie zadań niestanda-
rowych pokazuje, że dzieci mogą dostrzegać prawidłowości (regularności) i do-
konywać uogólnień, formułować pierwsze reguły (Kalinowska, 2017). Uczą się 
przy tym różnych sposobów wykorzystywania zapisu, który po masowym wyko-
rzystywaniu zeszytów ćwiczeń i kart pracy stał się dla uczniów dużą trudnością. 
Obserwując uczniów podczas pracy, można dostrzec, że prezentacja rozwiązania 
zadania matematycznego kojarzona jest przez nich z zapisem w czystym języku 
matematycznym i z zaskoczeniem reagują na możliwość opisu słowami swojej 
propozycji rozwiązania zadania. Uznają ją za błędną i niematematyczną. Kolejną 
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istotną kwestią, na którą zwraca uwagę Kalinowska, jest uruchamianie się myśle-
nia hipotetycznego podczas odkrywania regularności oraz dostrzeganie wagi włas
nych domniemywań (Kalinowska, 2017). Obie znacząco wpływają na rozwój 
umiejętności budowania strategii rozwiązywania zadań matematycznych. Bada-
nia prowadzone przez Swobodę i Maj o dziecięcych konstrukcjach geometrycz-
nych wskazują, że dzieci mimo napotkanych trudności cechuje potrzeba konty-
nuowania regularności nawet przy braku wyraźnej słownej instrukcji. Podczas 
odkrywania i kontynuowania regularności wspierają się intuicją, a napotkanie 
przez nie trudności tylko przekonuje do konieczności wplatania takich aktywno-
ści w edukacji matematycznej (Maj-Tatsis, Swoboda, 2018). 

Przegląd artykułów naukowych opublikowanych po roku 2000 przeprowa-
dzony przez Kamaluddin i Widjajanti (2019) potwierdza duże zainteresowanie ucze-
niem się matematyki poprzez jej odkrywanie. Analiza zawartych w nim badań em-
pirycznych pozwoliła na konstrukcję modelu (schemat 2) prezentującego pozytywne 
efekty pracy tą metodą w sferze poznawczej, sferze emocjonalno-wolicjonalnej 
i psychomotorycznej. Dostrzeżono, że nie tylko metoda jako całość przynosi wy-
mierne korzyści, ale także jej poszczególne etapy. Etapy te przebiegają następująco:
1.	 Postawienie problemu – polega na prezentacji informacji oraz problemu przez 

nauczyciela prowadzącego zajęcia.
2.	 Eksploracja – polega na gromadzeniu, przetwarzaniu i analizowaniu danych 

identyfikowanych w postawionym problemie.
3.	 Formułowanie hipotez – polega na formułowaniu przez uczniów pierwszych 

przypuszczeń na podstawie wcześniejszej analizy, z zastrzeżeniem, że trafność 
przypuszczeń w dużej mierze zależy od dokładności uczniowskich eksploracji.

4.	 Weryfikacja – wysunięte w poprzednim etapie hipotezy wstępne zostają teraz 
poddawane sprawdzaniu na podstawie różnych źródeł i dyskusji.

5.	 Potwierdzenie – polega na zweryfikowaniu przez nauczyciela uczniowskich 
wniosków, tj. zadaniem nauczyciela jest potwierdzenie prawdziwości sfor-
mułowanych przez uczniów wniosków oraz korekta błędnych przekonań tak, 
by uczniowie mogli wyciągnąć wnioski na temat zagadnienia, którego się na-
uczyli (Westwood, 2008; Moore, 2005).

Uczenie się poprzez odkrywanie matematyki, oprócz wskazanych wymier-
nych korzyści, które szerzej zostaną przywołane w rozdziale opisującym wady i zale-
ty proponowanego przeze mnie rozwiązania metodycznego, umożliwia zmianę sto-
sunku do matematyki. Zmianę, która pozwoli dostrzec w matematyce coś więcej niż 
tylko mechaniczne rozwiązywanie zadań. Organizując lekcje w formie badań, uzu-
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pełniając właściwą narracją, budujemy całościowy obraz matematyki. Ukazujemy, 
jak została skonstruowana i na jakie potrzeby cywilizacyjne odpowiada. To ważny 
aspekt, który w podejściu tradycyjnym do uczenia się i nauczania matematyki zdaje 
się być pomijany. Nie trzeba nikogo długo przekonywać, że matematyka to nie tyl-
ko narzędzie, to również sposób postrzegania obserwowanych w świecie związków 
i zależności. Łączenie jej w szkolnym procesie kształcenia z koniecznością podej-
mowania wysiłku intelektualnego skupionego na odkrywaniu kolejnych jej treści 
pozwoli na usamodzielnianie się w procesie jej poznawania, a uczenie się uczyni 
aktywnym oraz sensownym. Co więcej, uczenie się matematyki przez odkrywanie 
ma zdolność do zmiany uczniowskich postaw i wartości w stosunku do matematyki 
oraz siebie jako osoby podejmującej się rozwiązania problemu (Svinicki, 1998).

Schemat 2:	Model pozytywnych efektów pracy metodą uczenia się poprzez odkrywanie matematyki 

Źródło: opracowanie własne na podstawie Kamaluddin, Widjajanti, 2019.

Mimo że sednem uczenia się poprzez odkrywanie jest odnalezienie przez 
uczniów własnej wiedzy, to pozostawienie ich bez nauczycielskiego wsparcia 
byłoby wielkim błędem, szczególnie we wczesnej edukacji (Mayer, 2004; Abra-
hamson, Kapur, 2018). To zadaniem nauczyciela jest wyznaczenie ścieżki, po któ-
rej uczniowie będą zmierzać do subiektywnie nowych odkryć matematycznych, 
a konstruowanie takich zajęć jest niełatwym zadaniem, stąd też pojawił się po-
mysł, aby przybliżyć metodę nauczania skierowanego na odkrywanie matematyki 
na pierwszym etapie edukacyjnym.
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3.	Nauczanie skierowane na odkrywanie matematyki

Natura dojrzałości psychicznej do uczenia się matematyki jest 
taka, iż nie można jej ukształtować u dzieci ani przez pokazywanie 
i powtarzanie wzorów zachowania, ani przez wyjaśnianie. To, co 
składa się na taką dojrzałość, dziecko musi samodzielnie zdobyć, 

odkryć i wypróbować (Gruszczyk-Kolczyńska, 1989, s. 112) 

W praktyce edukacyjnej matematykę na poziomie wczesnej edukacji czę-
sto traktuje się jako etap przygotowujący ucznia do uczenia się tego przedmiotu, 
podkreślając jednocześnie jej propedeutyczny charakter (Semadeni, 1981). Dzieje 
się tak dlatego, że możliwości poznawcze dziecka daleko odbiegają od specy-
ficznych cech matematyki i wymagań, które są ich konsekwencją. Trudno prze-
cież oczekiwać od dziecka, aby ograniczało się do prowadzenia rozumowań na 
pojęciach abstrakcyjnych w oderwaniu od materiału empirycznego. Przekonanie 
o konieczności wykorzystania możliwości rozwojowych uczniów i stale towa-
rzyszącej im potrzeby zaspokajania naturalnej ciekawości poznawczej skłoniło 
mnie, aby zwrócić się w kierunku nauczania matematyki poprzez odkrywanie. 
Poprowadzenie uczniów drogą odkrywania nowej wiedzy niewątpliwie ułatwia 
i pogłębia rozumienie matematyki. Sprawdza się również w sytuacjach, w których 
zawodzi pamięć (Westwood, 2008). To właśnie po doświadczeniach z odkrywa-
niem matematyki uczniowie, stojąc przed koniecznością rozwiązania zadania, nie 
ograniczają się do poszukiwania w pamięci gotowych algorytmów. Zadziwia-
jącym efektem, dla którego twierdzę, że nauczanie skierowane na odkrywanie 
matematyki jest dobrym sposobem zgłębiania wiedzy, jest wzrost uczniowskich 
przekonań, że mogą rozwiązać zadanie i znacznie częściej podejmują to wyzwa-
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nie (Svinicki, 1998). To właśnie obawa przed porażką wyraźnie redukuje się po 
doświadczeniach z odkrywaniem matematyki. Jednocześnie doświadczanie ma-
tematyki czyni ją bardziej interesującą, otwiera uczniów na zdobywanie wiedzy, 
daje im poczucie sprawstwa, a przede wszystkim usamodzielnia intelektualnie 
(Liljedahl, 2005). G. Polya podkreślał: „Nauczanie matematyki powinno zapo-
znawać uczniów ze wszystkimi aspektami aktywności matematycznej tak dalece, 
jak to jest możliwe. W szczególności powinni oni otrzymać możność samodziel-
nej pracy twórczej – na miarę ich możliwości” (Polya, 1975, s. 335). Są to ważne 
cechy uczenia się matematyki poprzez odkrywanie, bo przecież lęk jest jednym 
z predykatorów trudności matematycznych uczniów (Cipora, 2015). 

3.1.	 Teoretyczne podstawy nauczania skierowanego na odkrywanie

Bardzo ważne w nauczaniu matematyki są wszystkie te metody, które 
umożliwiają uczniom usamodzielnione zdobywanie wiedzy i kształtują umie-
jętność posługiwania się nią. Do metod, które silnie wspierają rozwój uczniów 
w zakresie matematyki, należą metody problemowe. To właśnie umiejętność 
rozwiązywania problemów Henryk Moroz wskazuje jako warunek konieczny 
przyszłych sukcesów matematycznych uczniów (Moroz, 1991). Nauczanie skie-
rowane na odkrywanie wpisuje się w kategorię metod nauczania problemowego 
i również polega na kierowaniu procesem rozwiązywania przez uczniów zagad-
nień praktycznych i teoretycznych przy udziale ich własnej aktywności badaw-
czej (Okoń, 1995, s. 201). Punktem wyjścia w pracy tej metody jest sformułowanie 
problemu, którego celem jest sprowokowanie podejmowania świadomego wysił-
ku myślowego uczniów (Mróz, 1978). Problemem może być pewna niewiadoma, 
zrodzone w trakcie lekcji lub przygotowane przez nauczyciela pytanie kryjące 
nierozstrzygniętą dotychczas kwestię matematyczną czy luka, którą uczniowie 
muszą zapełnić. Można go również sformułować w postaci zadania, dla którego 
trzeba poszukać metody rozwiązania, bo jest nietypowe i uczniowie wcześniej 
się z nim nie spotkali. W przypadku nauczania poprzez odkrywanie problemem 
będzie sytuacja zadaniowa lub zadanie, którego rozwiązanie prowadzi do sformu-
łowania subiektywnie nowej dla uczniów wiedzy matematycznej. Jednak bardziej 
skłaniam się do tego, aby proponowana metoda wykorzystywała specjalnie przy-
gotowane sytuacje problemowe.

Według Wincentego Okonia sytuacja problemowa jest celowo skonstru-
owaną sytuacją dydaktyczną, w której uczniowie spotykają się z nowym, nie-
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typowym układem konkretnych lub abstrakcyjnych elementów, wskazującym 
na nierozważane dotychczas związki między nimi (Okoń, 2001, s. 379). Uczeń, 
który mimo wcześniejszych doświadczeń i zgromadzonej dotychczas wiedzy 
znajdzie się w takiej sytuacji, odczuwa brak możliwości skorzystania z gotowe-
go rozwiązania oraz potrzebę uzupełnienia luki. Oczywiście, aby zaproponowana 
sytuacja problemowa wywołała pożądane reakcje, należy zadbać, aby stosunko-
wo łatwo absorbowała uwagę uczniów, odwoływała się do ich dotychczasowych 
doświadczeń oraz celowała w ich obszar zainteresowań (Cackowska, 1993, s. 11). 
Określona w sytuacji problemowej trudność nie powinna wykraczać poza strefę 
najbliższego rozwoju uczniów w rozumieniu Wygotskiego, ale powinna skłaniać 
uczniów do formułowania hipotez i poszukiwania rozwiązań. Ważnym aspektem 
sytuacji problemowej jest to, że uczeń ma możliwość łączenia elementów wie-
dzy nabytej z nową, dla niego jeszcze nieznaną (Więckowski, 1972, s. 26). Owo 
łączenie odbywa się dzięki poszukiwaniu związków i zależności występujących 
między elementami wiadomymi i niewiadomymi oraz dzięki uczniowskiej ak-
tywności o charakterze produktywnym, czego efektem jest samodzielne wytwa-
rzanie informacji (Adamek, 2000, s. 62). Irena Adamek podkreśla, że każda nowa 
dla dziecka sytuacja może być polem, na którym warto stawiać wyzwania, bo jest 
ona stymulatorem wyzwalającym ich twórczą aktywność (1996, s. 84).

Celem wszelkiej aktywności podejmowanej na drodze rozwiązywania pro-
blemów (nie tylko przez uczniów) jest przekształcenie ich w sytuacje bezproble-
mowe. Tak też jest w przypadku nauczania skierowanego na odkrywanie, gdzie 
nowo dostrzeżone związki i zależności między obiektami matematycznymi czy 
formułowane reguły bądź prawa uzbrajają ucznia w narzędzia użyteczne pod-
czas rozwiązywania kolejnych zadań, czyli nowych napotkanych problemów 
oraz odkrywania napotkanych „tajemnic matematycznych”. Sam proces rozwią-
zywania problemów charakteryzuje się pewną etapowością. Józef Galant wska-
zuje na sześć etapów, tj. tworzenie sytuacji problemowej, formułowanie proble-
mu, analiza sformułowanego problemu, gromadzenie pomysłów na rozwiązanie 
problemu, weryfikacja pomysłów i podjęcie decyzji co do wyboru rozwiązania 
oraz systematyzacja nowej wiedzy i jej zastosowanie (Galant, 1987, s. 94). Eta-
powość postępowania podczas rozwiązywania problemów jest obecna w wielu 
propozycjach (Bereźnicki, 2004; Jąder, 2009; Kujawiński, 2010; Mróz, 1978; 
Okoń, 1987; Pisarski, 2017; Strykowski i in., 2003;). Wszystkie one są zgodne 
z tym, że rozwiązujący problem muszą uświadomić sobie jego istotę, tj. zdać 
sobie sprawę, na czym on dokładnie polega. Na tej podstawie zastanowić się nad 
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możliwymi rozwiązaniami, wybrać najwłaściwsze i je przeprowadzić, a następnie 
dokonać refleksji nad uzyskanymi wynikami. Refleksja ma nie tylko ograniczać 
się do sprawdzenia poprawności wyniku z warunkami postawionymi na począt-
ku, ale również obejmować obszar możliwych zastosowań i ocenę użyteczności. 
Tak też jest w przypadku metody nauczania skierowanego na odkrywanie, kiedy 
uczniowie na początku wprowadzani są w sytuację problemową, wspólnie gro-
madzą informacje na temat tego, co już wiedzą w danym obszarze poszukiwań, 
pracują zespołowo nad rozwiązaniem zagadnienia, dzielą się swoimi spostrzeże-
niami, formułują nową wiedzą, po czym sprawdzają, jak mogą wykorzystać to, 
co właśnie odkryli. Do szczegółowego opisania etapów pracy uczniów wrócimy 
w podrozdziale prezentującym konstrukcję lekcji w nauczaniu skierowanym na 
odkrywanie matematyki.

Podejmując się próby zdefiniowania nauczania skierowanego na odkry-
wanie w kształceniu matematycznym, przyjmuję, że jest to stałe postępowanie 
dydaktyczne, w którym aktywność własna dziecka prowadzi je w trakcie rozwią-
zywania problemów teoretycznych lub praktycznych do odkrycia subiektywnie 
nowej wiedzy matematycznej, czyli dotąd nieznanych mu własności, praw, reguł 
i pojęć matematycznych. Głównym zadaniem nauczyciela pracującego tą metodą 
jest taka organizacja lekcji, która wiedzie dziecko od tego, co już wie, do no-
wych treści matematycznych. W przeciwieństwie do podejścia tradycyjnego nie 
rozpoczynamy lekcji od nauczycielskiego wprowadzenia kolejnej porcji wiedzy 
w formie definicji, własności czy reguły, lecz od zapoznania uczniów z sytuacją 
problemową, po uporaniu się z którą to oni sami ją sformułują. Postawione wy-
zwanie ma na celu wywołanie konfliktu poznawczego, który prowokuje do rozpa-
trywania obiektów w nowych układach opisanych za pomocą innych relacji czy 
ujawniających inne niedostrzegane dotąd własności. To właśnie wtedy dochodzi 
do konieczności spojrzenia na wiedzę matematyczną w nowym ujęciu, w nowych 
kontekstach. Spostrzeżenia dzieci są przez nie same porządkowane i prezento-
wane. W tym podejściu do nauczania nowe treści, mimo ich stałej obecności 
podczas zajęć, wybrzmiewają na końcu i są zwieńczeniem wysiłków intelektual-
nych uczniów. Zaprezentowany schemat (schemat 3) w uproszczeniu prezentuje 
główną różnicę między nauczaniem tradycyjnym a nauczaniem skierowanym na 
odkrywanie matematyki. Strzałki na schemacie pokazują kierunek działań podej-
mowanych podczas lekcji, a ich przeciwne zwroty wskazują na odwrócenie ko-
lejności wykonywanych czynności. Odnoszą się również do ról, które przypisuje-
my uczniom i nauczycielowi, bo rozpoczynając lekcję od teorii matematycznych, 
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nauczyciela czynimy osobą wiodącą i dominującą. Osobą, której zadaniem jest 
kontrolowanie jakości wykorzystywania nowej wiedzy do rozwiązywania zadań. 
I tak jak ma to miejsce w tradycyjnym podejściu do nauczania, nauczyciel jest 
źródłem wszelkiego poznania. Natomiast z odmienną sytuacją spotykamy się 
podczas odkrywania. W tym wypadku to uczeń jest swoim źródłem wiedzy, a do-
kładniej – wyniki jego aktywności poznawczej.

Schemat 3.	Nauczanie tradycyjne versus nauczanie skierowane na odkrywanie

Źródło: opracowanie własne.

Oczywiście nietrudno dostrzec, że w edukacji matematycznej nie możemy 
koncentrować się jedynie na odkrywaniu regularności matematycznych. Właści-
wym miejscem nauczania skierowanego na odkrywanie będą wszystkie te sytua
cje, w których zamierzamy zapoznać uczniów z nową dla nich wiedzą. Koniecz-
ność przeprowadzania lekcji pogłębiających rozumienie pojęć, doskonalących 
umiejętności posługiwania się nimi czy kształtujących sprawność rachunkową 
uznaję za równie ważne, bo jakich efektów moglibyśmy oczekiwać, gdybyśmy 
skoncentrowali się tylko na odkrywaniu matematyki? Michał Szurek pyta: Co 
zrobić z wiedzą, którą rozumiemy, a którą nie posługujemy się sprawnie? Przecież 
„od rozumieć do potrafić może być bardzo daleko” (Szurek, 2005, s. 20), a nam 
zależy na „potrafić” przy pełnym rozumieniu. Niemniej jednak niewłaściwe 
w procesie kształcenia konstruowanym w podejściu konstruktywistycznym jest 
rozdzielanie rozumienia pojęcia od umiejętności jego wykorzystywania. Dlatego 
właśnie warunkiem koniecznym wielokontekstowego rozumienia pojęć jest ich 
wielokontekstowe używanie, które nie tylko umożliwia ich poznanie, ale przede 
wszystkim ujawnia, w jaki sposób uczniowie je znają. Nauczanie skierowane na 
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odkrywanie wiedzy matematycznej umożliwia wielokontekstowe kształcenie, 
w toku którego uczniowie mają sposobność badać obiekty matematyczne w róż-
nych sytuacjach, co jest istotne dla rozwoju kompetencji matematycznych.

3.2.	O konstrukcji lekcji w nauczaniu skierowanym na odkrywanie

Konstrukcja lekcji jest bardzo zbliżona do etapów rozwiązywania proble-
mów, o których pisałam w poprzednim rozdziale. Zanim jednak przejdę do charak-
terystyki poszczególnych części lekcji, warto zatrzymać się na jednym z kluczo-
wych elementów, czyli określeniu, co właściwie uczniowie mają odkryć w trakcie 
lekcji. Oczywiście tematów takich zajęć doszukamy się chociażby w podstawie 
programowej kształcenia ogólnego dla pierwszego etapu edukacyjnego7. To tam 
w formie wymagań szczegółowych określono zakres treści matematycznych 
przeznaczonych do realizacji. Rozważmy dla przykładu jeden z zapisów wymie-
nionego dokumentu.

Wśród osiągnięć z zakresu posługiwania się liczbami wskazano: „Uczeń 
wyjaśnia istotę działań matematycznych – dodawania, odejmowania, mnożenia, 
dzielenia oraz związki między nimi; korzysta intuicyjnie z własności działań”8. 
Aby wybrać temat pracy dla uczniów na podstawie przywołanego zapisu, należy 
się zastanowić, co kryje zwrot „istota działań arytmetycznych”, jakie związki za-
chodzą pomiędzy wymienionymi działaniami arytmetycznymi oraz jakie własno-
ści posiada każde z nich. Po takiej analizie nietrudno wybrać zagadnienie, które 
można przygotować na zajęcia, np. Czy istnieje liczba, przez którą nie wolno dzie-
lić? albo Czy liczby możemy mnożyć w dowolnej kolejności? Zarówno w pierw-
szej, jak i w drugiej propozycji formułowane pytanie określa to, co już ucznio-
wie wiedzą oraz czego mają się dowiedzieć. Podczas poszukiwania odpowiedzi 
na pierwsze pytanie uczniowie już znają dzielenie i potrafią wyznaczać ilorazy 
dwóch liczb. Ponadto wiedzą, że działaniem odwrotnym do dzielenia jest mnoże-
nie oraz że poprawność wykonanego dzielenia sprawdzamy za pomocą mnożenia. 
Niewiadomą w tak postawionym pytaniu będzie możliwość dzielenia przez zero. 

7  Rozporządzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 14 lutego 2017 r. w sprawie podstawy programowej 
wychowania przedszkolnego oraz podstawy programowej kształcenia ogólnego dla szkoły podstawowej, w tym 
dla uczniów z niepełnosprawnością intelektualną w stopniu umiarkowanym lub znacznym, kształcenia ogólne-
go dla branżowej szkoły I stopnia, kształcenia ogólnego dla szkoły specjalnej przysposabiającej do pracy oraz 
kształcenia ogólnego dla szkoły policealne (Dz.U. z 24 lutego 2017 r., poz. 356).
8  Tamże, załącznik nr 2, s. 37.
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Analizując drugie pytanie, dostrzegamy, że uczniowie potrafią mnożyć liczby na-
turalne, ale muszą odkryć, że mnożenie jest przemienne i łączne. Oczywiście nie 
ma konieczności nazywania tych własności, ale intuicyjne uzasadnienie możli-
wości przestawiania liczb w iloczynie i wymnażania ich w dowolnej kolejności 
ułatwia obliczenia.

Innym źródłem inspiracji jest wybrany przez nauczyciela do realizacji pod-
ręcznik szkolny. Na jego stronach odnajdziemy treści matematyczne, które za-
zwyczaj opracowane są w formie zadań lub wyeksponowane w specjalną ramką. 
Zamieszczone poniżej dwa zadania dotyczące przemienności dodawania prze-
kształcamy w lekcję, na której w wyniku własnej aktywności dzieci odkryją, że 
dodawanie jest przemienne. Warto tutaj zaznaczyć, że trud przekształcania i or-
ganizowania zajęć w formie uczniowskich badań matematycznych bardzo szybko 
przełoży się na uczniowskie postrzeganie matematyki, angażowanie się w pracę, 
samodzielność intelektualną, poziom rozumienia treści matematycznych, a także 
trwałość, na której nam bardzo zależy.

Przykład

Źródło: Podręcznik dla klasy 2, cz. 1: Ja i moja szkoła na nowo, Wydawnictwo JUKA-91, Warszawa 2018, s. 17.

Po wyborze zagadnienia matematycznego, które chcemy zaproponować 
naszym uczniom, należy zastanowić się nad konstrukcją sytuacji problemowej, 
czyli dokonać wyboru zadań, poleceń, zaplanować doświadczenia, przygotować 
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niezbędne pomoce dydaktyczne, które będą prowadziły do odpowiedzi na posta-
wione pytania i wyjaśniały uczniowskie wątpliwości. Ważną zasadą, której należy 
przestrzegać, jest konieczność uwzględniania możliwości poznawczych dziecka 
i jego potrzeb edukacyjnych. Wszystkie nasze propozycje powinny być możliwie 
bliskie doświadczeniom dzieci, uwzględniać psychologiczny proces interioryzacji 
oraz realizować podejście indukcyjne do procesu kształcenia, w którym tworzy-
my przestrzeń na eksperymenty i obserwacje uczniów. W tym ujęciu podążamy 
drogą od konkretnego przypadku do ogólnej idei, od konkretnego zastosowania 
do ogólnej teorii, a tym samym do budowania prawa naukowego. Tu najważniej-
szym aspektem pracy dziecka staje się konstruowanie własnej wiedzy pod kierun-
kiem nauczyciela (Rocard i in., 2007).

Proponowany tok lekcji obejmuje sześć kroków i jest zbieżny z etapami 
uczenia się poprzez odkrywanie zaprezentowanymi w poprzednim rozdziale. 
Ważnym elementem konstruowanego rozwiązania metodycznego jest kolejność 
występowania poszczególnych kroków oraz konieczność zaistnienia każdego 
z nich. Charakteryzują się one innym czasem trwania i mają do spełnienia inną 
rolę. Nazwy, które proponuję poniżej, nie są w żaden sposób wiążące, natomiast 
istotne dla całego postępowania jest to, że stanowią drogowskazy porządkujące 
czynności prowadzące uczniów do odkrycia nowej wiedzy matematycznej.

Pierwszy etap – Co już wiem? 

Celem początkowego etapu lekcji jest skierowanie uwagi uczniów na za-
planowane do realizacji zagadnienie. Zaczynamy od rozmowy z dziećmi na wy-
brany temat, oddając im jednocześnie pole do dzielenia się swoimi wiadomo-
ściami z danego zakresu. Jest to ta część lekcji, w której zbieramy informacje 
na temat dotychczasowych doświadczeń uczniów czy zgromadzonych przez 
nich informacji. Ten etap stanowi ważny początek lekcji z dwóch powodów. 
Pierwszy to często niewykorzystywana przez nauczycieli sposobność do oceny 
uczniowskich zasobów na wejściu, drugi istotny jest dla rozwoju poznawczego 
dziecka – to przywołanie dotychczas istniejących struktur umysłowych rozważa-
nego zagadnienia. Przypominając i porządkując wszystko, co zostało dotychczas 
zgromadzone na dany temat, pozwalamy po pierwsze zorientować się nauczy-
cielom, od którego miejsca zaczynają, a po drugie ma również związek z Pia-
getowskim równoważeniem struktur poznawczych, które postrzegane jest jako 
rozwój intelektualny jednostki. Odkrywając nową wiedzę matematyczną, a taki 
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cel przyjęliśmy, wskazujemy, jak możemy połączyć ją ze „starą”, rozbudowując 
lub reorganizując wszystko, co wiedzieliśmy dotychczas.

Pytania kierowane do uczniów powinny przekonywać, że nauczyciel jest 
zainteresowany zakresem ich wiedzy, ich przemyśleniami związanymi ze spo-
sobami porządkowania i łączenia zagadnienia z innymi elementami wiedzy oraz 
ich przeświadczeniami o jej użyteczności. To w tej części lekcji jest miejsce na 
pytania: Skąd to wiecie? Po czym rozpoznajecie? Jak myślicie, z czego to wy-
nika? Gdzie się z tym spotkaliście? Jak myślicie, po co wymyślono np. figury 
geometryczne? i wiele innych. Kierowane do klasy pytania mają przede wszyst-
kim umożliwić dzieciom spontaniczne dzielenie się wiedzą bez z góry narzuconej 
formy wypowiedzi. Mają podkreślać, że to, czego nauczyli się do tej pory, jest 
naprawdę ważne. Swobodne odpowiedzi na pytania niejednokrotnie zawierają 
błędy i zdarza się, że nie mają związku z zaplanowanym tematem zajęć. Jednak 
nie korygujemy i nie wyjaśniamy uczniowskich wątpliwości. Budujemy atmosfe-
rę tajemnicy, zagadki do odkrycia, bo to ona jak nic innego potrafi koncentrować 
uczniów na poszukiwaniu odpowiedzi. Proponuję, aby formą organizacją pracy 
w tej części lekcji była praca z całą klasą, bowiem jest to moment na określenie 
przestrzeni wspólnych poszukiwań. Oczywiście luźną rozmowę wprowadzającą 
uczniów w tematykę lekcji możemy zastąpić zagadką czy grą dydaktyczną. Naj-
ważniejsze jest, aby skupić uwagę uczniów na treści lekcji i przybliżyć obszar, 
którym będziemy się zajmować.

Drugi etap – Widzę sens

Ten etap jest związany z poprzednim, bo to właśnie wprowadzenie poprzez 
tajemnicę czy interesującą zagadkę do rozwiązania nadaje sens poszukiwaniom, 
ukazuje potrzebę poszerzania wiedzy i niejednokrotnie jej użyteczności. Celowość 
podejmowanych działań zwiększa motywację i zaangażowanie w to, co dzieje się 
podczas lekcji. Ponadto jest zgodna z rosnącą potrzebą „widzenia sensu” przez 
dzieci w tym, co robią i dokąd prowadzą podejmowane przez nich działania. Pro-
ponuję, aby w tym miejscu skorzystać z pytań kluczowych, które nie tylko ukazują 
szerszy kontekst rozważanego problemu, ale także angażują uczniów w poszuki-
wanie odpowiedzi. Ukazanie celu lekcji w formie pytań, np.: Jak myślicie, czy krze-
sełko zmieści się na kartce papieru? Co będzie miało większy obwód kwadrat czy 
prostokąt, jeśli wiemy, że zbudowano je z tej samej ilości identycznych kwadratów? 
Po co ludzie wykorzystują różne jednostki długości? Po co nam linijka? Czy z tego, 



102 Kierowane odkrywanie matematyki we wczesnej edukacji

że coś jest większe, wynika, że jest cięższe?, wzbudza zainteresowanie i kieruje uwa-
gę uczniów na rozwiązanie problemu. Zadaniem tego krótkiego etapu lekcji jest 
zmotywowanie uczniów do działania i skoncentrowanie na temacie zajęć.

Trzeci etap – Popróbuję i zobaczę, jak to działa 

Ta część lekcji trwa najdłużej i jest organizowana w formie doświadczeń czy 
też eksperymentów uzupełnionych ukierunkowaną na osiągnięcie celu obserwacją. 
Uczniowie prowadzą zatem szkolne badania matematyczne. Część ta jest niezwy-
kle istotna, ponieważ stanowi podstawę do formułowania przyszłych wniosków. 
Konieczne jest, aby uczniowie w tej części lekcji pracowali w grupach i wspólnie 
analizowali, planowali rozwiązania oraz dokonywali wyboru jednego z nich, a tak-
że budowali pierwsze wnioski na podstawie uzyskanych wyników. Jest to czas, 
w którym uczniowie mogą podawać w wątpliwość dotychczas stosowane sposoby 
i uzyskane dzięki nim wyniki, rozpatrywać rozwiązania w różnych układach czy 
wspólnie weryfikować swoje pomysły. To w tym etapie początkowo kierują się 
intuicją, by następnie przejść do rozumowania indukcyjnego.

Jest to również ten etap lekcji, w którym dzieci najczęściej napotykają prze-
szkody utrudniające im kontynuację pracy, tzw. bycie w kropce lub martwym 
punkcie. Takiej sytuacji w żaden sposób nie należy rozważać w kategoriach po-
rażki uczniów czy nauczyciela. Trudności przy tak wymagającej formie aktywno-
ści uczniów, jaką jest dostrzeganie regularności czy odkrywanie praw i własności, 
zdają się być oczywiste. W takiej sytuacji nauczyciel musi zadbać, aby uczniowie 
nie pozostawili zadania bez rozwiązania i w dalszym ciągu wytrwale go poszuki-
wali. Oczywiście największym błędem, który może popełnić nauczyciel w takiej 
sytuacji, jest podpowiedź, co uczniowie mają zrobić dalej. Pamiętajmy, że nawet 
częściowe rozwiązanie zadania przez nauczyciela odbiera uczniom satysfakcję 
z samodzielnego odkrycia. Warto zatem zachęcać uczniów, aby jeszcze raz prze-
analizowali drogę, która doprowadziła ich do momentu „bycia w kropce”. Ważne 
jest, aby w takiej sytuacji nauczyciel nie spieszył z pomocą niosącą gotowe roz-
wiązanie. Jego podpowiedzi mają sugerować rozważenie innych możliwości. Ten 
etap pracy na lekcji jest szczególnie wymagający zarówno dla uczniów, jak i dla 
nauczyciela. Kalinowska podaje, że aby umożliwić uczniom wczesnej edukacji 
realizację badań matematycznych, należy spełnić dwa warunki. Pierwszy odnosi 
się do przygotowania klasopracowni, czyli zaprojektowania miejsca, w którym 
uczniowie będą przeprowadzali badania. Obejmuje on m.in. przygotowanie 
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miejsc pracy oraz dostarczenie niezbędnych pomocy dydaktycznych, wśród 
których powinny się znaleźć:

–– te, z którymi dziecko spotkało się w życiu codziennym (np. guziki, kasztany, 
fasolki, nakrętki),

–– ustrukturyzowane pomoce dydaktyczne (np. kolorowe liczby, geoplany, klocki 
Dienesa, plansze liczbowe, modele brył, tangram)

–– przedmioty niezbędne do doświadczeń związanych z pomiarem (np. sznurki, 
tasiemki, różnej pojemności naczynia, odważniki),

–– materiały samodzielnie przygotowane podczas innych zajęć (np. liczydła 
sznurkowe, gry planszowe, dywaniki liczbowe, waga, model kąta prostego),

–– przybory szkolne (np. linijka, nożyczki, ekierka, klej, plastelina, kredki, ma-
zaki, farby, pędzle). 

Drugi warunek odnosi się do postawy nauczyciela i jego umiejętności w za-
kresie stawiania pytań, podtrzymywania zaangażowania czy budowania atmosfery 
badawczej. Postawa, o której mówi Kalinowska, jest zgoła odmienna od tej, z którą 
możemy się spotkać na lekcji realizowanej w podejściu tradycyjnym, kiedy ucznio-
wie muszą uważnie słuchać i wypełniać kolejne polecenia. Tu nauczyciel musi 
być gotowy na początkowy bałagan na lekcji, gdy uczniowie przygotowują się do 
pracy w grupach i organizują się, przypisując sobie role, zapoznając z pomocami 
dydaktycznymi czy wymieniając pierwszymi próbami rozwiązania problemu. Ten 
moment jest „głośny”, bo towarzyszą mu silne emocje i dostrzegalne w całej klasie 
pełne zaangażowanie. Wskazywane trudności organizacyjne, które muszą pokonać 
uczniowie, stają się dla nich z czasem zwykłymi zadaniami organizacyjnymi. Jed-
nak dopóki się tego nie nauczą, musimy liczyć się z pozornym chaosem.

Kolejną zmianą w zakresie nauczycielskich postaw jest akceptacja 
uczniowskich nieudanych prób i pomyłek, które w zupełnie naturalny sposób po-
jawiają się podczas odkrywania. Ważne jest, aby nauczyciel akceptował uczniow-
skie pomysły i był na nie gotowy nawet wówczas, gdyby dotyczyły innego niż 
sformułowany przez niego problem. Takie pomysły podczas lekcji pojawiają się 
spontanicznie i nie należy ich traktować jako celową uczniowską dezorganizację 
pracy. Ma to raczej związek z nieograniczoną dziecięcą ciekawością poznawczą. 
Wyrażenie zgody na dyskusje o prowadzonych doświadczeniach czy akceptacja 
nieosiągnięcia przez niektórych uczniów przyjętego na początku lekcji celu nie 
powinna zniechęcać nauczyciela do pracy tą metodą. Uczestnictwo w proce-
sie odkrywania i poszukiwanie rozwiązań jest istotniejsze poznawczo niż samo 
otrzymanie wyniku (Kalinowska, 2016).
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Ten etap lekcji zazwyczaj zajmuje najwięcej czasu i oceniam go jako zde-
cydowanie najtrudniejsze wyzwanie dydaktyczne, któremu musi sprostać nauczy-
ciel już na etapie planowania. Aby właściwie skonstruować taką lekcję, nauczyciel 
powinien sam podjąć trud rozwiązania problemu, który zamierza postawić w kla-
sie. Pozwoli mu to na określenie miejsc, w których mogą wystąpić trudności i na 
namysł nad wartościowymi sposobami reakcji. Pamiętając o tym, że jest inicjatorem 
procesu badawczego, musi planować swoje działania tak, aby umożliwić uczniom 
samodzielne odkrycie, czyli wyzbyć się nawyku zbyt pośpiesznego udzielania pra-
widłowych odpowiedzi, stawiania pytań sugerujących odpowiedź czy wskazywa-
nia gotowych, jedynych i akceptowanych przez siebie sposobów rozwiązań proble-
mów. Musi pamiętać, że staje się partnerem poznawczym dziecka, a nie skarbnicą 
gotowych odpowiedzi, z której uczeń czerpie w dowolnym momencie lekcji.

Całość prac nad rozwiązaniem kończymy wypracowanym na podstawie 
uzyskanych wyników wnioskiem, który zostanie zaprezentowany całej klasie. 
To właśnie umiejętność wnioskowania jest ważną cechą myślenia. Dzieci nawet 
na początku nauki szkolnej przyjmują za pewnik, że to, co usłyszą, jest praw-
dą, szczególnie wtedy, gdy autorem słów jest osoba dorosła. Jednak stopniowe 
wyodrębnianie się własnych myśli na podstawie analizy i syntezy powoduje, że 
dzieci zaczynają zastanawiać się nad prawdziwością usłyszanych wypowiedzi 
i konfrontują je z tym, co same zaobserwowały, czy z własnymi przekonaniami 
o przedmiocie lub zjawisku. Rozwój zdolności wnioskowania na podstawie ak-
tywności własnej dziecka i rosnąca potrzeba uzyskania uzasadnienia nie tylko 
wzmacniają ciekawość poznawczą dziecka o otaczającej go rzeczywistości, ale 
wywołują także pierwsze próby dowodzenia prawdziwości poznawanych faktów.

Czwarty etap – Podzielę się swoimi odkryciami

W tej części lekcji grupy na forum klasy prezentują swoje wyniki. Przedsta-
wione rezultaty zawsze muszą być poparte komentarzem, który uzasadnia przy-
jęte rozwiązanie. W tej części lekcji zwracamy szczególną uwagę na rangę pyta-
nie: Dlaczego tak jest? Konieczność uzasadniania własnego stanowiska pozwala 
na wyeliminowanie tzw. pochopności myślowej ucznia. Zjawisko to ujawnia się 
podczas lekcji najczęściej w dwóch sytuacjach. Z pierwszą mamy do czynienia, 
gdy dziecko szybko, bez zastanowienia czy próby rozwiązania zadania, podaje od-
powiedź (tzw. strzelanie). Tłumaczyć możemy to dziecięcą potrzebą dostrzeżenia 
i wyróżnienia się w grupie rówieśników czy chęcią szybkiej finalizacji obowiązku 
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rozwiązania zadania bez dbałości o poprawność odpowiedzi, która zdaje się nie 
mieć dla dziecka w tym momencie żadnego znaczenia. Druga odnosi się do ostat-
nich doświadczeń dziecka, w odniesieniu do których udziela ono odpowiedzi. 
Gdy uczniowskie odpowiedzi okazują się niepoprawne, dziecko staje bezradne 
i zawiedzione w obliczu faktu, że to nie działa. Rozmowa nad rozwiązaniem ma 
wspierać dzieci, aby z rozwagą udzielały odpowiedzi.

Zadaniem nauczyciela w tej części zajęć jest zebranie wszystkich dziecię-
cych odkryć i wyeksponowanie ich np. poprzez zapisanie na tablicy czy w formie 
plakatów wykonanych przez nich w grupach. Ograniczamy się tylko do przyję-
cia rozwiązania, przygotowując uczniów do kolejnej ważnej części lekcji, czyli 
wspólnej dyskusji nad rozwiązaniem. Uczniowie po zapoznaniu się z rezultata-
mi wszystkich grup mają je przeanalizować i ponownie omówić w zespołach, 
w których pracowali do tej pory. Dyskusja ma dotyczyć nie tylko uzyskanych 
rezultatów, ale obejmować również wątpliwości co do zaprezentowanych rozwią-
zań i trudności pojawiających się na drodze do odkrycia.

Głównym celem tej części lekcji jest zwrócenie uwagi uczniów na po-
trzebę namysłu i rozważnego określania własnego stanowiska w stosunku do 
prezentowanych spostrzeżeń i przyjętych przez innych rozwiązań. Wiąże się to 
z koniecznością dokonania wyboru jednej spośród zaprezentowanych na lekcji 
propozycji i uczy dociekliwości, radzenia sobie z informacją, podejmowania 
decyzji, budowania argumentacji na poparcie własnego stanowiska czy warto-
ściowania własnych rozstrzygnięć. Wskazane umiejętności są niezwykle istotne, 
szczególnie wtedy, gdy zależy nam na kształtowaniu postaw badawczych w gru-
pie najmłodszych uczniów. Dla nauczyciela obserwującego zmagania uczniów 
jest to doskonała okazja do poszerzania swoich kompetencji w zakresie uczniow-
skich sposobów prowadzenia rozumowania oraz określenia poziomu rozumienia 
ukształtowanych dotychczas pojęć matematycznych.

Piąty etap – Odkryłem nieznaną mi dotąd matematykę

Po dyskusji i wymianie uwag na forum klasy uczniowie wspólnie formułują 
wniosek z badań i budują własną definicję pojęcia lub odkrytej właśnie regular-
ności matematycznej. Na tym etapie ważne jest, aby było to wspólne stanowi-
sko wszystkich uczniów, z tym że to nie nauczyciel ma przekonać uczniów do 
słuszności wybranego rozwiązania. Cały sekret kryje się w prowadzonej dysku-
sji. Nauczyciel przysłuchuje się, porządkuje rozmowę, udzielając głosu kolejnym 



106 Kierowane odkrywanie matematyki we wczesnej edukacji

uczniom, ale nie wolno mu oceniać w kategoriach „dobra–zła” odpowiedź. Jed-
nym z narzędzi, które wspiera trudną rolę nauczyciela, jest opisywany w poprzed-
nim rozdziale kontrprzykład. To właśnie za jego pomocą korygujemy uczniowskie 
wnioski. Zazwyczaj w przypadku błędnych odpowiedzi podajemy przykład, dla 
którego uczniowskie spostrzeżenie nie jest prawdziwe. Wspólne klasowe rozwa-
żania mają prowadzić do odkrycia nowej dla uczniów wiedzy, której poprawność 
ma potwierdzić nauczyciel. W tym miejscu nasuwa się pytanie: Co w sytuacji, gdy 
uczniowie nie uzyskają poprawnego rozwiązania? Hipotetycznie możemy przyjąć 
taką sytuację. Wówczas jednak należałoby się zastanowić, co było istotą lekcji i ja-
kie efekty uzyskaliśmy. Na tej podstawie budujemy kolejne zajęcia, które poprzez 
realizację innych badań matematycznych, na podstawie innych doświadczeń, two-
rzą przestrzeń innego spojrzenia na interesujące nas zagadnienie. Przypomnijmy 
za Fisherem, że matematyka traktowana jako zbiór gotowych narzędzi do opano-
wania wskazuje na instrumentalne podejście do edukacji matematycznej (Fisher, 
1999), a nam zależy na kształceniu, które pozwoli dostrzec, że matematyka to spo-
sób rozumowania i porządkowania otaczającej nas rzeczywistości. 

Ważnym elementem tego etapu lekcji jest formułowanie rozwiązania, czy-
li kształtowanie umiejętności zaprezentowania wniosków swojej pracy w formie 
wypowiedzi lub zapisu. Zarówno w jednym, jak i w drugim przypadku nie spo-
dziewajmy się od razu, że język, w którym usłyszymy odpowiedź, będzie w całości 
odpowiadał temu funkcjonującemu w matematyce, a zapis wykorzystywał sym-
bolikę, którą posługują się matematycy. Kształtowanie umiejętności wypowia-
dania się w dziedzinie matematyki należy do jednej z najwyższych kompetencji 
matematycznych i niestety kształtuje się bardzo długo. Nam zależy na tym, aby 
uczniowie stopniowo przechodzili od języka potocznego do formalnego, wpla-
tając poznawane pojęcia i uwzględniając strukturę wypowiedzi matematycznej.

Ostatnim, ale równie ważnym elementem tego etapu są przekonania 
uczniów o użyteczności nowo odkrytej wiedzy matematycznej. Te przekonania 
obejmują przeświadczenie o prawdziwości wiedzy i poczucie rozumienia nowego 
odkrycia, za czym idą konieczność poszukiwania dla niej zastosowań i dążność 
do zwiększania własnych zasobów intelektualnych.

Szósty etap – Sprawdzę, jak to działa w innych sytuacjach

Każde nowe odkrycie, chociażby tylko wywiedzione z uczniowskich ba-
dań i oparte na ich własnych doświadczenia, musi znaleźć swoje zastosowanie. 



107Nauczanie skierowane na odkrywanie matematyki

Zadaniem uczniów w tej części lekcji jest wspólny namysł nad możliwościami 
wykorzystania nowej wiedzy. To właśnie ten etap uznaję za zwieńczenie całego 
proces odkrywania. Jeśli go pomijamy, gubimy sens podejmowania wszelkiej 
aktywności. W edukacji wczesnoszkolnej wskazanie zastosowań matematy-
ki nie przysparza dużych trudności i nie musimy się obawiać, że takowe się 
nie znajdą. Jednak chcąc być przygotowanym na każdą ewentualność, warto 
na etapie planowania i organizowania lekcji opracować kilka zadań lub sytua
cji zadaniowych, w których uczniowie rzeczywiście znajdą zastosowanie dla 
własnych odkryć. Jest to również okazja do sprawdzenia, czy wszyscy ucznio-
wie rozumieją nowe odkrycie. Warto zatem zorganizować pracę uczniów nad 
rozwiązaniem zadania w formie indywidualnej. Będzie to dobry moment, aby 
sprawdzić, które dziecko wymaga jeszcze pomocy, a które w pełni zrozumiało 
nową wiedzę.

Zaproponowany tok lekcji przypomina etapy postępowania badawcze-
go i w kontekście edukacji matematycznej uczniów klas I–III szkół podsta-
wowych może być tak traktowany. Daje uczniom możliwość samodzielnego 
odkrywania wiedzy „poprzez posłużenie się umysłem” (Bruner, 1978, s. 662), 
a to przecież jest sednem uczenia się (Mayer, 2004; Prince, Felder, 2006). Jak 
nietrudno dostrzec, uczniowie, podejmując próbę rozwiązania problemu, stają 
się twórczymi myślicielami, poszukiwaczami rozwiązań, uczestnikami dysku-
sji, krytykami własnych i cudzych pomysłów. To podczas takich lekcji roz-
mawiają o tym, co dostrzegli, co według nich przemawia za tym, a nie innym 
rozwiązaniem, kształtując przy tym język wypowiedzi, formę zapisu rozwiąza-
nia czy potrzebę rozważenia wszystkich możliwych przypadków rozwiązania. 
Uczniowską pracę na lekcji zorganizowaną w taki sposób możemy niewątpli-
wie określić jako pobudzającą do twórczego myślenia matematycznego. To 
właśnie manipulacje na obiektach rzeczywistych ujawniają lukę i pobudzają 
do wyczucia pozornie ukrytych regularności. Ich artykulacja słowna, fizycz-
na, rysunkowa czy symboliczna prowadzi do formułowania uogólnień, które 
w dalszym ciągu mogą być weryfikowane przez manipulację, jednak na głęb-
szym poziomie złożoności (Mason, Burton, Stacey, 2005, s. 151–154). Hasłem 
przewodnim lekcji realizowanych metodą nauczania skierowanego na odkry-
wanie matematyki możemy uczynić słowa Roberta Kaplana9: „Zapytaj mnie 
i Ja odkryję” (ang. Ask me! & I Discover).

9  Robert Kaplan – profesor i wykładowca Harvard University, współtwórca program „The Math Circle”.
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Czytelnikowi analizującemu zaprezentowaną konstrukcję lekcji zapewne 
narzuca się jedna bardzo istotna uwaga dotycząca rozważanego modelu lekcji. 
Do tej pory na stronach niniejszego opracowania odwoływałam się do konstrukty-
wistycznego podejścia do nauczania matematyki. Jednak, jak wiemy, postawie-
nie samego problemu, nieważne, jak silnie angażującego ucznia w rozwiązanie, 
może okazać się niewystarczające. Nawet dla wprawnego badacza zagadnień 
matematycznych istnieją momenty, w których nie wie, co dalej. Pojawianie się 
tzw. martwego pola w poszukiwaniach może być związane z wieloma czynni-
kami. Może to być zbyt silne emocjonalne zaangażowanie, które nie pozwala 
na uwolnienie umysłu i spojrzenie na całość z innej perspektywy. Mogą to być 
również niewystarczające zasoby wiedzy badacza, trudności w budowaniu i pla-
nowaniu strategii rozwiązania, chaotyczność postępowania i wiele innych. Stąd 
też pomysł na opisaną powyżej konstrukcję zajęć, która – mimo że koncentruje 
się na aktywności własnej ucznia i czyni go odpowiedzialnym za budowanie 
własnych struktur umysłowych – wymaga wsparcia poprzez właściwie zapla-
nowaną lekcję uwzględniającą interwencję nauczyciela w trudnych dla uczniów 
momentach. Myślę, że zaproponowane podejście łączy w sobie uczniowskie 
uczenie się poprzez odkrywanie z uczeniem się opartym na instrukcjach.

Model oparty na instrukcjach łączy w sobie dwa różne podejścia do 
zdobywania wiedzy – poprzez transmisję oraz konstruowanie (Godino i in., 
2015). Z jednej strony łączy główny cel badania, czyli rozwiązywanie proble-
mu (Schoenfeld, 1992), elementy teorii sytuacji dydaktycznych poprzez dobie-
ranie sytuacji problemowych mających na celu optymalizację adaptacyjnego 
wymiaru uczenia się i autonomii uczniów (Brousseau, 2002) z realistycznym 
nauczaniem matematyki, którego jedną z kluczowych zasad jest umożliwienie 
uczniom ponownego wynalezienia matematyki (Freudenthal, 1991). Z drugiej 
zaś wskazuje na interwencję nauczyciela w działania uczniów poprzez kons
truowanie instrukcji i wsparcie w momentach krytycznych, a to wpisuje się 
w model oparty na transmisji wiedzy, bo do takiej dochodzi w przytoczonej 
sytuacji (Godino i in., 2015). Jest to jednak tylko element, którego zadaniem jest 
ukierunkowanie, nie zaś przekazanie informacji do przyswojenia, co czyni go 
zgoła odmiennym podejściem od tradycyjnego nauczania. Pewne kompromisy, 
na które jesteśmy narażeni podczas konstruowania lekcji w modelu nauczania 
skierowanego na odkrywanie, zdają się być niezbędne szczególnie na pierw-
szym etapie edukacyjnym, kiedy nieznajomość dróg poszukiwania rozwiązań 
może zaważyć na całym przedsięwzięciu.
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3.3.	Możliwości edukacyjne i trudności organizacyjne nauczania 
skierowanego na odkrywanie

Tematyką związaną z uczeniem się poprzez odkrywanie zajmowało się wielu 
badaczy, a sformułowane na podstawie badań empirycznych wnioski podkreślają 
słuszność stosowania proponowanej metody w pracy z uczniami. To właśnie umie-
jętność samodzielnego dostrzegania i odkrywania regularności uznano za jedną 
z wiodących kompetencji matematycznych (Góralski, 2013) oraz wskazano na po-
mijanie jej kształtowania w praktyce edukacyjnej (Dąbrowski, 2013; Dylak, 2013; 
Gruszczyk-Kolczyńska, 2006; Kalinowska, 2010b; Klus-Stańska, Nowicka, 2013). 
Do najbardziej znaczących w kontekście wspierania rozwoju uczniów zaliczam sa-
modzielne dochodzenie do wiedzy, możliwość analizy wielu dróg prowadzących do 
rozwiązania oraz kształtowanie umiejętności uczenia się uczniów. Warto podkreślić, 
że nauczanie skierowane na odkrywanie ma wiele cech wspólnych z obecnie funk-
cjonującymi koncepcjami edukacji matematycznej – przede wszystkim opiera się 
na wczesnych doświadczeniach matematycznych dziecka (Gruszczyk-Kolczyńska, 
2008), wspiera umiejętność samodzielnego konstruowania pojęć (Klus-Stańska, 
2000) oraz rozwija gotowość do inicjowania i modyfikowania różnych sposobów 
działania (Dixon 2005; Kapur, Toh, 2013; Mason, Burton, Stacey 2005).

Wśród zalet poznawania matematyki na drodze odkrywania możemy 
ponadto wyróżnić wzrost atrakcyjności zajęć szkolnych, który przełoży się na 
wzrost dziecięcego zaangażowania się w to, co dzieje się na lekcji (Carroll, Be-
man, 2015). Owej atrakcyjności doszukamy się w wykonywaniu doświadczeń, 
manipulowaniu obiektami, rysowaniu, wycinaniu, konstruowaniu, a także w roz-
mowach o pomysłach na rozwiązanie. Zmienia się również rola, jaką uczeń od-
grywa w procesie kształcenia. Z tkwiącego w ławce biernego słuchacza uczeń ma 
szansę stać się narratorem zajęć, biorąc czynny udział w organizowaniu przestrze-
ni edukacyjnej. Aktywne działanie towarzyszące uczeniu się poprzez odkrywanie 
ma szansę wzmocnić uczniowskie poczucie własnej skuteczności, konieczności 
właściwej organizacji informacji, planowania rozwiązania, a przede wszystkim 
weryfikacji uzyskanych rezultatów. Kształtująca się zdolność do przekształcania 
i weryfikowania informacji wspiera umiejętność przyjmowania różnych rozwią-
zań, obejmujących często skrajne podejścia do sytuacji zadaniowej, co przekłada 
się na rozwój umiejętność krytycznego myślenia (Lockhart, 2009). Ważną kwe-
stią z punktu widzenia trwałości wiedzy jest pamięć. Odkrywanie, któremu za-
wsze towarzyszą silne emocje, pozostawia trwały ślad w pamięci i ułatwia dostęp 
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do przechowywanych tam informacji (Svinicki, 1998; Westwood, 2008). Częsta 
reorganizacja tych informacji powoduje, że stają się materiałem stale aktualnym. 
Ponadto dokonywanie odkryć podczas uczenia się powoduje, że uczący podcho-
dzi konstrukcyjnie do rozwiązywania problemów (Bruner, 1978), a konstruowanie 
środowiska, w którym uczniom stwarza się możliwość do wytwarzania i rozwija-
nia pomysłów, a także do korygowania źle zbudowanych koncepcji, wyzwala ich 
samodzielność w zakresie tworzenia bardziej ekonomicznych strategii rozwiąza-
nia problemów (Boaler, 2016; Gopnik, Meltzoff, Kuhl, 2004; Lu, Bridges, Hmelo-
-Silver, 2014). Celowo skonstruowane sytuacje problemowe stają się wyzwaniem 
edukacyjnym z dominacją takich aktywności matematycznych, jak dostrzeganie 
prawidłowości, porównywanie, dostrzeganie regularności i powiązań, organi-
zacja i reorganizacja dotychczas zgromadzonych informacji czy wnioskowanie 
i formułowanie przypuszczeń (hipotez) (Maarif, 2016; Yurniwati, Hanum, 2017). 

Ważnym aspektem tej metody jest to, że w trakcie pracy uczniowie mają 
możliwość przedyskutowania w grupie swoich spostrzeżeń, co znacząco od-
działuje na rozwój języka matematycznego. Wzbogacanie wypowiedzi o kolej-
ne pojęcia matematyczne i umiejętność opisu następujących po sobie operacji 
matematycznych wykonywanych podczas rozwiązywania pogłębia rozumienie 
matematyki (Maarif, 2016). Ważnym aspektem dyskusji nad rozwiązaniem jest 
również rozwijanie umiejętności oceny własnych działań, porównywanie efek-
tów pracy czy poszukiwanie innych możliwych rozwiązań przedłożonej sytuacji 
zadaniowej. Tak właśnie kształtuje się postawa refleksyjnego odkrywcy matema-
tyki, w której to dyskusja na argumenty wyrabia nawyk sprawdzania przyjętej 
strategii rozwiązania oraz uzyskanego wyniku z warunkami zadania. Kolejnym 
walorem proponowanej metody jest kształtowanie umiejętności zapisu rozwiąza-
nia, analizy treści zadania z uwzględnieniem nie tylko jego części składowych, ale 
i zależności występujących między nimi, porządkowanie informacji oraz wybór 
odpowiedniego modelu matematycznego.

Punktem startu do nowej wiedzy w metodzie nauczania skierowanego na 
odkrywanie matematyki są dotychczasowe doświadczenia dziecka i jego wiedza. 
To od tych zasobów zależy, jak poprowadzimy odkrycie i jakich rezultatów może-
my się spodziewać. Projektując przyszłe działania dziecka, musimy to uwzględ-
nić, gdyż uczenie się matematyki w taki właśnie sposób koncentruje się na roz-
budowywaniu dotychczasowych zasobów dziecka, rozwijaniu matematycznych 
umiejętności złożonych, wzbogacaniu języka matematycznego (w kierunku od 
języka potocznego do formalnego) oraz ukazywaniu matematyki jako dziedziny 
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spójnej, hierarchicznie uporządkowanej i funkcjonalnej. Wiedza własna dziecka, 
będąca podstawą nowego odkrycia, nie tylko łączy w całość to, co było z tym, 
co właśnie dostrzeżono, ale przede wszystkim ukazuje użyteczność dotychczaso-
wych wysiłków dziecka, wspiera jego aktywność oraz wzmacnia poczucie spraw-
stwa (Liljedahl, 2005). Ważną cechą proponowanego rozwiązania jest rozwój 
świadomości funkcjonowania nauki i pozytywnego nastawienia do jej osiągnięć 
(Shymansky, Kyle, Alport, 1983). Wiele korzyści niesie z sobą towarzysząca od-
krywaniu narracja. To za jej pomocą budujemy tło poznawcze, które znacząco 
wpływa na całościowe postrzeganie matematyki oraz łączy jej treści z sytuacja-
mi z życia codziennego, wskazując przy tym jej użyteczności. Niepodważalnym 
argumentem przemawiającym za stosowaniem proponowanego rozwiązania jest 
wzrost osiągnięć w nauce (Moore, 2005; Amiyani, Widjajanti, 2018), lepsze ro-
zumienie pojęć matematycznych (Maarif, 2016), rozwijanie wyższych poziomów 
myślenia poznawczego (Yuliani, Saragih, 2015; Amiyani, Widjajanti, 2018) oraz 
wzrost w zakresie samoregulacji uczenia się (Fauzi, Widjajanti, 2018). Konkludu-
jąc – nauczanie skierowane na odkrywanie matematyki uznano za skuteczniejsze 
od nauczania skupionego na transmisji wiedzy i uznano jego walory w rozwijaniu 
zdolności matematycznych uczniów (Sahara i in. 2018).

Nie tylko w kontekście matematyki doszukamy się pozytywnych oddziały-
wań proponowanej metody. Forma organizacyjna takich lekcji uczy współpracy 
i dostrzegania korzyści płynących z pracy zespołowej nad rozwiązaniem (efekt sy-
nergii). Dzieci mają możliwość uczenia się od siebie nawzajem, a także szacunku 
do osób mających inne zdanie. Dyskusja o proponowanych rozwiązaniach oddala 
poczucie bycia ocenianym i kieruje uwagę na ocenę zaproponowanego rozwiąza-
nia. Uczniowie mają szansę wykazać się swoją pomysłowością, są twórczy pod-
czas projektowania rozwiązań, a przede wszystkim chętnie podejmują wyzwania. 
Często w praktyce szkolnej możemy usłyszeć: Nie pamiętam, jak to rozwiązać lub 
obserwować całkowitą uczniowską kapitulację. Wyzwolenie w dzieciach prze-
konania, że mogą poszukiwać rozwiązań poprzez próbę odtworzenia drogi pro-
wadzącej do odkrycia, postrzegam w kategoriach sukcesu. Nabieranie śmiałości 
oraz podejmowanie wyzwań intelektualnych na miarę uczniowskich możliwości 
poznawczych przekłada się również na inne dziedziny wiedzy, w których dostrze-
ganie pewnych zależności między obiektami lub zjawiskami czy formułowanie 
reguł i praw ma równie istotne znaczenie co w matematyce. Inaczej też postrzega 
się błędy pojawiające się na drodze odkrywania wiedzy. Pracując proponowaną 
metodą, znacznie zwiększamy świadomość uczniów, że błędy mogą się pojawiać 
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i są rzeczą zupełnie naturalną w trakcie uczenia się. Co więcej, pozwalają do-
strzec sytuacje, w których dane prawo czy reguła nie działają i rozważyć z innej 
perspektywy warunki funkcjonowania nowej wiedzy. Warto pamiętać słowa Bru-
nera: „Im bardziej dziecko potrafi traktować uczenie się jako odkrywanie czegoś, 
a nie jako uczenie się o czymś, tym silniej wystąpi u niego tendencja do uczenia 
się na zasadzie autonomicznego samonagradzania, a jeszcze lepiej – na zasadzie 
nagrody, jaką stanowi samo odkrycie” (Bruner, 1978, s. 679).

Jednak medal ma dwie strony i skoro wskazano zalety omawianego rozwią-
zania dydaktycznego, to zapewne możemy określić jego wady. Jedną z najwięk-
szych wad jest czasochłonność pracy nauczyciela. Wykorzystywanie tej metody 
w praktyce edukacyjnej wiąże się z pewnymi działaniami, które wykonujemy poza 
salą lekcyjną. Nauczyciel, aby dobrze przygotować lekcję, wśród czynności orga-
nizacyjnych musi uwzględnić kilka etapów. Pierwszy wiąże się z wyborem treści 
matematycznych przeznaczonych do odkrycia, drugi ze szczegółowym zaplano-
waniem kolejnych aktywności uczniów i przygotowaniem pomocy dydaktycz-
nych, a ostatni z weryfikacją uczniowskich spostrzeżeń i ukazaniem użyteczności 
nowej wiedzy. Takie przygotowanie w porównaniu z czasem poświęconym na 
przygotowanie zajęć opartych na realizacji podręcznika jest stanowczo bardziej 
czasochłonne. Ponadto zapewnienie uczniom właściwej ścieżki prowadzącej do 
odkrycia nowej wiedzy nie jest prostym zadaniem. Przeprowadzone w grupie 184 
studentów pedagogiki wczesnoszkolnej i przedszkolnej badania autorskie10 uka-
zują, że omawianej metody nie możemy określić mianem intuicyjnej z dwóch po-
wodów. Pierwszy z nich wskazuje na szkolne doświadczenia studentów. Okazuje 
się, że wśród nich nikt nie pracował tą metodą podczas swoich lekcji matematyki. 
Drugi wskazuje na automatyzację matematycznych czynności złożonych i brak 
umiejętności rozkładania ich na czynności proste. Nie wiem, czy podstawą tej 
trudności jest mechaniczne wypracowanie pewnych umiejętności matematycz-
nych, czy brak umiejętności powrotu do podstaw własnej wiedzy. Jest to ciekawe 
zagadnienie, które wymaga pogłębionych badań. Na problem osobistych doświad-
czeń nauczycieli zwraca uwagę również Westwood. Jego zdaniem nie osiągniemy 
zamierzonych efektów zanurzeni w edukacji opartej na transmisji wiedzy i aktu-
alnych doświadczeniach społecznych, rozwiązaniem może być jedynie zmiana 
myślenia o edukacji i zwrócenie się w kierunku edukacji twórczej, która uwalnia 
umysły uczniów i prowokuje do własnych poszukiwań (Westwood, 2008).

10  Materiał przygotowywany do publikacji.
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Nauczanie matematyki skierowane na jej odkrywanie możemy określić 
mianem metody o wysokich wymaganiach dydaktycznych, a wśród wyzwań, któ-
rym musi sprostać nauczyciel, można wymienić:
–– konieczność dokonywania analizy teoretycznej zagadnień matematycznych i do-

bieranie na jej podstawie zadań do realizacji przy jednoczesnej dbałości o to, aby 
zaproponowane zadania były dostosowane do możliwości poznawczych dziecka 
i tworzyły ciąg czynności prowadzących do odkrycia nowej wiedzy, 

–– gotowość przyjmowania postawy badawczej nie tylko po to, aby zaplanować 
kolejne etapy pracy uczniów, ale także po to, by obserwować ich konstrukty 
myślowe i to, w jaki sposób powstają,

–– utrzymanie elastyczności niezbędnej do wprowadzania modyfikacji w trak-
cie lekcji (nie wszystko da się zaplanować i przewidzieć, gdy uczniowie pra-
cują badawczo), 

–– konieczność utrzymania równowagi pomiędzy udzielanymi wskazówkami 
a zachowaniem niezależności uczniów; wiąże się to z oceną sytuacji, w której 
interwencja jest potrzebna – zbyt pośpieszne udzielanie przez nauczyciela 
wskazówek i narzucanie poprawnego rozwiązania zniweczy cały wysiłek wło-
żony w przygotowywanie zajęć, a na pewno nie pomoże uczniom samodziel-
nie dojść do wiedzy,

–– gotowość akceptowania błędów uczniowskich i wykorzystywanie ich jako 
przyczynku do dyskusji prowadzącej do pogłębiania rozumienia omawiane-
go zagadnienia,

–– akceptację wielokierunkowego porozumiewania się podczas zajęć, kiedy wy-
miana informacji między wszystkimi uczestnikami zajęć jest konieczna do 
wymiany spostrzeżeń, formułowania wniosków czy dyskusji popartej argu-
mentami; ten niełatwy sposób porozumiewania się podczas lekcji uznany jest 
za najkorzystniejszą formę komunikacji (Włodarski, 1993, s. 425),

–– umiejętność budowania nowej wiedzy na dotychczasowych osiągnięciach 
uczniów,

–– przezwyciężenie postrzegania procesu szkolnego przez pryzmat własnych do-
świadczeń szkolnych opartych na tradycyjnym podejściu do nauczania i wyni-
kającej z niego potrzeby „tłumaczenia” matematyki uczniom.

Kolejny zarzut stawiany uczeniu przez odkrywanie, z którym spotkałam 
się podczas rozmów z nauczycielami edukacji wczesnoszkolnej, dotyczył cza-
su trwania zajęć. Zdaniem nauczycieli na taką metodę po prostu nie ma czasu, 
gdyż należy ćwiczyć sprawności i umiejętności zaplanowane do opanowania na 
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danym etapie edukacyjnym. Jednak za odkrywaniem przemawia fakt, że nową 
wiedzę poprzedza jej rozumienie, a to skutkuje zmniejszeniem czasu, który trzeba 
przeznaczyć na dochodzenie do biegłości w posługiwaniu się nią. Świadome i ro-
zumne zdobywanie wiedzy jest warunkiem jej trwałości, Na pytanie, czy warto 
poświęcać czas na odkrywanie tego, co zostało wcześniej odkryte przez innych, 
z całą odpowiedzialnością odpowiadam, że warto. Nie dotarłam do badań, które 
wskazywałyby na negatywne oddziaływania proponowanego rozwiązania dydak-
tycznego w sferze poznawczej, emocjonalno-wolicjonalnej, fizyczno-motorycz-
nej i społecznej uczniów.

3.4.	Przykłady zajęć matematycznych wraz z komentarzem

Poniżej podano przykłady lekcji, które możemy przeprowadzić we wczes
nej edukacji. Dobór ich nie był przypadkowy. Zależało mi, aby wśród nich zna-
lazły się lekcje, na których uczniowie poszukują i budują algorytmy (dodawanie 
liczb dwucyfrowych w zakresie 100 z przekroczeniem progu dziesiątkowego), 
poszukują własności matematycznych (łączność i przemienność dodawania) oraz 
takie, które odpowiadają na uczniowskie pytania pojawiające się w trakcie na-
uki (Skąd wzięły się liczby? Skąd się wzięła podziałka na linijce?), czy wreszcie 
nawiązujące do zadań optymalizacyjnych z matematyki, których rozwiązywanie 
przysparza uczniom w klasach starszych wielu trudności. Przedstawione propo-
zycje nie są gotowymi konspektami. Są to opisy, które oczywiście można modyfi-
kować według potrzeb nauczyciela. Najważniejsze jest jednak, aby pisany na ich 
podstawie konspekt oddawał istotę proponowanego rozwiązania.

W opisywanych przykładach niektóre pomoce dydaktyczne można przygo-
tować samodzielnie lub wspólnie z uczniami. Ten drugi sposób jest wartościow-
szym rozwiązaniem, bo sprawdza się w sytuacjach, gdy uczniowie, samodziel-
nie rozwiązując zadania, posiłkują się tą umiejętnością. Warto pamiętać, że choć 
dostrzeganie otaczających kształtów oraz manipulowanie obiektami są podstawą 
kształtowania pojęć czy dostrzegania regularności i błędem byłoby wyeliminowa-
nie ich z lekcji, to usilne dobieranie ćwiczeń na konkretach w żaden sposób nie 
przyspieszy osiągnięcia postawionego na wstępie celu. Co więcej, może przyczy-
nić się do zmniejszenia atrakcyjności lekcji. Przygotowując zajęcia i dobierając 
pomoce dydaktyczne, zadbajmy, aby nie odwracały uwagi uczniów od treści za-
jęć. Warto pamiętać, że uczniowie potrzebują wyzwań, zagadek oraz tajemnic do 
odkrycia, a nie zabawek.
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1.	 Czy potrzebna jest nam wspólna miara? 

Komentarz
Dziś posługujemy się jedną miarą i nie budzi to naszych wątpliwości. 

Uważamy, że takie rozwiązanie nie tylko pozwala sprawiedliwie, ale i dokładnie 
odmierzyć wymaganą długość bez względu na to, w której części naszego globu 
się znajdujemy. Wzorce podstawowych jednostek zatwierdzone i przechowy-
wane przez Międzynarodowe Biuro Miar i Wag pozwalają na kontrolowanie 
tych, którymi posługujemy się na co dzień. Jest to dla nas zupełnie naturalne, że 
linijka z Japonii, Nowej Zelandii, Kolumbii i Polski mierzy tak samo. Nie jest to 
jednak tak oczywiste dla dzieci. Jednym z zabiegów dydaktycznych wyjaśniają-
cych tę kwestię jest opowieść o tym, jak mierzono dawniej i dziś oraz dlaczego 
teraz posługujemy się linijką. Proponowane przeze mnie rozwiązanie umożli-
wia organizację lekcji, na której uczniowie sami poczują potrzebę stosowania 
wspólnej miary, a przy tym będą wielokrotnie dokonywali pomiarów różnych 
obiektów i porównywali swoje rezultaty. Celem zajęć jest kształtowanie umie-
jętności dokonywania pomiarów oraz uświadomienie potrzeby posługiwania się 
wspólną miarą.

Pomoce dydaktyczne:
–– paski papieru i sznurki, za pomocą których dzieci będą dokonywały pomiaru 

(zestawy dla zespołów powinny zawierać paski i sznurki różnej długości).

Miejsce zajęć:
–– może to być boisko szkolne, park, sala gimnastyczna lub sala lekcyjna.

Pierwszy etap – Co już wiem?

Tę część lekcji rozpoczynamy swobodną rozmową na temat pomiarów dłu-
gości różnych obiektów. Warto spytać dzieci, czy dokonywały pomiarów, w ja-
kich sytuacjach, czy sprawiło im to trudność. Następnie prosimy, aby wymieniły 
znane im przyrządy do mierzenia długości i spróbowały opisać ich wygląd. Po 
przywołaniu wszystkich znanych dzieciom informacji na temat dokonywania po-
miaru oraz wykorzystanych do tego przyrządów warto zapytać o to, jak dokonać 
pomiaru, jeśli nie mamy linijki.
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Drugi etap – Widzę sens

W rozmowie z dziećmi pozyskamy pewnie wiele podpowiedzi i pomysłów na 
to, jak dokonać pomiaru bez użycia specjalnie do tego przygotowanej miary. Wpro-
wadzając uczniów w temat zajęć, przedstawiam sytuację, w której „zapodziała” się 
miara, a wymiary muszą być podane. Jak zatem dokonać pomiaru bez użycia linijki?

Trzeci etap – Popróbuję i zobaczę, jak to działa

W niniejszej propozycji przyjmijmy, że zajęcia dla dzieci będą się odby-
wały na boisku szkolnym. Po wymianie pomysłów na to, w jaki sposób zmierzyć 
boisko szkolne, proponujemy, aby uczniowie podzielili się na dwa zespoły. Wła-
śnie w takich zespołach dzieci będą dokonywały pomiarów – najpierw długości, 
a później szerokości boiska szkolnego. Staramy się tak organizować zajęcia, aby 
każde z dzieci mogło czynnie uczestniczyć w mierzeniu. Wyniki uzyskane przez 
zespoły nauczyciel notuje w specjalnie przygotowanej tabeli. Dzieci mierzą na 
początku krokami długość boiska w jedną i drugą stronę, każdy zespół na prze-
ciwległym boku. Ważne jest, aby dopilnować, by za każdym razem inne dziecko 
dokonywało pomiaru. To samo powtarzamy dla szerokości. Po pomiarach kro-
kami prosimy, aby dzieci dokonały pomiaru specjalnie przygotowanymi przez 
nauczyciela paskami, a następnie sznurkami. Po każdym pomiarze głośno od-
czytujemy uzyskane w grupach wyniki. W trakcie części praktycznej tych zajęć 
pojawią się wątpliwości, które podtrzymujemy pytaniem: Która z grup poprawnie 
dokonała pomiaru? W tej części lekcji zależy nam na wybrzmieniu spostrzeżenia, 
że różne pomiary są wynikiem stosowania różnej miary.

Czwarty etap – Podzielę się swoimi odkryciami

Po wymianie spostrzeżeń należy przejść do porównania pasków i sznur-
ków, którymi dzieci dokonywały pomiarów. To właśnie w wyniku ich porówna-
nia uczniowie uzyskają potwierdzenie własnych przypuszczeń. Jednak to nie od 
nauczyciela powinna wyjść propozycja porównania narzędzi pomiaru. Zadaniem 
nauczyciela jest pokierowanie w taki sposób dyskusją, aby ten pomysł wyszedł od 
uczniów. Na etapie przygotowywania narzędzi pomiaru, czyli pasków i sznurków, 
musimy zadbać, aby różnica ich długości nie była na tyle duża, żeby jeszcze przed 
rozpoczęciem działań zostało to dostrzeżone.
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Piąty etap – Odkryłem nieznaną mi dotąd matematykę

Ten etap lekcji jest ustaleniem wspólnego stanowiska, czyli sformułowa-
niem wniosku, że dokonywanie porównywalnych pomiarów wiąże się z użyciem 
wspólnej miary.

Szósty etap – Sprawdzę, jak to działa

Na koniec prosimy uczniów, aby zastanowili się, jakie nieporozumienia 
i w jakich sytuacjach mogą się zdarzyć, gdy posługujemy się różną miarą. Roz-
mowa o przykładach podanych przez dzieci kończy lekcję.

Uwagi
Oczywiście w sytuacji, gdy wyjście na boisko szkolne, do parku, czy szkol-

ny plac zabaw jest utrudnione, lekcję możemy przeprowadzić w niewielkich gru-
pach w klasie, a uczniowie mogą mierzyć ten sam obiekt za pomocą pasków róż-
nej długości.

2.	 Skąd wzięły się podziałki na linijce szkolnej? 

Komentarz
Dziecięca ciekawość poznawcza to wielka siła, którą należy uwzględniać, or-

ganizując zajęcia. Jedno z pytań, którym zaskoczyły mnie dzieci, dotyczyło odcinka 
jednostkowego na linijce szkolnej. Zapytano mnie, dlaczego ten odcinek jest aku-
rat takiej, a nie innej długości. Wyjaśnienia, którymi zasypałam ucznia, nie zostały 
przyjęte z wielkim entuzjazmem. Zaczęłam się zastanawiać, w jaki sposób przeko-
nać dzieci, że ktoś kiedyś dokonał takiego wyboru (bo wyjaśnienia o jednej miliardo-
wej długości mierzonej od równika do bieguna wzdłuż południka przechodzącego 
przez Paryż zdawały się na tym etapie niewystarczające). Zrodził się problem po-
twierdzenia wyboru długości odcinka jednostkowego na linijce. Pomysł na dziecię-
ce badania potwierdzające uzasadniony wybór długości jednostki na linijce szkolnej 
został zaczerpnięty z poradnika metodycznego Jadwigi Hanisz (2016, s. 199).

Pomoce dydaktyczne:
–– kolorowe liczby (przyjęto, że uczniowie znają klocki Cuisenaire’a, w innym 

przypadku należy przeprowadzić lekcję, na której uczniowie dokładnie zbada-
ją wymienioną pomoc dydaktyczną),
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–– prostokąty w trzech kolorach o wymiarach 9 cm × 13 cm, 11 cm × 19 cm, 
14 cm × 23 cm (nie muszą być dokładnie takie wymiary, ale muszą spełniać waż-
ny warunek, tj. wymiary prostokąta muszą być liczbami względnie pierwszymi),

–– linijki szkolne, kolorowe paski różnej długości (w celu ułatwienia sobie roz-
mowy z dziećmi warto przygotować paski tak, aby ten sam kolor gwarantował 
tę samą długość),

–– prostokątne kartoniki z zaznaczoną współrzędną zero, na których dzieci będą 
przygotowywały własne linijki.

Pierwszy etap – Co już wiem? 

Prosimy dzieci, aby na lekcję przyniosły linijki szkolne, każde z nich co naj-
mniej dwie. Lekcje zaczynamy od swobodnej rozmowy, w której uczniowie za-
prezentują swoje linijki, opisując ich kształt i zakres pomiaru. Następnie prosimy 
o zmierzenie przygotowanych przez nauczyciela pasków kolorowego papieru. Po 
podawanych przez dzieci wynikach pomiaru nauczyciel zorientuje się, jak dzieci 
radzą sobie z mierzeniem długości. Następnie prosimy, aby uczniowie porównali ze 
sobą zgromadzone linijki i omówili, czym się różnią oraz wskazali podobieństwa.

Drugi etap – Widzę sens

Teraz należałoby zapytać, czy uczniowie zastanawiali się kiedyś, skąd 
wzięła się podziałka na linijce oraz dlaczego odcinek jednostkowy ma taką, a nie 
inną długość.

Trzeci etap – Popróbuję i zobaczę, jak to działa 

Zapraszamy dzieci do przeprowadzenia badań w grupach. Każda grupa 
otrzymuje niezbędny zestaw, tj. kolorowe liczby i przygotowane prostokąty. Za-
daniem uczniów będzie dokonanie dokładnego pomiaru długości i szerokości pro-
stokąta. Po ustaleniu wyników uczniowie zapisują je na prostokącie. Ważne w tych 
badaniach jest to, że nie dokonujemy pomiaru linijką, lecz za pomocą kolorowych 
liczb. Należy wyraźnie określić zasadę, według której uczniowie mają dokonać po-
miaru. Ich zadaniem będzie znalezienie wśród wszystkich kolorowych liczb kloc-
ka tej długości, który pozwoli dokonać dokładnego pomiaru długości i szerokości 
prostokąta (jednego dla obydwu wymiarów). Oczywiście wskazanie klocka o dłu-
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gości 1 cm jako najodpowiedniejszego do dokonania pomiaru jest poprawnym roz-
wiązaniem. Na tym etapie najważniejszy jest proces badawczy, czyli poszukiwanie 
wyniku, kontrola pomiaru, przyjęcie bądź odrzucenie dokonanego wyboru.

Czwarty etap – Podzielę się swoimi odkryciami

Uczniowie prezentują wyniki, które uzyskali. Jeśli są takie same, to znaczy, 
że za każdym razem do dokonania dokładnego pomiaru wykorzystywali klocek 
biały (o długości 1 cm). W celu potwierdzenia własnych przypuszczeń prosimy, 
aby wylosowali prostokąt z dodatkowo przygotowanego zestawu i sprawdzili, czy 
w tym przypadku również udało się dokonać dokładnego pomiaru.

Piąty etap – Odkryłem nieznaną mi dotąd matematykę

Na tym etapie lekcji uczniowie wspólnie formułują wniosek o wyborze naj-
odpowiedniejszego klocka do dokonania dokładnego pomiaru. W celu potwier-
dzenia uczniowskich spostrzeżeń prosimy, aby sprawdzili, czy długość odcinka 
jednostkowego na przyniesionych przez nich linijkach jest taka sama, jak długość 
wybranego klocka.

Szósty etap – Sprawdzę, jak to działa

Prosimy uczniów, aby na specjalnie przygotowanych paskach zbudowali 
własne linijki. Należy uczulić dzieci, że dokładność, z jaką odkładają kolejne 
odcinki na własnych linijkach, jest bardzo ważna i od tego zależy dokładność po-
miaru. Po wykonaniu własnych linijek dzieci przechodzą do mierzenia dowolnie 
wybranych obiektów znajdujących się w klasie. Ważne jest, aby pomiary dzieci 
były dokonywane linijką przyniesioną na lekcję oraz tą, którą sami zrobili.

Uwaga
Celem tej lekcji nie jest nabranie przekonania przez uczniów, że to Cuise-

naire wskazał taką, a nie inną długość 1 centymetra. Chodzi nam raczej o uświa-
domienie, że odcinek jednostkowy nie jest dowolnie wybrany przez producenta 
linijki. Całość lekcji możemy zakończyć opowiadaniem o układzie SI11. 

11  Układ SI, czyli Międzynarodowy Układ Jednostek Miar ujednolicony i zatwierdzony w 1960 r. podczas 
XI Generalnej Konferencji Miar, w Polsce funkcjonuje od 1966 r.
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3.	 W jakiej kolejności możemy dodawać liczby?

Komentarz
Przemienność dodawania pojawia się już na samym początku szkolnej 

przygody uczniów z matematyką, co więcej – spotkałam przedszkolaków, którzy 
twierdzili, że nie ma znaczenia, w jakiej kolejności dodajemy liczby. Mimo to 
przemienność dodawania zdaje się być nieoczywistą własnością i brak umiejętno-
ści posługiwania się nią pojawia się w przykładach rachunkowych typu 4 + 5 + 6. 
Oczywiście oprócz przemienności dodawania warto również poświęcić zajęcia na 
łączność dodawania, która także nie jest w naturalny sposób dostrzegana przez 
wszystkich uczniów. Brak umiejętności korzystania z łączności dodawania za-
obserwujemy w przykładach typu 5 + 4 + 6. Dzieci mają nawyk dodawania liczb 
w kolejności występowania, jednak dostrzeżenie dopełniającej się do 10 sumy 
liczb 4 i 6 znacznie ułatwi rachunki. Warto zatem poświęcić lekcję na wymienione 
własności działań.

Pomoce dydaktyczne:
–– kolorowe liczby, liczmany, paski liczbowe do kolorowania, tabliczki liczbowe, 

liczydła sznurkowe

Pierwszy etap – Co już wiem?

Cała lekcja opiera się na umiejętności dodawania liczb naturalnych, dlate-
go aby skoncentrować uwagę uczniów, wystarczy przeprowadzić krótką zabawę, 
np. w telefon: Halo, halo, tu numer 3, dzwonię do numeru o 5 większego. Halo, 
halo, tu numer 8, dzwonię do numeru o 2 większego lub Zgadnij, kto specjalnie 
przygotowanymi kartami. Bardzo dobrą propozycją będzie również „krokowa-
nie” autorstwa M. Hejnego. 

Drugi etap – Widzę sens

Chcąc pokazać dzieciom sens zajmowania się tym tematem, należałoby 
wywołać sytuację, która zaintryguje uczniów i skieruje ich wysiłek na poszuki-
wanie odpowiedzi na postawione przez nauczyciela pytanie. Najprostszym przy-
kładem będzie wytworzenie sytuacji, w której uczniowie nie tylko będą musieli 
dokonać wyboru stanowiska spośród prezentowych przez nauczyciela, ale rów-
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nież uzasadnić swój wybór. Najszybszym sposobem będzie zapisanie na tablicy 
dwóch przykładów wraz ze sposobem rozwiązania i kolejnością dodawania okre-
śloną przez strzałki, tj.

4 + 5 + 6 = 9 + 6 = 15  oraz  4 + 5 + 6 = 10 + 5 = 15

Teraz wystarczy postawić pytania: Który ze sposobów obliczenia jest poprawny? 
Który z tych sposobów wybralibyście do własnych obliczeń i dlaczego? Ta część 
lekcji opiera się na przyjmowaniu uczniowskich propozycji. Powstrzymujmy się 
od silnej pokusy niesienia prawidłowych odpowiedzi. Jeśli już musimy coś po-
wiedzieć, to ograniczmy się do komentarzy typu: Tak uważasz, a Marcina zda-
niem… I nic ponadto. Jeśli już na wstępie lekcji będziemy przekonywać uczniów 
o prawdziwości bądź nieprawdziwości ich wyborów, to cała lekcja przestaje mieć 
rację bytu. Stanie się tylko wykonywaniem poleceń nauczyciela i na pewno straci 
cały swój urok i tajemnicę. Nawet wówczas, gdy znajdą się uczniowie, dla któ-
rych kolejność wyboru liczb przy dodawaniu nie ma znaczenia, to należy przy-
jąć ten fakt, ale nie komentować go w żaden sposób. Ta atmosfera tajemniczości 
zawsze udziela się wszystkim uczniom, bo w tym wieku intensywnie poszukują 
potwierdzenia własnych spostrzeżeń i przemyśleń.

Trzeci etap – Popróbuję i zobaczę, jak to działa

Na tym etapie uczniowie przechodzą do badania w grupach. Ich celem bę-
dzie odkrycie, że liczby możemy dodawać w dowolnej kolejności. Wyposażamy 
grupy w specjalnie przygotowane pomoce dydaktyczne i przykłady do rozważe-
nia, które będą podstawą uczniowskich badań. Zależy nam na tym, aby uczniowie 
na różnych obiektach sprawdzili, że dodawanie jest przemienne oraz łączne. For-
ma zaproponowanych do rozwiązania zadań zależy od wieku grupy docelowej. 
Jeśli lekcję przeprowadzamy w klasie drugiej, możemy stworzyć zestaw przykła-
dów (zapis symboliczny) do rozwiązania na obiektach. Jeśli lekcję zamierzamy 
przeprowadzić z pierwszoklasistami, dobrym pomysłem będzie przygotowanie 
prostych zadań tekstowych z częścią semantyczną odpowiadającą sytuacjom, 
z którymi spotkali się w życiu codziennym. Wtedy nauczyciel będzie prowadził 
całe badanie, przedstawiając uczniom treści przygotowanych zadań. W tym wy-
padku możemy dodatkowo wprowadzić prezentację rozwiązań na rysunku.
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Czwarty etap – Podzielę się swoimi odkryciami

Teraz prosimy grupy, aby podzieliły się swoimi wynikami. Kolejno opowia-
dają o swoich rezultatach. Następnie prosimy, aby każda z grup na przygotowanej 
kartce napisała dwa przykłady dla uczniów z innej grupy. Po wymianie kartek mię-
dzy poszczególnymi grupami uczniowie przechodzą do sprawdzenia, czy w innych 
przykładach kolejność dodawania liczb również nie ma znaczenia. Uczniowie sami 
dokonują wyboru pomocy dydaktycznej do uzasadnienia swojego stanowiska.

Piąty etap – Odkryłem nieznaną mi dotąd matematykę

W tej części lekcji uczniowie wspólnie sformułują rozważane podczas zajęć 
własności liczb naturalnych. Nie ma konieczności nazywania tych własności. Powin-
no nam zależeć na tym, aby uczniowie potrafili je opisać, czyli wskazać, na czym po-
legają, i uzupełnić swoją wypowiedź o sytuacje, w których mogą z nich skorzystać. 

Szósty etap – Sprawdzę, jak to działa

Ten etap lekcji poświęćmy na indywidualną pracę uczniów, którzy roz-
wiązując zaproponowane przez nauczyciela przykłady, będą korzystali z nowo 
odkrytych własności działań.

Uwagi
Zaproponowaną lekcję możemy przeprowadzić nie tylko w klasie pierw-

szej. W klasach starszych wystarczy dobrać trudniejsze przykłady i odpowiednie 
pomoce dydaktyczne. Bardzo ważnym aspektem tej lekcji jest wykonanie badań na 
obiektach rzeczywistych. Budowanie zbiorów o danej liczbie elementów, układanie 
kolorowych liczb, korzystanie z liczydeł sznurkowych czy pasków liczbowych ma 
ułatwić dzieciom rozstrzygnięcie kwestii kolejności dodawania liczb w działaniu.

4.	 Jak myślicie, czy kwadrat możemy nazwać prostokątem? 

Komentarz
Celem ogólnym lekcji jest dostrzeżenie, że każdy kwadrat posiada wszystkie 

własności prostokąta. Aby to osiągnąć, musimy skierować uwagę uczniów na koniecz-
ność porównywania obiektów, poszukiwania i dostrzegania podobieństw oraz różnic 
przy jednoczesnym kształtowaniu umiejętności planowania i przeprowadzania badań. 
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Pomoce dydaktyczne:
–– przygotowane z kolorowego papieru kwadraty i prostokąty o różnej długości bo-

ków (co najmniej po 8 obiektów) oraz figury o nieznanych dzieciom kształtach,
–– linijka,
–– samodzielnie zbudowany model kąta prostego,
–– pętle ze sznurka do budowy zbiorów, klej, arkusze szarego papieru, kartki ko-

lorowego papieru.

Pierwszy etap – Co już wiem?

Pierwszy etap lekcji rozpoczynamy od przypomnienia i zebrania wszyst-
kich informacji o figurach geometrycznych. Tak jak poprzednio, pamiętajmy, że 
nauczyciel nie uzupełnia informacji pozyskanych od uczniów. Ważne jest, aby 
usłyszeć na wstępie, jakie figury geometryczne uczniowie znają, po czym je roz-
poznają oraz czy potrafią nazwać elementy figur, tj. boki, wierzchołki i kąty. W tym 
celu możemy przeprowadzić rozmowę kierowaną pytaniami: Czy spotkaliście się 
z określeniem figury geometryczne? Jakie znacie figury geometryczne? Przyjrzyj-
cie się teraz uważnie figurom geometrycznym, które Wam przygotowałam (każdą 
parę uczniów należy wyposażyć w modele figur: trójkąt, kwadrat, prostokąt, koło). 
Spróbujcie odgadnąć ich nazwę. Po czym poznajecie, że to np. trójkąt?

Drugi etap – Widzę sens

Przed uczniami umieszczamy kilka figur (na rysunku przedstawiono nie-
liczne, aby zaprezentować, o jaki układ figur należy zadbać, natomiast dziecięcy 
zestaw powinien składać się z minimum 30 figur geometrycznych, z czego co 

MODEL KĄTA PROSTEGO

Instrukcja budowy modelu kąta prostego:

– weź kawałek papieru – może być 
o nieregularnym kształcie, np. wyrwana

strona ze starej gazetki reklamowej,

– zegnij papier w połowie,
– złożony papier zegnij ponownie tak,

aby powstałe uprzednio zgięcie
pokrywało się

Fot. Lidia Pawlusińska
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najmniej 8 powinno być kwadratami, a 8 tylko prostokątami). Nauczyciel prosi 
o nazwanie i stawia pytanie: Co sprawiło Wam trudność?

Następnie prosi o wybranie tych figur, które uczniowie potrafią nazwać, i o upo-
rządkowanie ich w zbiory. Zwraca się do uczniów z pytaniem: Jakie cechy braliś
cie pod uwagę, budując swoje zbiory? oraz prosi o zastanowienie się, jak inaczej 
można wybrane prostokąty i kwadraty uporządkować w zbiory.

Trzeci etap – Popróbuję i zobaczę, jak to działa

Uczniowie, pracując w grupach, muszą odkryć inny niż narzucający im 
się na wstępie sposób uporządkowania kwadratów i prostokątów. Aby ułatwić 
im zadanie, kierujemy ich uwagę w stronę własności figur. Przygotowane na 
paskach własności uczniowie muszą przyporządkować do zbioru. Ważne jest, 
aby każda własność, mimo że pasuje zarówno do kwadratów, jak i prostokątów, 
wystąpiła tylko raz.

Odcinki poprowadzone między dwoma
przeciwległymi wierzchołkami

przecinają się w połowie.

Odcinki poprowadzone między dwoma
przeciwległymi wierzchołkami są tej

samej długości.

Wszystkie kąty są proste.

Przeciwległe boki są 
tej samej długości.

Wszystkie kąty mają 
tę samą miarę.

Kąty powstałe między odcinkami
poprowadzonymi od przeciwległych

wierzchołków są proste.

Wszystkie boki 
są tej samej długości.
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Polecenie
Przyjrzyjcie się uważnie podanym na paskach opisom i przyporządkujcie je 

do odpowiedniego zbioru figur. Przed podjęciem decyzji dokonajcie właściwych 
pomiarów, korzystając z linijki i modelu kąta prostego.

Jest to przykład zadania, które wywołuje wiele emocji. Uczniowie szybko 
dostrzegają, że przy początkowym układzie figur nie możemy prawidłowo przy-
porządkować opisu. 

Czwarty etap – Podzielę się swoimi odkryciami

Dzieci dzielą się wynikami swoich badań. Dyskusja, która wywiąże się 
podczas prezentacji wyników pracy w grupach, ma doprowadzić do decyzji 
o innej organizacji prostokątów i kwadratów w zbiory. Nam zależy na tym, aby 
uczniowie dostrzegli, że wszystkie własności prostokąta spełnia kwadrat, ale nie 
każdą z pasujących do kwadratu własności możemy przyporządkować do prosto-
kąta. Po wspólnej dyskusji prosimy uczniów, aby na przygotowanych arkuszach 
szarego papieru zrobili plakat, który będzie uwzględniał inny od początkowego 
układ zbiorów (kwadraty i prostokąty). Ten nowy układ ma umożliwić jedno-
znaczne przyporządkowanie opisu do zbioru.

Piąty etap – Odkryłem nieznaną mi dotąd matematykę

Ten etap przeznaczymy na prezentację plakatów i omówienie sposobów 
uporządkowania zbiorów. Jeśli w trakcie lekcji żadna z grup nie odkryje właści-
wego uporządkowania zbiorów, nauczyciel może wspólnie z uczniami zbudować 
jeden klasowy model, prowadząc uczniów pytaniami o ich spostrzeżenia i zwią-
zane z nimi decyzje. Finałem tej lekcji ma być odkrycie, że każdy kwadrat jest 
prostokątem, ale nie każdy prostokąt jest kwadratem. 

Szósty etap – Sprawdzę, jak to działa

W tej części zajęć prosimy uczniów, aby zbudowali prostokątne miasto. 
Prosimy, aby w tym celu wykorzystali przygotowane przez nauczyciela figury. 
Dzieci kleją plakaty, a warunkiem dobrze wykonanego zadania jest umieszczenie 
na obrazku wszystkich prostokątów i kwadratów wchodzących w skład nauczy-
cielskiego zestawu.
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Uwagi
Proponowana lekcja wymaga przygotowania zestawu wielu powyci-

nanych z papieru figur. Nie powinno nas to zniechęcać, bo efekty tej lek-
cji będzie można obserwować nie tylko wtedy, gdy dzieci rozstrzygają, że 
dana figura jest kwadratem albo tylko prostokątem. Cała konstrukcja badania 
własności kwadratów i prostokątów intuicyjnie zostanie przeniesiona przez 
dzieci na lekcję dotyczącą np. klasyfikacji czworokątów czy podczas ustaleń, 
że każdy sześcian jest prostopadłościanem. Lekcja ma uczyć podejmowania 
decyzji na podstawie własności i podkreślać konieczność ich wskazywania. 
Ponadto pomoce dydaktyczne niezbędne do lekcji możemy przygotować wraz 
z uczniami wcześniej.

5.	 Jak najłatwiej dodać do siebie dwie liczby dwucyfrowe? 

Komentarz
Taką lekcję warto przeprowadzić w czasie, kiedy uczniowie mają już za 

sobą pierwsze doświadczenia z dodawaniem liczb dwucyfrowych, z tym że przy-
kłady, z którymi się dotychczas spotkali, ograniczały się do dodawania bez prze-
kraczania progu dziesiątkowego. Celem tej lekcji jest nie tylko wskazanie możli-
wych sposobów wyznaczania sum liczb dwucyfrowych z przekroczeniem progu 
dziesiątkowego, ale również dokonanie oceny i wybór najwłaściwszego dla każ-
dego z nich. Lekcja nie koncentruje się zatem na doskonaleniu posługiwania się 
algorytmem wskazanym przez nauczyciela, lecz na poszukiwaniach algorytmu. 
Za równie istotną cechę tej lekcji uznaję uczniowskie objaśnienia odkrytych spo-
sobów dodawania liczb dwucyfrowych z przekroczeniem progu dziesiątkowego 
oraz uzasadnienia dokonanych wyborów. Budowanie algorytmu, czyli algoryt-
mizacja, jest ważną kompetencją matematyczną i właśnie na takich przykładach 
warto ją kształtować.

Pomoce dydaktyczne:
–– liczydła sznurkowe, tabliczki liczbowe, tabelki z podziałem na setki, dziesiątki 

i jedności,
–– duże i małe guziki,
–– złoty zestaw z pomocy Montessori (jeśli jest dostępny w szkole),
–– arkusze szarego papieru, kolorowe mazaki lub kredki.
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Pierwszy etap – Co już wiem?

Koncentrujemy uwagę uczniów na tematyce zajęć poprzez pytania: Gdzie 
według was przydaje się umiejętność dodawania? W jakich sytuacjach warto 
szybko policzyć wynik w pamięci? Nawiązujemy do sytuacji, w których uczniowie 
muszą dodawać duże liczby i prosimy o podanie wyników następujących działań: 
12 + 5, 16 + 2, 13 + 10, 20 + 40, 22 + 31, 35 + 47 (przykłady koniecznie należy 
zapisać na tablicy). Pytamy: Który z tych przykładów jest według Was najtrudniej-
szy do obliczenia w pamięci? lub Który przysporzył Wam najwięcej trudności?

Drugi etap – Widzę sens

Pytamy uczniów: Zastanawialiście się kiedyś, jak ułatwić sobie zadanie? 
Jak myślicie, czy istnieje sposób ułatwiający dokonywanie obliczeń w pamięci?

Trzeci etap – Popróbuję i zobaczę, jak to działa

Przed dziećmi w grupach kładziemy przygotowane zestawy przykładów 
i pomoce dydaktyczne. Ich zadanie będzie polegało na znalezieniu możliwie 
największej liczby sposobów na dodawanie liczb dwucyfrowych w zakresie 
100 z przekroczeniem progu dziesiątkowego. Na plakatach dzieci przygotowują 
swoje prezentacje. Należy na nich umieścić wszystkie odkryte przez nich sposo-
by dodawania oraz dokonać wyboru jednego, który ich zdaniem jest najprostszy.

Czwarty etap – Podzielę się swoimi odkryciami

W tej części dzieci prezentują wyniki pracy w grupach w formie plakatów. 
Zadaniem nauczyciela jest wyeksponowanie wszystkich uczniowskich propozy-
cji. Następnie zachęcamy dzieci, aby przyjrzały się uważnie propozycjom innych 
grup i spróbowały odpowiedzieć na pytanie: Który z zaprezentowanych sposobów 
dodawania liczb dwucyfrowych jest ich zdaniem najłatwiejszy?

Piąty etap – Odkryłem nieznaną mi dotąd matematykę

W tym wypadku uczniowie powinni w toku dyskusji dojść do wniosku, że 
nie możemy określić jednego, jedynego i najłatwiejszego sposobu wyznaczania ta-



128 Kierowane odkrywanie matematyki we wczesnej edukacji

kich sum. Tu wartość dydaktyczna aktywności uczniów kryje się w dostrzeżeniu, że 
wiele dróg prowadzi do uzyskania poprawnego wyniku i tak naprawdę nie ma zna-
czenia, którym wyznaczą sumę. Ważne w całej lekcji jest to, że uczniowie nabywa-
ją przekonania, że do poprawnej odpowiedzi prowadzi wielu dróg i – co bardziej 
wartościowe – że każda z nich została omówiona w zakresie różnic i podobieństw.

Szósty etap – Sprawdzę, jak to działa

Teraz uczniowie mogą sprawdzić trafność swoich wyborów indywidualnie. 
Prosimy ich, aby policzyli podane przez nauczyciela sumy początkowo sposo-
bem, który według nich jest najlepszy, następnie innymi, aby porównać i upewnić 
się w swoich wyborach.

Uwagi
Oczywiście taką samą lekcję możemy przeprowadzić, poszukując najlep-

szych sposobów na wyznaczanie różnic z przekroczeniem progu dziesiątkowe-
go. Możemy też w obrębie jednej lekcji połączyć dodawanie z odejmowaniem. 
Wszystko tak naprawdę zależy od możliwości poznawczych uczniów i ich do-
tychczasowych osiągnięć.

6.	 Czy z każdej dowolnej liczby zapałek możemy ułożyć trójkąt? 

Komentarz
Celem tej lekcji jest odkrycie nierówności trójkąta. Uczniowie, budując 

różne trójkąty ze wskazanej liczby zapałek, będą musieli rozstrzygnąć, dlaczego 
nie z każdej liczby zapałek możemy taki trójkąt zbudować. Odpowiedź w przy-
padku jednej i dwóch zapałek jest oczywista, ale cała zagadka koncentruje się 
wokół tego, że z czterech zapałek nie możemy zbudować trójkąta. Kolejnym istot-
nym elementem tej lekcji jest zwrócenie uwagi uczniów na konieczność rozpa-
trzenia wszystkich możliwych trójkątów, które mogą powstać z danej liczby zapa-
łek. Całość badań uczniowskich kończy się odkryciem i sformułowaniem jednego 
ze związków miarowych trójkąta, tj. suma długości dwóch dowolnie wybranych 
boków trójkąta musi być dłuższa niż długość trzeciego boku. 

Pomoce dydaktyczne:
–– zapałki,
–– przygotowane figury geometryczne.
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Pierwszy etap – Co już wiem?

Zaczynamy od rozmowy, której celem jest pozyskanie informacji o wiedzy 
uczniów na temat figur geometrycznych. Należy pamiętać, że nie ma potrzeby 
ograniczać się do koła, prostokąta, kwadratu i trójkąta. Jest to dobry moment, 
aby porozmawiać o dostrzeganych przez nich kształtach w otaczającej rzeczy-
wistości, tj. gdzie się z nimi spotkali i czy faktycznie są istotne w życiu codzien-
nym. Pamiętajmy, że pytania kierowane do uczniów nie powinny w żaden sposób 
ograniczać ich wypowiedzi. Tak jak podczas lekcji o własnościach kwadratów 
i prostokątów, pytamy o znane dzieciom figury geometryczne. Następnie prezen-
tujemy uczniom przygotowany zestaw figur. Wszystkie z zaprezentowanych figur 
kształtem przypominają trójkąt, ale niektóre z nich mają ścięte rogi, inne wycięty 
we wnętrzu okrągły otwór. Zabieg ten jest celowy. Przed rozpoczęciem matema-
tycznych poszukiwań warto zwrócić uwagę na wszystkie elementy trójkąta, aby 
podczas budowania własnych nie robić „dziur” między zapałkami oraz przypo-
mnieć, że trójkąt wcale nie musi mieć boków równej długości. Bardzo ważne jest, 
aby każda grupa otrzymała swój własny zestaw. Na wszystkich proponowanych 
zajęciach nie korzystamy z zestawu demonstracyjnego, gdzie tak naprawdę tylko 
nauczyciel ma kontakt z obiektem matematycznym, sam go bada i od samego 
początku podświadomie koncentruje się na tych elementach, które prowadzą do 
dobrze znanego mu rozwiązania.

Drugi etap – Widzę sens

Początkowo luźna rozmowa o figurach geometrycznych przekształca się 
w rozmowę o trójkątach, a dokładniej o jego bokach, kątach i wierzchołkach. 
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Teraz uwaga uczniów, skupiona na wybranej figurze, w naszym wypadku na trój-
kącie, ma pomóc poszukać odpowiedzi na pierwsze pytanie lekcji, czyli: Jak my-
ślicie, czy z dowolnej liczby zapałek zbudujemy trójkąt? 

Trzeci etap – Popróbuję i zobaczę, jak to działa

Uczniowie w grupach budują trójkąty. Aby ukierunkować poszukiwania, 
prosimy uczniów, aby ułożyli, o ile to możliwe, trójkąty kolejno: z jednej zapałki, 
dwóch zapałek, trzech zapałek, czterech zapałek, pięciu zapałek, aż do dziesięciu. 
Prosimy również, aby wybierając daną liczbę zapałek, zbudowali wszystkie możli-
we trójkąty (np. z dziewięciu zapałek ułożymy trójkąty o bokach: (3, 3, 3), (2, 3, 4) 
czy (4, 4, 1)). Ułożone trójkąty pozostawiamy na stolikach, będą potrzebne do od-
krycia nierówności trójkąta. Efekty pierwszego etapu pracy w grupach, czyli zbu-
dowane trójkąty, uczniowie prezentują sobie nawzajem. Warto, aby wstali z krzeseł 
i podeszli do stolików kolegów w czasie, gdy ci omawiają wyniki swojej pracy. 
Pierwsza część kończy się spostrzeżeniem, że z dowolnie wybranej liczby zapałek 
nie możemy zbudować trójkąta. Po tej rozmowie stawiamy główne pytanie lekcji: 
Jak myślicie, dlaczego z dowolnie wybranej liczby zapałek nie udało się ułożyć trój-
kąta? Przyjrzyjcie się uważnie zbudowanym przez Was trójkątom i zastanówcie się. 
Oczywiście może się zdarzyć, że komuś uda się ułożyć trójkąt z czterech zapałek. 
Wówczas lekcja staje się jeszcze ciekawsza, bo dochodzi dylemat, kto miał rację. 
Warto skierować uwagę uczniów na boki trójkąta, prosząc, aby w każdym z nich 
porównali długość dwóch dowolnie wybranych boków z trzecim bokiem trójkąta.

Czwarty etap – Podzielę się swoimi odkryciami

Uczniowie prezentują wyniki badań na forum klasy. Jak zawsze, gdy pro-
simy o odkrycie określonej regularności matematycznej, możemy natknąć się 
na sytuację, w której żadna z grup nie uzyska oczekiwanego rezultatu. Dlatego 
właśnie dyskusja, którą zawsze proponuję, jest konieczna. To dzięki niej możemy 
ukierunkować pracę uczniów. 

Piąty etap – Odkryłem nieznaną mi dotąd matematykę

Uczniowie wspólnie sformułują wniosek z badań, tj. suma długości dwóch 
dowolnie wybranych boków trójkąta jest dłuższa niż długość trzeciego boku trójkąta.
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Szósty etap – Sprawdzę, jak to działa

W tej części zajęć prosimy uczniów, aby narysowali dowolne trójkąty na 
kartkach, po czym wymienili się między sobą rysunkami. Następnie, aby spraw-
dzili, czy w narysowanych figurach również zachodzi odkryty przez nich związek 
miarowy. Ostatnim zadaniem kończącym lekcję będzie projektowanie mostów. 
Mimo że nie narzucamy uczniom, jak ma wyglądać most, to pewnie znajdą się 
w nim elementy konstrukcyjne ułożone w kształt trójkąta. To właśnie w nich 
uczniowie mogą ponownie sprawdzić omawianą na lekcji zależność. 

Uwagi
Łatwiejszą wersją powyższej propozycji jest budowanie trójkątów 

z patyczków o odpowiedniej długości tak, aby nie każde trzy dowolnie wybrane 
gwarantowały powstanie trójkąta. „Zapałczane” zabawy możemy natomiast prze-
dłużyć, budując różne wielokąty i opisując własności otrzymanych figur.

7.	 Skąd się wzięły liczby?

Komentarz
Początkowo liczbę naturalną postrzegano jako wspólną cechę skończo-

nych zbiorów równolicznych. To właśnie wyizolowanie zbiorów zbudowanych 
z jednego, dwóch, trzech itd. elementów doprowadziło do wyznaczenia pojęcia 
„liczba naturalna”. Początkowo pojęcie to wykorzystywano do określania liczby 
przedmiotów (aspekt kardynalny lub mnogościowy). Jednak szybko okazało się, 
że dzięki liczbom naturalnym możemy wskazywać kolejność obiektów w szere-
gu (aspekt porządkowy), opisywać takie wielkości, jak ciężar, długość, pole po-
wierzchni czy objętość (aspekt miarowy). To z kolei było przyczyną powstania 
liczb wymiernych, ponieważ pojawiła się potrzeba określania części z całości. 
Na opisanej lekcji proponuję, aby ograniczyć się do aspektu kardynalnego liczby 
naturalnej i pokierować tak aktywnością uczniów, aby odkryli, że liczba natural-
na, a dokładniej liczba elementów, może być jedyną wspólną cechą zaprezento-
wanych zbiorów.

Pomoce dydaktyczne
Wybór pomocy dydaktycznych w dużej mierze zależy od treści zadań prze-

znaczonych do rozwiązania, dlatego warto przed zgromadzeniem niezbędnych 
obiektów ułożyć scenariusz uczniowskiego badania. Niemniej jednak na tych za-
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jęciach przydadzą się wszystkie zgromadzone dotychczas w klasie obiekty, które 
możemy porządkować w zbiory.

Pierwszy etap – Co już wiem?

Lekcję rozpoczynamy rozmową o liczbach, z którymi nasi uczniowie 
zetknęli się niejednokrotnie. Staramy się przywołać wszystkie dotychczasowe 
doświadczenia z nimi związane, pytając: W jakich sytuacjach natknęliście się na 
liczby? Do czego wykorzystujemy liczby w życiu codziennym? Jak myślicie, czy 
moglibyśmy bez nich funkcjonować?

Drugi etap – Widzę sens

Nawiązaniem do tematu zajęć będzie pytanie: Czy zastanawialiście się, skąd 
wzięły się liczby? Oczywiście również w tym wypadku z cierpliwością wysłuchu-
jemy odpowiedzi uczniów, które na tym etapie pozostawiamy bez komentarza.

Trzeci etap – Popróbuję i zobaczę, jak to działa

Uczniowie, pracując w grupach, budują zbiory obiektów o podanych ce-
chach. W tym celu mogą układać w pętlach przygotowane z papieru figury geome-
tryczne, kasztany, guziki, plastikowe nakrętki czy zabawki znajdujące się w klasie. 
Możemy również skorzystać z klocków Dienesa. Wszystko tak naprawdę zależy 
od materiału badawczego, którym dysponuje nauczyciel. Jednak najistotniejsze 
jest takie pokierowanie uczniami, aby mogli wskazać, że jedyną wspólną cechą 
zbudowanych zbiorów jest liczba elementów znajdujących się w nim. Np.:

Przyjrzyj się uważnie poniższym zbiorom. Jaką cechę uwzględniono, 
grupując w taki sposób elementy w poszczególnych zbiorach?

Wspólna
cecha –
kształt

Wspólna cecha
– liczba

elementów
w zbiorach
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Powyższe zadanie w dużym skrócie pokazuje drogę, którą muszą pokonać 
uczniowie. Pamiętajmy, że przedstawienie jednego zadania jedynie w formie ry-
sunku na kartce papieru nie jest właściwą drogą postępowania. Czynności, jakie 
powinni wykonać uczniowie w trakcie lekcji, zdecydowanie przewyższają podany 
wyżej przykład. Warto dodać, że oprócz odkrycia, skąd wzięły się liczby, zajęcia 
umożliwiają doskonalenie umiejętności klasyfikacji.

Czwarty etap – Podzielę się swoimi odkryciami

W tej części zajęć uczniowie prezentują swoje rozwiązania.

Piąty etap – Odkryłem nieznaną mi dotąd matematykę

Rozmowa o uzyskanych rezultatach ma doprowadzić uczniów do wniosku, 
że liczby wymyślili ludzie, ponieważ dzięki nim mogli określać liczbę zgroma-
dzonych obiektów.

Szósty etap – Sprawdzę, jak to działa

Prosimy uczniów, aby w parach zastanowili się, w jakich sytuacjach brak 
liczb wywołałby wiele nieporozumień.

8.	 Suma miar kątów wewnętrznych w czworokącie jest dwukrotnie większa 
od sumy miar kątów wewnętrznych w trójkącie.

Komentarz
Ciekawą lekcją pogłębiającą umiejętność badania własności figur geome-

trycznych będzie odkrycie, że suma miar kątów wewnętrznych w trójkącie jest 
dwukrotnie mniejsza od sumy miar kątów wewnętrznych w czworokącie. Na pro-
ponowanej lekcji nie jest ważna informacja, że suma kątów wewnętrznych w każ-
dym trójkącie wynosi 180o, a w dowolnym czworokącie 360o. Celem głównym tej 
lekcji jest wdrażanie uczniów do wnikliwej analizy obiektów geometrycznych, do 
uwzględniania nie tylko koloru, kształtu i wielkości, ale także do dostrzegania i po-
równywania elementów obiektów geometrycznych, w naszym przypadku – kątów. 
Lekcja jest zorganizowana w formie zabawy i równie dobrze może być wykorzysta-
na do porównywania kątów w różnych czworokątach, gdyż po wprowadzeniu mo-
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delu kąta prostego łatwo porównać sumę miar kątów wewnętrznych w prostokącie 
i kwadracie, trudniej natomiast będzie w przypadku innego czworokąta wypukłego.

Pomoce dydaktyczne:
–– przygotowane z kolorowego papieru różnej wielkości trójkąty i czworokąty 

(w tym takie, które nie są prostokątami),
–– klej, arkusz szarego papieru, kolorowe kredki i kartki z wydrukowanymi figu-

rami trójkąta i kwadratu

Pierwszy etap – Co już wiem?

Nasze badania będą obejmowały zależności zachodzące pomiędzy elemen-
tami, więc warto przeprowadzić rozmowę wstępną na ten właśnie temat. Jednym 
z najprostszych sposobów będzie podanie dzieciom przygotowanych na kart-
kach dwóch kształtów: trójkąta i kwadratu. Następnie prosimy, aby na rysunku 
na czerwono zaznaczyć boki tych figur, na zielono ich wierzchołki, a na niebie-
sko zacieniować kąty. Jeśli przygotujemy wydruk na kartce A4, ułatwimy sobie 
prezentację i omawianie dostrzeżonych elementów figury. Oczywiście możemy 
poprosić uczniów o narysowanie na czystej kartce tych dwóch figur, ale należy im 
przypomnieć, że chcemy, aby wypełniały całą kartkę (tak jak na poniższym rysun-
ku). Warto o tym pamiętać, bo uczniowie mają tendencję do wykonywania bar-
dzo małych rysunków figur geometrycznych. Po naniesieniu na rysunku kolorów 
przechodzimy do pytań: Ile boków ma trójkąt, a ile czworokąt? Która z figur ma 
więcej wierzchołków i o ile? Która z figur ma trzy kąty, a która cztery? Wszystkie 
te pytania mają zwrócić uwagę uczniów na elementy figur geometrycznych i za-
leżności, które między nimi występują.
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Drugi etap – Widzę sens

Pytamy uczniów: Gdybyśmy ze wszystkich kątów w danej figurze zbudo-
wali jeden duży kąt, to który z nich byłby większy – ten powstały z kątów trójkąta 
czy czworokąta?

Trzeci etap – Popróbuję i zobaczę, jak to działa

Uczniowie w grupach pracują nad odpowiedzią na postawione przez na-
uczyciela pytanie. Oczywiście nie narzucamy im, w jaki sposób mają dokonać 
porównania. Myślę, że wystarczyć im podpowiedzieć, że kąty w figurach moż-
na odcinać w celu łatwiejszego porównania. Uczniom powinny narzucić się dwa 
sposoby rozwiązania. Pierwszy to odcięcie kątów w trójkącie i czworokącie, dru-
gi to odcięcie kątów tylko w jednej z figur i przykładanie do kątów drugiej. Spo-
sób rozwiązania jest dowolny.

Czwarty etap – Podzielę się swoimi odkryciami

Po pierwszej części badań oczekujemy, że dzieci wskażą kąty czworokąta 
jako w sumie dające większy kąt niż w trójkącie. Teraz zależy nam na odkryciu, 
ile razy ten kąt będzie większy. Stawiamy pytanie: Jak myślicie, ile razy suma 
wszystkich kątów w czworokącie jest większa od sumy wszystkich kątów w trój-
kącie? Aby znaleźć odpowiedź, uczniowie powinni zbudować kąt powstały ze 
wszystkich kątów czworokąta i uzupełniać go kątami z trójkątów. Niewykluczo-
ne, że już wcześniej to odkryją, ale zdarzy się to wtedy, gdy postanowią odcinać 
kąty w dwóch figurach.

Piąty etap – Odkryłem nieznaną mi dotąd matematykę

Po prezentacji przygotowanych prac uczniowie wspólnie formułują wniosek.

Szósty etap – Sprawdzę, jak to działa

Prosimy uczniów, aby narysowali swoje trójkąty i czworokąty, a następnie 
sprawdzili dla nich odkrytą własność.
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9.	 Dlaczego nie wolno dzielić przez zero?

Komentarz
Gdy zapytałam uczniów pewnej klasy drugiej, dlaczego nie można dzielić przez 

zero, w odpowiedzi usłyszałam, że pani na lekcji tak powiedziała. Taka odpowiedź 
w żaden sposób nie jest satysfakcjonująca, nie uwzględnia rozumienia matematyki 
i jest niezgodna z podejściem do nauczania, które proponuję na stronach niniejszego 
opracowania. Dlatego myślę, że warto zorganizować lekcję, na której uczniowie prze-
konają się sami, że dzielenie przez zero jest działaniem niewykonalnym.

Pomoce dydaktyczne:
–– obiekty rzeczywiste, które uczniowie będą wykorzystywać do wizualizacji 

działań.

Pierwszy etap – Co już wiem?

Na wstępie warto wykonać kilka przykładów na mnożenie i dzielenie. Jed-
nak to nie daje pełnego obrazu dziecięcych doświadczeń, zatem oprócz wykony-
wania obliczeń należy porozmawiać o relacji, jaka występuje między dzieleniem 
i mnożeniem. 

Drugi etap – Widzę sens

Jak myślicie, czy przez każdą liczbę możemy dzielić?

Trzeci etap – Popróbuję i zobaczę, jak to działa

W tej części lekcji proponuję, aby uczniowie wyznaczali kolejne ilorazy i spraw-
dzali ich poprawność za pomocą mnożenia. Wśród przykładów powinny zna-
leźć się też takie, w których dzielnikiem jest liczba zero. Do tej części lekcji 
przygotowujemy zestaw pomocy dydaktycznych, które będą wspierać uczniów 
podczas wykonywania działań. Każde działanie, tzn. podział zgromadzonych 
obiektów na zbiory o danej liczbie elementów (dzielenie przez mieszczenie się) 
czy na wskazaną liczbę zbiorów (dzielenie przez podział) oraz sprawdzenie uzy-
skanego wyniku za pomocą mnożenia, powinno być wykonane na obiektach. 
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Trudnością, na którą dzieci mogą się natknąć podczas rozwiązywania zadań, jest 
iloraz z dzielnikiem równym zero. Bez względu na uczniowskie przypuszczenia 
o możliwym wyniku takiego dzielenia nie uda im się wykonać sprawdzenia swo-
ich obliczeń za pomocą mnożenia.

Czwarty etap – Podzielę się swoimi odkryciami

Po prezentacji uczniowskich wyników, w tym również dzielenia przez zero, prosi-
my o sprawdzenie, czy dla innych liczb niż te, które zamieszczono w przykładach, 
także nie możemy wykonać dzielenia przez zero. Uczniowie zapisują na kartkach 
swoje przykłady i wymieniają się nimi w grupach. Po ponownym sprawdzeniu 
wstępnych przypuszczeń formułują (nadal pracując w grupach) wniosek o niewy-
konalności dzielenia przez zero.

Piąty etap – Odkryłem nieznaną mi dotąd matematykę

Przed prezentacją nowego faktu matematycznego uczniowie, nadal pracując 
w grupach, tworzą plakaty, które mają przedstawić nowe odkrycie. Zachęcamy 
uczniów, aby informacje na nich zawarte były zaprezentowane za pomocą rysun-
ku, zapisane symbolami i sformułowane słowami. Takie plakaty są wyekspono-
wane i omawiane wspólnie z całą klasą.

Szósty etap – Sprawdzę, jak to działa

Warto, aby w tej części lekcji uczniowie spróbowali napisać krótkie opowiadanie 
matematyczne skierowane do uczniów innej klasy, w którym wyjaśniają, dlacze-
go nie wolno dzielić przez zero.

10.	 Kwadrat oraz prostokąt zbudowano z tej samej ilości identycznych 
kwadratów. Jak myślicie, który z nich będzie miał większy obwód?

Komentarz
Propozycja tej lekcji jest przykładem ilustrującym, w jaki sposób w treści 

matematyczne we wczesnej edukacji możemy wpleść zadania z optymalizacji. 
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W starszych klasach takie zadania rozwiązuje się poprzez wyznaczenie odpo-
wiedniego równania funkcji i badanie jej własności, przy czym często możemy 
zaobserwować mechaniczne wykonywanie kroków według raz przyjętej proce-
dury. Z mechanicznym wykonywaniem procedur możemy również spotkać się 
w klasach młodszych, np. gdy dzieci dodają do siebie liczby w kolejności ich wy-
stępowania bez uprzedniej analizy pod kątem wykorzystania własności przemien-
ności lub łączności dodawania. Warto zatem w uproszczonej formie przybliżyć 
ten typ zadań najmłodszym uczniom.

Cała lekcja opiera się na budowaniu czworokątów z danej liczby kwadra-
tów i wyznaczaniu ich obwodów. Zaskakującym dla dzieci odkryciem jest fakt, 
że to kwadrat spośród wszystkich zbudowanych prostokątów ma najmniejszy ob-
wód. Kolejną ciekawą własnością, którą również możemy zidentyfikować pod-
czas pracy nad rozwiązaniem, jest zależność między różnicą długości boków pro-
stokąta a jego obwodem.

Pomoce dydaktyczne:
–– 36 kwadratowych karteczek z notatnika i kartka na notatki.

Pierwszy etap – Co już wiem?

Wprowadzamy uczniów w tematykę zajęć rozmową o figurach geome-
trycznych. Koncentrujemy się w szczególności na prostokącie i kwadracie. 

Drugi etap – Widzę sens

Wzbudzamy zainteresowanie uczniów specjalnie przygotowaną sytuacją 
problemową. Prosimy, aby rozstrzygnęli, jakie wymiary powinna mieć prostokąt-
na zagroda dla zwierząt, aby na jej ogrodzenie zużyć jak najmniej drucianej siatki. 
Powierzchnia zagrody dla zwierząt jest z góry ustalona i możemy ją podzielić na 
36 jednakowych kwadratów. 

Trzeci etap – Popróbuję i zobaczę, jak to działa

Uczniowie w kilkuosobowych grupach projektują zagrodę. Ważnym ele-
mentem wspierającym w poszukiwaniu rozwiązania jest przygotowany zestaw 36 
kwadratów, z których ma być zbudowana zagroda. Budując prostokątne działki 
i wyznaczając ich obwody, dzieci muszą wskazać, że kwadrat będzie miał naj-
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mniejszy obwód. Prosimy je, aby rysunek każdej ułożonej zagrody wraz z jej 
wymiarami znalazł się na kartce. 

Czwarty etap – Podzielę się swoimi odkryciami

Uczniowie na forum klasy prezentują swoje wyniki. Omawiają figury, któ-
re udało im się zbudować, oraz podają ich wymiary. Zawsze w takiej sytuacji 
sprawdzają się wykonane przez uczniów plakaty, ale nie jest to obowiązek.

Piąty etap – Odkryłem nieznaną mi dotąd matematykę

Po prezentacji wszystkich wyników uczniowie wspólnie formułują wniosek.

Szósty etap – Sprawdzę, jak to działa

Ten etap możemy potraktować jako przedłużenie i poprosić uczniów, 
aby sprawdzili, czy dla 16 lub 64 kwadratów składających się na powierzchnię 
działki również kwadratowy kształt będzie wymagał najmniejszej ilości siatki 
ogrodzeniowej.

Uwaga

Myślę, że czytelnik dostrzegł potencjał w proponowanym rozwiązaniu 
i z łatwością przekształci je, jeśli będzie poszukiwał propozycji lekcji, na której 
uczniowie będą wyznaczali dzielniki liczb naturalnych.

Wszystkie przedstawione propozycje opierają się na dziecięcych poszu-
kiwaniach w dostępnym im zakresie. Można je określić mianem analogicznych 
do tych, z którymi mogą się spotkać w starszych klasach, kiedy badając trójką-
ty prostokątne, odkrywają twierdzenie Pitagorasa, czy analizując podane ciągi 
liczbowe, wyprowadzają wzór na wyraz ogólny ciągu arytmetycznego. Jednak 
działania te różnią się poziomem prowadzenia postępowania badawczego oraz 
materiałem wykorzystywanym do poszukiwań. Ich charakterystyczną cechą jest 
konieczność rozważania obiektów rzeczywistych w zaplanowanych sytuacjach 
dydaktycznych, by następnie na tej podstawie formułować dostrzeżone regu-
larności i budować pierwsze opisy definicyjne, za każdym razem łącząc język 
potoczny z kształtowanymi pojęciami matematycznymi. Uczniowie mają szansę 
dyskutować o swoich spostrzeżeniach, rzeczywiście angażować się w odkrycia 
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matematyczne i przekonać się, że matematyka to nie zbiór zaproponowanych za-
dań do rozwiązania. Bardzo ważne w kontekście zmiany stosunku społecznego 
do matematyki jest przekonanie naszych uczniów już na początku nauki szkolnej, 
że matematyka jest spójna, tworzy całość, że każde kolejne informacje dopeł-
niają i uszczegóławiają poprzednie, pozwalają je łączyć, tworząc pełne struktury 
wiedzy matematycznej, że wreszcie nie opierają na pamięciowym opanowaniu 
kolejnych treści matematycznych. Uczenie się następuje w sytuacjach, w których 
uczniowie nadają znaczenie przyswajanym informacjom, a to nie tylko ukazuje 
im potrzebę poszerzania wiedzy, ale również czyni ich odpowiedzialnymi za 
własne struktury umysłowe.

Warto dodać, że wszystkie omówione lekcje tworzą warunki do twórczego 
uczenia się matematyki, w którym kluczową rolę odgrywa dziecięce rozumowa-
nie. Nie są to lekcje, na których uczniowie korzystają z gotowych algorytmów, au-
tomatyzując je poprzez wielokrotne ćwiczenie zadań tego samego typu. Tu nacisk 
kładzie się na dziecięcą kreatywność w zakresie poszukiwania rozwiązań oraz na 
wiarygodność zawsze popartą uzasadnieniami. Zakotwiczenie uczniowskiej ak-
tywności w doświadczeniach i dotychczas zgromadzonej wiedzy matematycznej 
czyni takie podejście twórczym wnioskowaniem opartym na matematyce, które 
jest uznawane za bardziej wydajne niż tradycyjne podejście do nauczania (Lith-
ner, 2008; Jonsson i in., 2014).



Zamiast podsumowania

Możliwość zaistnienia proponowanego rozwiązania dydaktycznego jest 
uwarunkowana zmianą nauczycielskiego myślenia o nauczaniu matematyki, ko-
niecznością wyzwolenia się z przeświadczenia o potrzebie wyjaśniania i tłuma-
czenia matematyki, stopniowym nabieraniem wiary w skuteczność proponowa-
nego rozwiązania oraz przekonania o jego wartości. Niewątpliwie wiąże się to 
ze wsparciem nauczycieli w formie poradnictwa zawodowego, z kulturą szko-
ły opartą na dialogu i wspólnym poczuciu realizacji celu, a także umiejętnością 
współpracy na wszystkich płaszczyznach, w tym również na płaszczyźnie obej-
mującej relacje uczniowie–nauczyciel. Starałam się pokazać, że nasi najmłodsi 
uczniowie nie tylko mają zdolność do odkrywania wiedzy matematycznej, ale 
także prawo, by uczynić ich aktywnymi i świadomymi uczestnikami szkolnego 
procesu kształcenia. Realizacja niekwestionowanego celu nauczania matematy-
ki, jakim jest inicjowanie i podejmowanie działań wspierających rozwój kom-
petencji matematycznych, powinna koncentrować się na dbałości o uczniowskie 
rozumienie nabywanej wiedzy, o rozwój umiejętności osądzania jej użyteczności 
oraz umiejętności podejmowania działań opartych na regułach matematycznych 
w niej samej, ale także poza nią (Niss, 2007). Kolejną ważną umiejętnością, którą 
uczniowie mogą doskonalić w trakcie pracy tą metodą, jest dokonywanie wy-
borów spośród wielu możliwości i formułowanie na ich podstawie wniosków. 
Umiejętność rozwiązywania problemów i pogłębianie rozumienia matematyki 
osiągniemy szybciej, angażując naszych uczniów w działania twórcze, niż trwając 
przy uczeniu się opartym na algorytmach i procedurach. Aby zapewnić uczniom 
zamierzone efekty, musimy pozwolić na doświadczanie sytuacji, w których prze-
zwyciężają pewne trudności (Jonsson i in., 2014). Nauczanie skierowane na od-
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krywanie wiedzy matematycznej jest właśnie taką konstrukcją, która umożliwia 
uczniom poszukiwanie odpowiedzi na stawiane pytania i samodzielne dochodze-
nie do nowej wiedzy. Wszystkie rozważania o odkrywaniu wiedzy matematycz-
nej we wczesnej edukacji koncentrują się na gromadzeniu doświadczeń, które są 
podstawą własnych konstrukcji umysłowych uczniów. Wczesna edukacja, jako 
początek przygody z matematyką, wprowadza dzieci w świat konstrukcji pojęć 
matematycznych oraz kieruje ich uwagę na dostrzeganie i badanie regularności 
w niej występujących, kształtując przy tym stosunek do tej niełatwej dziedziny 
wiedzy. Pozbawienie uczniów takiej możliwości często bywa przyczyną począt-
ków bezradności matematycznej. A przecież odwaga podejmowania wyzwań, 
wytrwałość w pokonywaniu trudności i zaspokajanie ciekawości poznawczej usa-
modzielniają intelektualnie naszych uczniów. 

Nauczanie skierowane na odkrywanie wiedzy matematycznej możemy 
traktować jako  propozycję wzbogacającą warsztat metodyczny nauczyciela. 
W żaden sposób nie neguję potrzeby uczenia się algorytmów czy dążenia do 
sprawności rachunkowej i wypracowania metod ułatwiających rozwiązywanie 
zadań. Proponowana metoda stanowi raczej ich uzupełnienie, bo wspiera myśle-
nie, twórczość dziecka i radość z poznawania nowego. Uważam, że wzmacnia 
uczniów w poszukiwaniu własnych dróg na drodze do matematycznego rozwoju. 
A oto chyba chodzi w nauczaniu. Najwłaściwszym podsumowaniem wszystkich 
rozważań poczynionych na stronach niniejszej propozycji będą słowa Andreasa 
Schleichera: „Jeśli nauczymy nasze dzieci wszystkiego, co sami wiemy, to będą 
w stanie podążać naszymi śladami. Jeśli jednak nauczymy je, jak się uczyć, to 
pójdą tam, gdzie same zechcą” (Schleicher, 2019, s. 30). Dajmy naszym uczniom 
szansę i otwórzmy przed nimi matematykę – niech ją odkrywają.
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Summary

Teaching aimed at discovering mathematics is not a new methodical solu-
tion, albeit still unpopular in modern educational practices. Lessons built on this 
approach are wholly focused onstudents’ actions. Through working on problems, 
the learners discover laws and principles of mathematics, relationships and depen-
dencies between mathematical objects and formulate mathematical concepts. The 
proposed method is characterized by the reversal of active roles between lesson’s 
participants. The students are the ones more engaged, while teachers accompany 
them in the learning process. The construction of this paper leads the reader thro-
ugh three chapters, focusing consecutively on children’s cognitive abilities and 
different views on their development, the act of discovering mathematics itself and 
finally on a description of teaching methods that favour children’s discoveries. Be-
sides the theoretical basis of teaching aimed at discovering mathematics, the paper 
lays down advantages and disadvantages of the practice that appear in the subject’s 
literature. It also proposes a construction of a lesson in this method, illustrated with 
examples of mathematical classes for students in primary education.
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Nauczanie ukierunkowane na odkrywanie wiedzy matematycznej 
nie jest nowym rozwiązaniem metodycznym, ale wciąż mało po-
pularnym we współczesnej praktyce edukacyjnej. Lekcje budo-

wane w tym podejściu od początku do końca są poświęcone działaniom 
uczniów, którzy w toku realizacji zadań odkrywają prawa i reguły matema-
tyczne, związki i  zależności między obiektami matematycznymi, a  także 
kształtują nowe pojęcia. Proponowane rozwiązanie cechuje zwrot aktyw-
ności uczestników lekcji. Stroną aktywną stają się uczniowie, a nauczyciele 
towarzyszą im w  procesie poznania. Niestety proponowane rozwiązanie 
dydaktyczne ma również swoje wady. Wymaga od nauczycieli nie tylko 
wiedzy merytorycznej z zakresu matematyki, znajomości charakterystycz-
nych cech rozwojowych dziecka oraz umiejętności metodycznych w  za-
kresie planowania i organizacji pracy na lekcji, ale również czasu i nakładu 
pracy, jaki muszą przeznaczyć oni na przygotowanie zajęć. Czy warto pod-
jąć ten trud? Myślę, że tak.

W opracowaniu skoncentrowano się kolejno na możliwościach poznaw-
czych dziecka i poglądach na ich rozwój, samym akcie odkrywania wie-
dzy matematycznej, aż po scharakteryzowanie nauczania sprzyjającego 
dziecięcym odkryciom. Całość rozważań teoretycznych zakończona jest 
propozycją konstrukcji lekcji, zilustrowaną przykładami zajęć matema-
tycznych dla uczniów na pierwszym etapie edukacyjnym.

Lidia Pawlusińska

Lidia Pawlusińska

Kierowane odkrywanie 
matematyki
we wczesnej edukacji




